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摘摘摘 要要要

量子输运是研究材料性质的重要手段。近些年来随着实验技术的进步，量

子输运在凝聚态系统的研究中发挥了重要作用。本论文主要通过非平衡格林函

数方法研究重费子材料和磁性拓扑绝缘体薄膜的量子输运性质。

（1）我们研究了正常态重费米子材料的电输运性质。我们采用了大U极限

近似下的周期性Anderson模型。着重研究了Fano和空间路径干涉效应、探针和

样品的耦合强度及其与能带特征，如杂化能隙和范霍夫奇异点，之间的竞争与

合作。我们发现在探针和样品接触界面较大的情形，空间干涉效应会压制杂化

能隙附近的电导谱。这是由于空间干涉导致电子到样品中布洛赫态的跃迁是动

量依赖的。我们认为这对应于点接触测量的情形，因为点接触区域的面积通常

是较大的。考虑到重费米子材料中 f 电子的能带会被重整化到费密面附近，这

一压制效应导致点接触测量会丢失 f 电子的部分信息。Fano干涉源于电子到巡

游导带和经由局域的 f 电子能带再进入导带之间的干涉效应。我们发现这会导

致电导谱中出现极小值，进而增加电导谱的非对称特征。此外，我们发现在探

针和样品局域耦合的情形，增强耦合强度会导致在杂化能隙内出现电导峰。这

是源于局域束缚态的出现。

（2）我们研究了磁场和门电压对处在量子反常霍尔（QAH）相的磁性拓

扑绝缘体薄膜的影响。我们计算了体系相应于门电压和费密能的相图。我们发

现门电压会破坏QAH相，并在其取值极大时形成平庸的相。QAH的电阻平台

不会被磁场破坏，并且在强磁场下演化到量子霍尔效应的相。适当强度的磁场

在某些参数下会导致一个类似量子自旋霍尔效应的相。在标准的六端口霍尔测

量中，我们发现磁场会导致一些霍尔电阻和纵向电阻的取值均为分数的平台。

关键词： 量子输运，非平衡格林函数，重费米子材料，扫描隧道谱，点接触

谱，量子反常霍尔效应





Abstract

Quantum transport measurement is important and effective in revealing

properties of materials. And recently, it acts an essential role in studying the

condensed matter system with the process of experimental technique. In this

paper, we mainly focus on the quantum transport behavior of heavy fermion ma-

terial and magnetic topological insulator films by nonequilibrium Green function

theory.

(1) We have studied the electric transport of heavy fermion materials in

the normal state. The model used here is the periodic Anderson model in the

large-U mean field limit. We consider the effect of both Fano and spatial path

interferences, coupling strength between probe and sample, and their interplay

with band features such as, hybridization gap and Van Hove singularity. We find

that spatial interference will suppress the conductance besides the hybridization

gap if the contact interface is large. This is due to a weighted average in the

first Brillouin zone. And it may correspond to the point contact measurement

since point contact possesses a large contact region. Considering that local f

electron band mainly distribute itself near Fermi level due to renormalization

effect, this suppression effect will make point contact miss some information of

f electron. Besides we find that Fano interference due to transport into f band

and conduction band will lead to minimum which enhances the asymmetry of

the conductance spectrum. Increasing the coupling strength will cause an in-

gap conductance peak in the local hopping case and it’s due to the bound state

located in the contact region.

(2) We have studied the effect of magnetic field and gate voltages on the mag-

netic topological insulator film which is in the quantum anomalous Hall (QAH)

phase. We give the phase diagram in the plane of gate voltage and Fermi energy.

We find that gate voltage will break the QAH phase and lead to a trivial phase

if it is large enough. The QAH resistance plateau will survive magnetic field

and evolve into the quantum Hall phase. Moderate magnetic field will result
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in a phase similar to quantum spin Hall phase in certain parameters. And in

the standard Hall bar magnetic field will lead to exotic Hall and longitudinal

resistance plateaus with fractional value.

Keywords: quantum transport, nonequilibrium Green’s function, heavy fermion

material, scanning tunneling spectroscopy, point contact spectroscopy, quantum

anomalous Hall effect
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第第第一一一章章章 绪绪绪论论论

量子输运是研究材料性质的重要手段，在凝聚态体系的研究中有着广泛的

应用。本论文将着重于分析重费米子材料和拓扑非平庸材料的量子输运行为。

在本章我们将对研究背景给出一个简明的概述，包括：重费米子材料简介、点

接触谱和扫描隧道谱简介及其在重费米子材料中的应用、量子反常霍尔效应介

绍。

1.1 重重重费费费米米米子子子材材材料料料

重费米子材料具有极大的低温比热系数，一般是普通金属材料比热系数

102∼103 倍的量级。按照费米液体理论，低温比热系数正比于能带电子的有效

质量，因此这类材料中具有重电子，故称为重费米子材料 [1–3]。一般而言，这

类材料是含有 f 电子（稀土或锕系元素）的体系，此外还有极少量的 d电子材

料，如 LiV2O4 [4]以及 CaCu3Ir4O12 [5] 等。重费米子材料的能标比较小，一般

在 meV（几十K）的量级，因此易于被外加因素――压力、磁场、化学掺杂等

调控。在低温下具有复杂的相图，可以形成近藤绝缘体、磁有序、价态涨落、

量子临界点、非费米液体和非常规超导，以及电多级矩序、密度波序、拓扑

序、隐藏序等奇异的相，自发现以来就是理论和实验研究的热点 [1–3,6–10]。

重费米子材料属于多带的强关联电子体系。多带是指存在巡游的导带和局

域的 f 电子能带。其中 f 电子周期性地排布成晶格，其波函数分布比较局域，

关联效应较强。相邻格点上 f 电子之间的距离较大，波函数之间交叠很弱。f

电子的能级是部分填充的，携带局域磁矩。导带是巡游的且关联较弱，导带电

子波函数与 f 电子之间存在交叠，即存在杂化效应。高温下局域磁矩与导带电

子没有杂化，系统处在顺磁状态。随着温度降低，局域磁矩与导带电子的杂化

逐步增强。此时局域磁矩和导带电子之间存在近藤耦合效应，其强度由近藤温

标 TK 刻画；局域磁矩之间通过导带电子的传递可以形成RKKY相互作用，其

强度由RKKY温标 TRKKY 刻画。近藤耦合和RKKY相互作用是重费米子材料

中常见的物理机制，二者竞争共存。RKKY作用占主导则产生磁有序基态，近

藤效应占主导则产生重费米液体态。当这两个能标接近时，其竞争将导致一些
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图 1.1: CexLa1−xCu6 电阻率。图片取自 [17]

奇异的现象，如：超导、量子临界点等 [11]。

近藤耦合效应是在研究稀磁金属电阻率反常时提出的，早于重费米子材料

的发现 [12–15]。对于普通金属，电阻率随着温度降低而逐渐减小，零温下到达

非磁性杂质或缺陷导致的剩余电阻率。其低温下的行为满足费米液体性质。但

是对于稀磁金属，在足够低的温度下电阻率反常增大，呈现 −log(T )的行为，
并在温度极小时，电阻率逐渐饱和，见示意图 1.1中 x = 0.094的曲线。电阻的

反常增大源于导带电子被磁性杂质散射。趋于饱和则是由于低温下磁矩和导带

电子的杂化增强，且耦合是反铁磁类型的，因而磁矩逐渐被导带电子屏蔽，形

成非磁的单态。单态（近藤共振态）的形成会增大费密面上的态密度。在相互

作用量子点的量子输运研究中，这体现为贡献了额外的输运通道，形成近藤电

导峰 [15]。屏蔽效应出现的温标定义为近藤温度 TK。需要指出的是单杂质近

藤问题的近藤温标与重费米子晶格的近藤温标是不同的。重费米子材料中，磁

矩形成的周期性晶格，每个格点都存在近藤耦合效应，体系可以出现相干效

应 [16]。对于重费米子金属，低温下电阻率逐渐由随温度增大变为随温度以 T 2

降低，见图 1.1中 x = 1 的曲线。这是因为在低温下出现相干效应，形成了重

电子的能带，且为费米液体。对于重费米子半导体（近藤绝缘体），相干效应

的出现则导致形成绝缘体能隙，随温度降低电阻率以指数形式增大 [3]。

对于近藤绝缘体和重费米子金属，可以从能带的图像来理解。f 电子是内
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图 1.2: 杂化图像。图片取自 [3]。

层电子，低温下 f 电子的能带深埋在费米面以下。强关联效应以及和导带的杂

化会使得 f 电子能带被重整化到费密面附近，与导带的杂化会打开杂化能隙，

能隙两侧形成重电子带，见图 1.2。如果费米能位于间接带隙内则形成近藤绝

缘体，如果费米能在间接带隙外或者没有间接带隙则形成重费米子金属。

1.2 点点点接接接触触触谱谱谱和和和扫扫扫描描描隧隧隧道道道谱谱谱

1.2.1 点点点接接接触触触谱谱谱及及及其其其在在在重重重费费费米米米子子子研研研究究究中中中的的的应应应用用用

点接触是指金属之间、金属与超导以及超导与超导之间形成的的一种直接

的接触。Sharvin 在1965年意识到弹道输运的重要性，开始用金属接触做输运

测量 [18]。Yanson 在1974年进行金属点接触实验时发现，可以进行能量分辨的

测量，并且把电流-电压曲线的非线性特征与金属中的电声耦合联系起来。这

标识着点接触谱学的开始 [19]。经过多年的发展，点接触已经成为研究材料输

运性质的常用手段。其突出的优势是易于制备、经济，并且能够在加压环境下

使用。点接触的详细介绍参见综述文章 [20–22]。

按照接触区域尺寸 d和电子平均自由程 l 的大小，可以把点接触分为三

类：弹道区（ballistic regime）、扩散区（diffusive regime）和热学区（thermal

regime）。弹道区， lel, lin >> d；扩散区， lel << d <<
√
linlel；热学区，

lel, lin << d。其中 lel， lin 分别是电子弹性散射和非弹性散射的平均自由

程。只有当点接触处在弹道区时，才能进行能量分辨的测量。点接触的制备工
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艺比较简单，这也使得对探针与样品的接触区域不能进行精细的调控，即不能

精确调控接触区域的数量、面积、接触方式以及探针和样品的耦合强度。实验

上往往根据测量的结果对接触区域进行估计。实验结果的可重复性是判断点接

触质量的重要依据。对于普通金属之间的点接触谱，可以根据大量实验总结出

的规律判断点接触的好坏以及实验数据是否可用 [20]。

Wexler公式给出了电阻与点接触参数的关系，可以用于估计点接触区域的

尺寸。公式如下 [21]，

R =
4ρl

3πd2
+

ρ

2d
Γ(l/d), (1.1)

其中 ρ是电阻率，d是点接触尺寸，l是电子平均自由程，Γ是一个缓慢变化的

函数，宗量是 l/d。对于纯净的重费米子材料，电子的平均自由程较大。近几

年来的实验往往可以得到处于弹道区的点接触。例如，点接触对 URu2Si2进行

的测量，文中估计 d ≈ 25nm [23]。但是考虑到点接触是由上百个小的接触组

成的，对于每一个小的点接触可以近似估计为 d ≈ 25nm/100 = 0.25nm。考虑

到平均自由程 l ≈ 10nm，因此有 d << l，从而测量处在弹道区。对于 CeCoIn5

的点接触测量，文中估计 d ≈ 20 − 50nm，而 CeCoIn5 可以长出非常纯净的晶

体，低温下 l可以达到若干微米的量级，因此也有 d << l，从而测量处在弹道

区 [24]。

遂穿结是电导谱测量的另一常用手段，遂穿谱也是能量分辨的。它的特征

是电极和样品之间有一绝缘层，具有类似“金属- 绝缘层-金属”的结构，工作

原理是量子力学中的遂穿原理。这与点接触的直接接触是不同的。遂穿谱中准

粒子散射会修正电流，结果是电流增加。原因是散射过程相当于打开了额外的

遂穿通道。这一点与点接触是相反的 [20]。

点接触谱在研究重费米子材料的正常态、磁性序和超导电性方面有着广

泛的应用 [20–22]。近年来重费米子材料点接触谱研究的一个重要进展是发现

了Fano效应 [24, 25]。Fano效应是指若系统中存在两条输运通道，一条是电子

直接透射到连续的能带，另一条是电子跃迁到离散的孤立能级再跃迁到连续能

带，两条输运路径之间会发生干涉效应 [26]。若电导谱原本是对称的，Fano效

应会在电导谱中导致极小和极大值的出现，从而导致电导的非对称特征。重

电子是一种复合准粒子，由导带电子和 f 带电子杂化形成。进行电导测量

时，电子存在进入导带和 f 带两种通道的跃迁。这两条路径可以产生Fano干
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涉效应 [25]。CeCoIn5 [24, 27]，URu2Si2 [28]，CeAl3 [29] 等材料的点接触电导

谱需要引入Fano干涉来拟合。其中URu2Si2的数据中同时存在杂化能隙的特征

和Fano干涉的特征。但是在CeCoIn5和CeAl3的点接触电导谱中却不存在杂化能

隙的特征。考虑到URu2Si2中隐藏序问题的复杂性，对于点接触谱能不能测量

到杂化能隙是值得商榷的。

在超导能隙区域，点接触谱能够测量到Andreev反射电导谱。不同的超

导配对对称性以及解理面的晶面取向对Andreev反射有较大影响，点接触谱

可以据此对配对对称性作出判定。对CeCoIn5 [24]和PuCoGa5 [30]的测量证实

了Andreev束缚态的存在，给出了支持 dx2−y2 的证据。点接触谱的一个重要的

应用是确定材料的温标，比如相干温标 T ∗ 等。点接触谱可以用于比较不同相

之间的关系。对URu2Si2在常压下隐藏序相和高压下大磁矩相的研究表明，两

个相的点接触电导谱具有相似的特征，这说明两者具有相似的电子结构特征，

因此关于隐藏序的理论应该能够同时解释高压下的磁性序 [23]。点接触谱也可

以用于拓扑近藤绝缘体的研究 [31]。对于SmB6的研究发现在特征温度4K及以

下，点接触谱没有明显的改变，这说明了体态的性质没有改变。从而电阻率

在4K以下出现饱和不是体态的贡献而是源于表面态。这有利地支持了SmB6是

拓扑近藤绝缘体。

1.2.2 扫扫扫描描描隧隧隧道道道谱谱谱及及及其其其在在在重重重费费费米米米子子子研研研究究究中中中的的的应应应用用用

扫描隧道显微镜（STM）通过局域的电流测量可以给出样品表面形貌和电

子结构等信息 [32]。STM可以在真空、大气以及溶液中，常温和极低温，零磁

场和强磁场环境下进行测量，但是高压下的STM测量还没有实现。STM是一

种精密的测量手段，可以实现实空间原子级分辨率的测量，能量分辨率可以达

到 meV 的量级。对样品表面比较敏感，对样品解理的要求比较高。重构或者

无序的样品表面会对电导谱产生极大的影响。但是STM可以首先测量得到样品

表面的空间形貌并分辨出不同的解理面，然后选择高质量的表面进行测量。这

是很多表面敏感的测量手段所不能实现的。

傅里叶变换STM（FT-STM）是近些年发展起来的测量手段 [33, 34]。FT-

STM 在实空间中不同位置测量得到电导谱，然后通过傅里叶变换得到动量

空间的电子结构信息。FT-STM 是少有的几种能够得到动量空间信息的实验

手段。ARPES 只能测量占据态的信息，FT-STM则可以给出激发态的信息。
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图 1.3: 杂化能隙的形成示意图。（a，c）动量沿着(0,1) 方向，（b，d）(1,1) 方

向。图片取自 [35]。

FT-STM的基本原理是样品表面存在的缺陷或者杂质会导致准粒子在不同的动

量之间散射，在实空间这表现为准粒子干涉效应。散射势的不同会导致准粒子

干涉（QPI）图样的不同。QPI中强度较强的波矢对应了能带中等能面上态密

度较大动量间的散射波矢。ARPES是对电子结构的直接测量，而FT-STM的结

果则需要拟合，从中提取电子结构的信息。对于多带系统，不做任何假设直接

提取电子结构是很困难的。我们需要结合第一性计算或者ARPES、量子相干

振荡等的结果来拟合QPI 的结果。

重费米子材料的能量尺度比较低，因此对STM的能量分辨率提出了较高的

要求。近年来随着实验技术的进步，特别是FT-STM分辨率的提高，STM在重

费米子研究中得到了广泛的应用。对于揭示重电子形成机制、超导配对对称性

以及拓扑近藤绝缘体等方面发挥了重大作用 [36]。
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巡游的导带和局域的 f 带之间的杂化是理解重费米子物理的基本图

像，但是一直没有得到实验的直接证实。康奈尔大学的Davis组通用FT-

STM对URu2Si2的杂化过程进行了研究 [35]，在实验上第一次直接观测到了

动量空间杂化能隙的形成，见图 1.3。他们的实验结果揭示了随着温度降低导

带和 f 带的杂化增强，杂化能隙打开并形成重电子能带的过程。对URu2Si2隐

藏序的理论提出了限制，具有重要意义。随后普林斯顿大学的Yazdani组

在URu2Si2 [37]和正常态CeCoIn5 [36] 中也观测到了杂化能隙的形成过程。重费

米子物理的杂化图像得到了完全的证实。对CeCoIn5的研究发现了在超导转变

温度之上存在赝能隙，这一点与铜基超导类似。探究两者之间的关系也是一

个有意思的课题 [38]。随后上述两个研究组对CeCoIn5进行了更低温度下的测

量，分别通过拟合准粒子散射谱和观测缺陷态引起的电子结构的响应，证实

了CeCoIn5的超导配对对称性是 dx2−y2 [38, 39]。他们的测量第一次给出了超导

能隙在动量空间的结构。

此外，扫描隧道谱的另一个重要特征是观测到Fano干涉效应 [35–41]。但

是这里的Fano干涉与传统的单杂质Fano效应不同，杂化能隙特征和Fano干涉的

特征在电导谱中共存，需要更加细致地分析。

1.3 量量量子子子反反反常常常霍霍霍尔尔尔效效效应应应

霍尔效应家族包括：霍尔效应（HE），量子霍尔效应（QHE），反常霍尔

效应（AHE），量子反常霍尔效应（QAHE），自旋霍尔效应（SHE），量子自

旋霍尔效应（QSHE），示意图见图 1.4。截至目前，这六种效应都已经在实验

上实现。

霍尔效应是指外加磁场导致在垂直于电流和和磁场方向出现偏压的现

象 [42]。实验发现霍尔电阻正比于磁场，反比于载流子浓度。霍尔效应是测量

载流子浓度和极性的有效手段。其物理机制是运动电荷受到磁场的洛伦兹力。

霍尔效应是霍尔1879年在普通金属材料中最早发现。后来霍尔以及其他研究者

发现，铁磁材料的霍尔效应不同于非磁性材料，是为反常霍尔效应 [43]。此时

霍尔电阻不再线性依赖于磁场，而是在弱磁场时迅速增大，在强磁场时接近饱

和，对磁场的依赖较弱。对于很多材料，其霍尔电阻率 ρxy、外加磁场Hz 和所

测材料的磁矩Mz 满足如下关系，

ρxy = R0Hz +RsMz, (1.2)
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图 1.4: 六种霍尔效应示意图。(a) 霍尔效应; (b) 反常霍尔效应; (c) 自旋霍尔

效应; (d) 量子霍尔效应; (e) 量子反常霍尔效应; (f) 量子自旋霍尔效应。图片取

自 [48]。

其中第二项对应于材料自身磁化的贡献。如果选择样品薄膜表面垂直于铁磁

材料的易磁化轴，样品会发生自发磁化，这样即使不外加磁场也可以观测到霍

尔电阻。直观地讲，磁性序产生附加的磁场，破坏了霍尔电阻率对外加磁场的

线性依赖。但是磁矩产生的磁场不足以贡献如此大的霍尔电阻。对AHE机制的

解释长期存在争论。历史上主要的解释有三种，分为内禀机制和外在机制两

类。外在机制包括：螺旋散射 [44]（skew scattering）和边跳（side jump）机

制 [45]。外在机制主要考虑晶格缺陷以及杂质的散射。Smit等人提出的螺旋散

射机制认为，由于存在自旋轨道耦合和铁磁极化，入射电子被磁性杂质非对称

地散射，从而导致横向的电荷移动。边跳机制则指出极化的电子被存在自旋轨

道耦合效应的杂质散射时存在额外的横向跳跃。

内禀机制认为霍尔电流源于电子所具有的垂直于磁场的反常的速度

项 [46]。Berry位相的研究表明这一反常速度源于能带具有非零的Berry曲

率 [47]。处在能带 n动量 k的电子在电场 E下的速度项为，

vn(k) = ∂ϵn(k)
~∂k + e

~E× Ωn(k), (1.3)
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其中第二项是反常的速度项，Ωn(k)是Berry曲率。这样外加电场导致的电流表

达式可以简单写为，

J = −e
∑
n

∫
dkxdky
(2π)2

[
∂ϵn(k)

~∂k
+
e

~
E× Ωn(k)]f(ϵn(k)). (1.4)

其对应的霍尔电导是

σxy = −e
2

~
∑
n

∫
dkxdky
(2π)2

Ω
(n)
kx,ky

f(ϵn(k)). (1.5)

低温下的霍尔电导对应于Berry曲率在布里渊区被占据态的求和。导体的导带

是部分填充的，这时的霍尔电导对应于Berry曲率在布里渊区的部分求和。因

此即使对于一条平庸的能带（陈数为零），AHE也可以存在，但这时的霍尔电

导不是量子化的。对于部分布里渊区的求和可以转化为费米面上的Berry位相，

这与费米液体理论中输运性质由费密面决定是不相悖的 [47]。

在上个世纪由于理论和实验的限制，对于AHE的定量研究一直无法进行。

在本世纪初，由于从理论上弄清楚了内禀机制中电子反常速度的拓扑本质，

再加上计算能力的提高，才使得定量研究成为可能。通过第一性计算可以直

接确定内禀机制的霍尔电导，对很多材料的研究表明，内禀机制占据主导作

用 [49, 50]。考虑到真实的材料中必然存在缺陷、杂质以及声子等元激发，外在

机制的贡献也要根据实验条件做具体的分析。

1980年，对二维电子气在强磁场下的研究表明，对于低温强磁场下纯净的

样品，霍尔电导与外磁场的依赖关系不是线性的，而是呈现为电阻平台，取值

为 e2

h
（单位量子电导）的整数倍。纵向电阻则会减小到零，仅在相邻平台，霍

尔电导跃变处存在。这称为整数量子霍尔效应（IQHE） [51, 52]。从经典的图

像来看，这是因为样品内部的电子形成朗道能级，做局域化运动，体态是绝缘

的。边界处的电子则由于边界破坏了朗道能级，可以沿着边界做手征性的运

动，边界态是导电的。在动量空间，边界态是有色散的，且存在于朗道能级之

间的能隙中。整数霍尔效应不能用朗道的相变理论描述，而是需要引入拓扑不

变量的概念。电导平台的数值对应于 TKNN数 [53]，描述了被占据的边态的数

目。由于其拓扑属性，整数量子霍尔效应在强无序下也可以存在。而且其边态

的输运不存在“背散射”，因而是无耗散的。对Berry位相的研究表明，TKNN

数与如下定义的“陈数”（Chern number）是一致的 [47]，

Cn =

∫
dkxdky
2π

Ω
(n)
kx,ky

. (1.6)
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图 1.5: (A) 没有反转的能带结构随着引入交换场和自旋轨道耦合的演化。（B）

反转的能带结构随着引入交换场和自旋轨道耦合的演化。图片取自 [55]

IQHE的机制与AHE的内禀机制是一致的。对于低温时的绝缘体或半导体而言，

化学势在带隙中，能带是满占据的。按照霍尔电导的表达式（1.5），所对应的

求和遍及第一布里渊区，霍尔电导正比于陈数。对于普通的绝缘体陈数为零，

不存在霍尔电导。对于磁场下的二维电子气，积分遍及“磁布里渊区”，对应

于非零的陈数。

IQHE的研究，使人们思考是否可以在无外加磁场时实现量子化霍尔电

导，这一现象被称为量子反常霍尔效应（QAHE）。Haldane在1988年最早提出

了一个理论模型，在六角复式晶格中通过引入相反的磁通量实现整体的磁场为

零 [54]。这一研究表明了实现体能带拓扑非平庸的可行性。AHE内禀机制的研

究使人们意识到存在自旋轨道耦合的磁性系统有可能实现QAHE。在祁晓亮等

提出的两带模型中，磁场的效应则通过自旋轨道耦合实现，时间反演对称性通

过引入塞曼项破缺 [56, 57]。

QAHE材料需要满足这几个条件：铁磁薄膜材料，体态绝缘且拓扑非平

庸。同时满足这几个条件是不容易的。近年来拓扑绝缘体的研究提供了可行的

方案。拓扑绝缘体是指体态绝缘的但是在界面上有能导电的边界态的一类材

料 [58, 59]。量子反常霍尔效应和量子自旋霍尔效应分别是破坏时间反演和保持

时间反演的二维拓扑绝缘体。时间反演对称性导致QSHE中存在简并的边界态，
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导致霍尔电导为零。如果可以通过引入磁性序，破坏部分边界态，则能够实现

量子反常霍尔效应。理论上提出了在 HgTe 中磁性掺杂的模型 [57]，但是未能

形成磁性序。三维拓扑绝缘体在表面上存在二维的表面态，且表面态有狄拉克

锥结构。理论上有建议指出，可以通过让表面态近邻铁磁绝缘体在表面态狄拉

克锥中打开能隙 [60]。

三维拓扑绝缘体的表面上存在自由的表面态，将其做成薄膜后，上下表面

的表面态会发生耦合，打开能隙。可以形成二维的量子自旋霍尔效应绝缘体或

普通绝缘体 [61–63]。通过磁性掺杂可以实现磁性的拓扑绝缘体薄膜。第一性计

算预测在 Bi2Se3，Bi2Te3和 Sb2Te3薄膜中掺杂Cr、Fe 等可以实现QAHE [55]。

理论计算表明，掺杂的作用是产生磁性的交换场。如图 1.5 所示，在未引入交

换场和自旋轨道耦合之前，如果系统的能带是非反转的，足够大的交换场会产

生一对反转能带。对于已经反转的情况（QSHE），足够大的交换场则破坏其

中的一对反转结构并加强另一对的反转。总之，不论初始能带是否反转，交换

场的存在使得只存在一对反带结构。再引入自旋轨道耦合，会打开能隙，形

成QAH材料。在2013年，清华的研究组首先在 Cr0.15(Bi0.1Sb0.9)1.85Te3 中观测

到QAHE [64]，并被其他研究组的观测证实 [65–71]。

1.4 论论论文文文的的的主主主要要要内内内容容容

在第二章中，我们介绍了利用非平衡格林函数研究量子输运的方法。具体

包括：非平衡格林函数的定义，推迟格林函数的计算，格林函数形式的电流表

达式。并且以Fano效应为例具体说明。

在第三章中，我们研究了重费米子材料的量子输运性质。我们计算了

大U极限平均场近似下周期性Anderson模型与普通的金属探针耦合时的电导

谱。希望以此简化模型来模拟扫描隧道谱和点接触谱，分析两种输运测量手段

中不同的微观过程。我们考虑了不同的耦合位形和不同的耦合强度的影响。发

现Fano干涉导致电导极小值，增强电导谱的非对称性。空间干涉效应导致对布

里渊区的加权平均，压制杂化能隙两侧的电导。这一压制效应可能会在点接触

测量中体现出来，导致点接触对 f 电子的测量不够敏感。

在第四章中，我们研究了处在量子反常霍尔效应相的拓扑绝缘体薄膜的输

运性质。我们在薄膜两侧均加上门电压。这样门电压可以调节体系的费密能

级，并引入破坏空间反演的势能项。我们研究了门电压和磁场对量子反常霍尔
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效应的影响。我们通过线性响应理论的久保公式计算了霍尔电导，并直接计算

准一维纳米带的色散关系，据此给出了零磁场时系统关于费米能级和上下表面

门电压差的相图。发现门电压可以破坏量子反常霍尔效应相。我们计算了磁场

导致的朗道能级谱。发现在某些参数下适中的磁场可以导致类似量子自旋霍尔

效应的相。磁场下的霍尔测量发现了一些新的电阻平台，纵向电阻和霍尔电阻

取值均为分数。

第五章是对论文的总结。



第第第二二二章章章 非非非平平平衡衡衡格格格林林林函函函数数数方方方法法法介介介绍绍绍

非平衡格林函数理论在低维系统量子输运研究中被广泛应用。在这一章

中，我们简要介绍非平衡格林函数和以其研究量子输运现象的理论框架，包

括：非平衡格林函数的定义、“推迟”格林函数的计算方法以及普遍的电流表

达式的推导。最后通过一个Fano效应的例子来做具体说明。

2.1 非非非平平平衡衡衡格格格林林林函函函数数数的的的定定定义义义

闭路格林函数定义为 [72]，

Gij(τ, τ
′) = −i⟨Tc[ci(τ)c

†
j(τ

′)]⟩, (2.1)

其中 ⟨...⟩是指力学量的量子统计平均，ci(τ)湮灭一个 τ 时刻状态为 i的电子。

Tc是回路编时算符，其定义如下，

Tc[ci(τ)c
†
j(τ

′)] = θc(τ − τ ′)ci(τ)c
†
j(τ

′)− θc(τ
′ − τ)c†j(τ

′)ci(τ). (2.2)

这里我们用 τ 和 τ ′表示回路上的时间，θc是回路上的阶跃函数，其对应的时间

顺序如图 2.1所示。对于费米子算符，规定两个算符因为编时算符的作用而交

换时，添加一个负号。注意这与费米子反对易关系无关。考虑到 τ 和 τ ′均可能

图 2.1: 闭路格林函数的定义。图中回路上四个时间的先后顺序为：τ, τ1, τ2, τ
′。

在闭路格林函数定义中时序在前的算符在编时算符作用后排在右边。
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出现在回路的 ±分支上，可以定义四种格林函数

G++
ij (t, t′) = −i⟨T [ci(t)c

†
j(t

′)]⟩,

G−+
ij (t, t′) = G>

ij(t, t
′) = −i⟨ci(t)c†j(t′)⟩,

G+−
ij (t, t′) = G<

ij(t, t
′) = i⟨c†j(t′)ci(t)⟩,

G−−
ij (t, t′) = −i⟨T̃ [ci(t)c

†
j(t

′)]⟩, (2.3)

其中 T 是编时算符，T̃ 是反编时算符。这里的时间 t和 t′ 已经是实轴上的时

间。G++ 被称为编时格林函数或因果格林函数，G>（G<）是“大于”（“小

于”）格林函数。G−− 是反编时格林函数，其编时效果与 G++ 恰好相反。此

外，“推迟”和“超前”格林函数定义如下，

Gr
ij(t, t

′) = −iθ(t− t′)⟨{ci(t), c†j(t′)}⟩,

Ga
ij(t, t

′) = iθ(t′ − t)⟨{ci(t), c†j(t′)}⟩, (2.4)

其中 θ(t − t′)是普通的阶跃函数。这里定义的多个格林函数各有其特点。G++

可以通过Wick定理做细致的微扰展开。Gr 的解析性质比较好，在上半平面没

有极点，因此其实部和虚部可以通过希尔伯特变换（KK关系）相联系。Gr 的

极点对应体系的元激发。线性响应理论的响应函数具有“推迟”格林函数的形

式。G<则直接与物理量相关，例如：电子占据数、电流等。

这六个非平衡格林函数中只有两个是独立的。各个格林函数关系如下，

Ga = (Gr)†, Ga
ij(t, t

′) = [Gr
ji(t

′, t)]∗,

Gr −Ga = G> −G<,

G++ +G−− = G> +G<,

G++ −G< = Gr. (2.5)

在实际应用中我们往往计算 Gr和 G<，其中 G<的求解有时是非常困难的。对

于平衡态格林函数，由于存在涨落耗散定理，“小于”格林函数可以由推迟格

林函数表示，

G<(ω) = −f(ω)(Gr(ω)−Ga(ω)). (2.6)

这样在平衡态只存在一个独立的格林函数。
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回路积分的计算不够方便，我们可以用实轴上的积分来代替，这一过程称

为解析延拓。其中常见的是某个格林函数写成其他格林函数卷积的形式，

C(τ, τ ′) =

∫
c

dτ1A(τ, τ1)B(τ1, τ
′), (2.7)

其中
∫
c
代表回路积分。解析延拓后写为，

Cr(t, t′) =

∫
dt1A

r(t, t1)B
r(t1, t

′),

Ca(t, t′) =

∫
dt1A

a(t, t1)B
a(t1, t

′),

C<(t, t′) =

∫
dt1(A

r(t, t1)B
<(t1, t

′) + A<(t, t1)B
a(t1, t

′)),

C>(t, t′) =

∫
dt1(A

r(t, t1)B
>(t1, t

′) + A>(t, t1)B
a(t1, t

′)), (2.8)

这里的积分已经是实轴上的积分 [72]。

2.2 格格格林林林函函函数数数的的的计计计算算算

在这一部分我们介绍计算无相互作用系统格林函数的方法。

2.2.1 常常常用用用的的的表表表达达达式式式

孤立的无相互作用平衡态系统

系统的哈密顿量在离散的二次量子化表象给出，

H =
∑
j

ϵjc
†
jcj +

∑
i̸=j

tijc
†
icj, (2.9)

其中第一项是在位能项，第二项是动能项。需要指出的是，所有的两算符哈密

顿量都可以写成这种形式。

按照格林函数的微扰理论，我们可以把哈密顿量分为易于求解的部分 H0

和作为微扰的部分 HI。微扰展开可以得到Dyson方程如下，

G = g + gΣG, (2.10)

其中 g是 H0 对应的格林函数，G是全格林函数。Σ是不可约自能，以下简称

自能。
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对于无相互作用系统，可以把哈密顿量中
∑

i̸=j tijc
†
icj 项选为微扰项，然

后用Wick定理做微扰展开。这样可以得到自能为 Σij(τ1, τ2) = tijδ(τ1 − τ2) [75]，

解析沿拓到实轴上可得，

Σr
ij(t1, t2) = tijδ(t1 − t2),

Σ<
ij(t1, t2) = 0. (2.11)

傅里叶变换到频率空间

Σr
ij(ω) = tij,

Σ<
ij(ω) = 0. (2.12)

这样系统的“推迟”格林函数可以得到

Gr(ω) =
1

ω −H + i0+
, (2.13)

其中 H 是离散表象中矩阵形式的哈密顿量。

耦合系统的格林函数

两个系统（A，B）耦合的哈密顿量在离散表象可以写为如下的矩阵形式，

H =

(
HAA VAB

HBB VBA

)
, (2.14)

其中 VAB 是耦合矩阵。

耦合前后的自由格林函数可以分别记为

g =

(
gAA

gBB

)
, G =

(
GAA GAB

GBA GBB

)
, (2.15)

并引入自能定义式 ΣA = VBAgAAVAB，带宽函数的定义式 ΓL = i(Σr
A − Σa

A)。

子系统 A处在平衡态，满足涨落耗散定理

g<AA = −fA(grAA − gaAA),

Σ<
A = −fA(Σr

A − Σa
A), (2.16)

其中 fA是系统 A的费米分布。
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系统的Dyson方程为，(
GAA GAB

GBA GBB

)
=

(
gAA

gBB

)
+

(
gAA

gBB

)(
VAB

VBA

)(
GAA GAB

GBA GBB

)
,

(
GAA GAB

GBA GBB

)
=

(
gAA

gBB

)
+

(
GAA GAB

GBA GBB

)(
VAB

VBA

)(
gAA

gBB

)
.

变形可得

GBB = gBB + gBBΣAGBB,

GBA = GBBVBAgAA,

GAB = gAAVABGBB. (2.17)

利用解析开拓，可以得到，

Dyson方程:

G
r/a
BB = g

r/a
BB + g

r/a
BBΣ

r/a
A G

r/a
BB. (2.18)

Keldysh方程:

G<
BB = Gr

BBg
r−1
BB g

<
BBg

a−1
BB G

a
BB +Gr

BBΣ
<
AG

a
BB. (2.19)

上述两个方程经常用于计算大系统格林函数的某些分量。相比于公式

（2.13）中直接矩阵求逆解出格林函数的全部分量，通过子系统耦合直接计算

格林函数特定分量的方法，计算量小，计算时间短。应用于导线中心区系统，

Dyson 方程表明导线对于中心区推迟格林函数的修正是贡献了一个自能项。

“小于”格林函数的一个表达式

Dyson方程（2.18）可以变形为，

G
r/a−1
BB = g

r/a−1
BB − Σ

r/a
A ,

Gr
BB −Ga

BB = −Gr
BB(g

r−1
BB − ga−1

BB )Ga
BB +Gr

BB(Σ
r
A − Σa

A)G
a
BB. (2.20)

代入子系统 B的涨落耗散定理 g<BB = −fB(grBB − gaBB)得到，

−fB(Gr
BB −Ga

BB) = Gr
BBg

r−1
BB g

<
BBg

a−1
BB G

a
BB − fBG

r
BB(Σ

r
A − Σa

A)G
a
BB. (2.21)
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再代入Keldysh方程，我们可以得到“小于”格林函数的如下形式，

G<
BB = −fB(Gr

BB −Ga
BB) +Gr

BBΣ
<
AG

a
BB + fBG

r
BB(Σ

r
A − Σa

A)G
a
BB. (2.22)

代入子系统 A的涨落耗散定理 Σ<
A = −fA(Σr

A − Σa
A)，并定义如下的带宽函数

ΓA = i(Σr
A − Σa

A)，我们得到如下形式的“小于”格林函数，

G<
BB = −fB(Gr

BB −Ga
BB) + i(fA − fB)G

r
BBΓAG

a
BB. (2.23)

总结一下，可能用到的格林函数表达式罗列如下，

Gr
BB = 1/(gr−1

BB − Σr
A),

G<
BB = −fB(Gr

BB −Ga
BB)− i(fB − fA)G

r
BBΓAG

a
BB,

Gr
BA = Gr

BBVBAg
r
AA,

Gr
AB = grAAVABG

r
BB,

G<
BA = Gr

BBVBAg
<
AA +G<

BBVBAg
a
AA,

G<
AB = grAAVABG

<
BB + g<AAVABG

a
BB. (2.24)

2.2.2 迭迭迭代代代法法法生生生长长长中中中心心心区区区的的的格格格林林林函函函数数数

我们以两端口“中心区-导线”结构为例（示意图见图 2.2），给出迭代法计

算格林函数具体步骤。迭代法计算格林函数的基本原理是两个子系统耦合的格

林函数公式（2.18）。对于两端口的情形，遂穿系数的求解只需要计算连接中心

区两端的格林函数 Gr
1N。

左右端口均为准一维半无穷长的导线，其对中心区的贡献是局域的自能修

正，因此我们只需要计算其表面格林函数。导线的表面格林函数已经有成熟的

计算方法，在文献 [76–78]中有详尽的描述，在附录A中有特殊情形的讨论，这

里不在赘述。

为了说明的方便，我们对导线和中心区做了一些标记。左右导线的的表

面格林函数分别记为 grL 和 grR。对于中心区，沿着电流方向人为的分为若干层

（1，2，……，n，……，N），其中第n层的哈密顿量是 Hnn，其与左右的耦合分

别记为 Hn,n−1和 Hn,n+1，并满足 Hn,n+1 = H†
n,n+1。孤立的第n层的格林函数记

为 g
(0,r)
n = 1/(ω−Hnn + i0+)，其中格林函数上角标 0说明不存在与左右层的耦

合。这里需要指出中心区可以不具有平移不变性，比如存在无序的情况。
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图 2.2: 两端口装置示意图。

获得 Gr
1N 的方法：

（1）计算左右两端导线的实空间表面格林函数 grL 和 grR，获得两端口贡献的自

能 Σr
L = H1Lg

r
LHL1，Σr

R = HNRg
r
RHRN。

（2）在左端导线上生长中心区的第一层格点，g
(1,r)
11 = 1/(ω −H11 − Σr

L)。

其中格林函数上角标 1，表示已经生长了一层中心区格点。

...

（3）生长第 n + 1 层格点。这时第 n 层已经生长完成，有格林函数 G
(n,r)
n,n 和

G
(n,r)
1,n 。

G
(n+1,r)
n+1,n+1 = g

(0,r)
n+1 + g

(0,r)
n+1Hn+1,nG

(n,r)
n,n Hn,n+1G

(n+1,r)
n+1,n+1, (2.25)

G
(n+1,r)
1,n+1 = G

(n,r)
1,n Hn,n+1G

(n+1,r)
n+1,n+1, (2.26)

...

第 N 层生长后，中心区生长结束。这时有格林函数 G
(N,r)
1N ， G

(N,r)
NN 。

（4）耦合右导线，

Gr
NN = 1/[(G

(N,r)
NN )−1 − Σr

R], (2.27)

Gr
1N = G

(N,r)
1N +G

(N,r)
1N Σr

RG
r
NN . (2.28)

至此已经得到 Gr
1N，计算结束。

2.3 电电电流流流公公公式式式

在这一部分，我们在非平衡格林函数框架下推导电流的一般表达式

[72–74]。
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2.3.1 一一一般般般表表表达达达式式式

实验中的输运测量系统一般由导线和样品组成。一般而言，理论模型可以

分为导线（端口）和中心区两部分，这里称为“导线-中心区”结构。例如，霍

尔测量中样品作为中心区连接六根测量导线，见图 2.3。但是对于扫描隧道谱、

点接触谱等测量手段，绝大部分电阻分布在测量端口，因此只有这一个端口比

较重要。这时可以把待测样品视为一个端口，从模型的角度来看是一根金属导

线和一个特殊端口的直接耦合，这里称为“导线-导线”结构。但是如果可以把

耦合区域视为中心区，这种导线直接连接的结构也可以视为中心区连接多个端

口结构的特例。

“导线-中心区”结构的哈密顿量可以写为，

H =
∑
α

Hα +HS +Ht,

Hα = −
∑

ασ⟨i̸=j⟩

tαijc
†
ασicασj − µα

∑
⟨σi⟩

c†ασicασi,

HS = HS(dσ, d
†
σ),

Ht =
∑
ασ⟨ij⟩

Vαijc
†
ασidjσ + Vαjid

†
jσcασi. (2.29)

其中 c†ασi在 α端口 i格点处产生一个自旋 σ的电子。中心区哈密顿量HS(dσ, d
†
σ)

的形式取决于具体的样品，一般来说可能比较复杂。对于量子反常霍尔效应体

系，会包含自旋轨道耦合效应项和磁性的塞曼项。对于量子点以及重费米子材

料则会包含相互作用项。在这里我们把导线取成了最简单的无相互作用晶格，

对于中心区则不给出具体形式。这样我们推导出的电流表达式与中心区具体形

式无关。

流出导线 L的电流可以通过其中粒子占据数的微分得到，

IL = −e⟨∂tNL⟩ =
ie

~
⟨[NL, H]⟩,

=
ie

~
⟨c†LHLSdS − d†SHSLcL⟩. (2.30)

其中 cL = (..., cLiσ, ...)
T（dS = (..., diσ, ...)

T）是导线 L（中心区）中算符组成的

列矢，HLS 是导线 L与中心区耦合系数组成的矩阵。

定义“小于”格林函数 G<
SL(t) = i⟨c†L(0)dS(t)⟩，这样电流表达式可以写
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为，

IL =
e

~
Tr[HLSG

<
SL(t = 0)−HSLG

<
LS(t = 0)],

=
e

h
Tr

∫
dω[HLSG

<
SL(ω)−HSLG

<
LS(ω)]. (2.31)

“小于”格林函数 G<
SL同时有中心区和导线的指标。下面我们通过Dyson方程

去掉导线指标。根据Dyson方程和Langreth解析延拓公式 [72]，

G<
SL = Gr

SSHSLg
<
LL +G<

SSHSLg
a
LL,

G<
LS = grLLHLSG

<
SS + g<LLHLSG

a
SS. (2.32)

其中 gLL对应于导线 L与中心区耦合前的表面格林函数。代入电流表达式，可

以得到，

IL =
e

h
Tr

∫
dω[Σ<

L(G
r
SS −Ga

SS)−G<
SS(Σ

r
L − Σa

L)]. (2.33)

现在在全格林函数中只有中心区的指标。其中我们定义了导线 L贡献的自能

项，

Σr,a,<
L ≡ HSLg

r,a,<
LL HLS. (2.34)

由于自能中出现的格林函数是耦合前的格林函数，故可以应用涨落耗散定理，

Σ<
L = −fL(Σr

L − Σa
L),

ΓL = i(Σr
L − Σa

L), (2.35)

其中 fL = f(ω − eVL)是导线 L中的费米分布函数。这样电流的表达式写为如

下形式，

IL =
e

h
Tr

∫
dω[ifLΓL(G

r
SS −Ga

SS) + iΓLG
<
SS]. (2.36)

由于在推导过程中只假设了导线是无相互作用的，没有用到中心区哈密顿量的

具体形式，上式对中心区存在相互作用情形也适用，是一般形式的电流公式。
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图 2.3: 霍尔装置示意图。

2.3.2 多多多端端端口口口Landauer-Büttiker公公公式式式

如果中心区没有相互作用，电流表达式（2.36）可以进一步化简。这时中

心区“小于”格林函数有简单的形式，

G<
SS = Gr

SSΣ
<Ga

SS = Gr
SS(
∑
α

Σ<
α )G

a
SS, (2.37)

其中 Σ<
α 是端口 α贡献的“小于”自能，满足涨落耗散定理 Σ<

α = −fα(Σr
α −

Σa
α) = ifαΓα。

另一方面根据中心区格林函数满足的Dyson方程，

G
r/a−1
SS = g

r/a−1
SS −

∑
αΣ

r/a
α , (2.38)

可以得到

Gr
SS −Ga

SS = −i
∑
α

Gr
SSΓαG

a
SS. (2.39)

把式（2.37，2.39）代入式（2.36），可推出，

IL =
e

h
Tr

∫
dω
∑
α

(fL − fα)ΓLG
r
SSΓαG

a
SS. (2.40)

通常我们定义 TLα = Tr[ΓLG
r
SSΓαG

a
SS]，当 α ̸= L时，TLα 是端口 α到端口 L

的遂穿系数。对于两端口系统，我们有 TLR = TRL。但是对于多端口系统，一

般不存在 TLα = TαL。
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在零温下，fα(ω) = θ(µα − ω)，零偏压附近的电流公式可化简为，

IL =
e2

h

∑
α

TLα(VL − Vα). (2.41)

对于六端口霍尔测量体系，两个端口是电流端，四个端口是电压端（电流为

零）。电流表达式（2.41）可以写成矩阵的形式，

I1

I2

I3

I4

I5

I6


=
e2

h



T̃1 − T11 −T12 −T13 −T14 −T15 −T16

−T21 T̃2 − T22 −T23 −T24 −T25 −T26

−T31 −T32 T̃3 − T33 −T34 −T35 −T36

−T41 −T42 −T43 T̃4 − T44 −T45 −T46

−T51 −T52 −T53 −T54 T̃5 − T55 −T56

−T61 −T62 −T63 −T64 −T65 T̃6 − T66





V1

V2

V3

V4

V5

V6


.

(2.42)

其中定义了 T̃i =
∑6

j=1 Tij。I1 = −I4 = I，I2 = I3 = I5 = I6 = 0，V1 和 V2 是

外加的偏压，是已知量。由于电流守恒
∑

i Ii = 0，这六个方程只有五个是独立

的，恰好可以解出 (I, V2, V3, V5, V6)。

2.3.3 “““导导导线线线-导导导线线线”””结结结构构构

对于无相互作用的“导线-导线”结构，我们可以推出另一形式的电流表

达式。在此结构下“小于”格林函数可以写为如下形式，

G<
SS = −fS(Gr

SS −Ga
SS)− i(fS − fL)G

r
SSΓLG

a
SS. (2.43)

代入电流的一般表达式（2.36）可以得到电流表达式，

I =
e

h

∫
dω(fL − fS)Tr[iΓL(G

r
SS(ω)−Ga

SS(ω))− ΓLG
r
SS(ω)ΓLG

a
SS(ω)], (2.44)

微分电导，

G(ω) =
e2

h
Tr[iΓL(G

r
SS(ω)−Ga

SS(ω))− ΓLG
r
SS(ω)ΓLG

a
SS(ω)]. (2.45)

通过Fisher-Lee关系 [79, 80]，可以证明这一形式的电流和电导表达式与著名

的Landauer公式 [81]是一致的。
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2.3.4 “““金金金属属属-超超超导导导”””结结结构构构

在这一小节我们给出“金属-超导”异质结的电流表达式。这一模型可以

用来理解超导材料的扫描隧道谱和点接触电导谱。

在Nambu表象处理超导问题可以有简化的并且与正常态情形类似的数学

形式，在超导研究中被广泛采用。在Nambu表象中，上自旋电子算符保持不变

c̃k↑ = ck↑（c̃i↑ = ci↑），下自旋粒子算符则定义为 c̃k↓ = c†−k↓（c̃i↓ = c†i↓）。即上自

旋粒子仍是电子，下自旋粒子则是空穴。南部表象格林函数的定义式如下，

Gr(k) =

(
⟨⟨c̃k↑|c̃†k↑⟩⟩r ⟨⟨c̃k↑|c̃†k↓⟩⟩r

⟨⟨c̃k↓|c̃†k↑⟩⟩r ⟨⟨c̃k↓|c̃†k↓⟩⟩r

)
=

(
⟨⟨ck↑|c†k↑⟩⟩r ⟨⟨ck↑|c−k↓⟩⟩r

⟨⟨c†−k↓|c
†
k↑⟩⟩r ⟨⟨c†−k↓|c−k↓⟩⟩r

)
.

(2.46)

这样电流的表达式仍然可以通过导线中粒子占据数的微分给出，

Iσ = −e∂t
∑
σ

⟨c̃†Lσ c̃Lσ⟩σ, (2.47)

其中 σ = ±分别对应于上下自旋。因为下自旋粒子是空穴，所以电流表达式中
有 σ项。与推导公式（2.36）过程相似，可以得到，

Iσ = σ
e

h
Tr

∫
dω[iΓLσG

<
SσSσ + ifLσΓLσ(G

r
SσSσ −Ga

SσSσ)]. (2.48)

其中 fLσ = f(ω − σeVL)是导线 L中的费米分布，并定义了自旋依赖的自能和

带宽函数，

Σ<
Lσ = VSσLσg

<
LσVLσSσ, (2.49)

ΓLσ = i(Σr
Lσ − Σa

Lσ). (2.50)

“小于”格林函数有如下表达式，

G<
SσSσ = −fS(Gr

SσSσ −Ga
SσSσ) + i

∑
σ̃

Gr
SσSσ̃(fLσ̃ − fS)ΓLσ̃G

a
Sσ̃Sσ. (2.51)

代入电流表达式（2.48），可以推出，

Iσ = σ
e

h
Tr

∫
dω [i(fLσ − fS)ΓLσ(G

r
σσ −Ga

σσ)

− (fLσ − fS)ΓLσG
r
σσΓLσG

a
σσ

− (fLσ̄ − fS)ΓLσG
r
σσ̄ΓLσ̄G

a
σ̄σ], (2.52)
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其中第三项中有自旋反转的项，对应于Andreev反射。

我们考虑上下自旋平权的系统，I↑ = I↓，并且电流表达式中Andreev反射

贡献的电流也会对应相等，即

e

h
Tr

∫
dω[−(fL↓ − fS)]ΓL↑G

r
↑↓ΓL↓G

a
↓↑ =

e

h
Tr

∫
dω[(fL↑ − fS)ΓL↓G

r
↓↑ΓL↑G

a
↑↓].

这样电流的表达式可以变为，

Iσ = σ
e

h
Tr

∫
dωi(fLσ − fS)[ΓLσ(G

r
σσ −Ga

σσ)− ΓLσG
r
σσΓLσG

a
σσ + ΓLσ̄G

r
σ̄σΓLσG

a
σσ̄].

(2.53)

微分电导，

G =
2e2

h
Tr[iΓL↑(G

r
↑↑ −Ga

↑↑)− ΓL↑G
r
↑↑ΓL↑G

a
↑↑ + ΓL↓G

r
↓↑ΓL↑G

a
↑↓]. (2.54)

通过Fisher-Lee关系 [79, 80]，可以证明这一形式的电流和电导表达式与著

名的BTK公式 [82]是一致的。

2.4 例例例子子子: Fano效效效应应应

考虑金属表面吸附一个孤立原子的情形。当 STM探针靠近该吸附原子时，

电子可以直接透射到金属中的连续能级，也可以先跃迁到孤立原子的离散能级

再跃迁到金属的连续能级。这是一个典型的 Fano问题 [26]，两条路径之间存

在干涉效应。下面我们计算其电导谱。

考虑如下哈密顿量，

H = ϵdd
†d− t

∑
⟨ij⟩

c†icj + V (d†c0 + c†0d),

−t
∑
⟨i⟩

(a†iai−1 + h.c.),

+tc(c
†
0a0 + a†0c0) + td(d

†a0 + a†0d). (2.55)

其中 d† 在孤立原子能级上产生一个电子，cj 在样品中湮灭一个 j 格点处的电

子。V 描述了吸附原子与样品的耦合强度。上式中第二行是STM探针的哈密顿

量，我们的讨论并不依赖其具体形式。第三行是探针与样品以及吸附在样品上

的原子之间的耦合。这里我们考虑自旋简并的系统，自旋指标没有写出。
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图 2.4: Fano效应示意图。（a）电导谱，（b）谱函数。参数：t = 25，ϵd = 0，

V = 5，tc = 0.01t，td = qtc，Γf = 0.2。

我们把样品取为三维半无穷大的单带立方晶格，只考虑最近邻跃迁。把吸

附在表面的原子和样品视为处在平衡态的系统。这样我们可以用公式（2.45）

计算电导谱。样品表面格林函数的计算方法我们在附录 A给出。对于 STM测

量，真空势垒的存在导致探针与样品耦合极弱。此时只有电导公式中的第一项

起作用，电导可以直接写为谱函数相加的形式。

此时的电导谱如图 2.4(a)所示。其中Fano因子 q = td/tc描述了到离散能级

和连续能级跃迁的相对强度。在 q = 0时，电导谱与导带谱函数 ρc（图 2.4(b)）

一致，且是对称的。在 q取有限值时，电导谱是非对称的，存在一个电导的极

小值。这是因为入射电子从针尖尖端跃迁到离散能级再进入样品与直接跃迁进

入样品之间存在干涉效应。该干涉效应体现在 ρcf 的非对称上。由于这里的能

带是电子空穴对称的，所以电导谱的非对称性全部来自于Fano干涉效应。
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利用扫描隧道谱和点接触谱技术研究重费米子在近些年取得了重要进

展。这两种技术揭示了重电子的复合粒子本质。但是这两种测量电导谱技术

微观物理过程的相同及不同之处的详尽解释至今仍然欠缺。在这一章我们通

过Keldysh非平衡格林函数方法研究了探针到正常态周期性Anderson晶格的电

子输运过程。入射电子透射到导带和 f 带两条输运通道之间的干涉效应可以导

致Fano线型，这一效应在之前的文献中已经被广泛讨论。此外，不同的空间输

运路径之间存在空间干涉效应。我们细致地研究了这两种干涉效应研究及其与

能带结构――杂化能隙、范霍夫奇异点等共同作用的特征。我们发现空间干涉

效应导致电子跃迁到布洛赫态的加权平均，在某些特殊的界面位形下会压制某

些能带特征。值得指出的是，在界面比较大的情况下对 f 电子的探测被压制。

这可能导致点接触谱测量中丢失了部分 f 电子的信息。

3.1 引引引言言言

重电子材料中存在丰富的演生现象，这对于强关联电子体系的研究

具有重要意义 [1–3]。这一领域研究的一个重要进展是提出重费米子材料

扫描隧道谱（STS）和点接触谱（PCS）中存在Fano干涉效应 [25, 83–94]。

Fano线型在很多重费米子材料中被观测到，比如：CeCoIn5 [24, 27, 36, 39, 40]，

URu2Si2 [28, 35, 37]，YbRh2Si2 [41], YbAl3 [29] 以及被预测为拓扑近藤绝缘体

的SmB6 [31, 95–97]。这些工作证实重电子准粒子微观上源于导带电子和 f 带电

子的杂化。这一方面的研究尽管取得了这些重要的进展，但是对实验数据的详

尽分析仍然十分困难。这部分归咎于重费米子材料复杂的能带结构和强关联特

征。但更为迫切的原因是我们缺乏对于这些实验技术微观物理过程的全面认

识。扫描隧道谱和点接触谱对同一种材料的测量会产生非常不同的电导谱，使

得对于物理过程的理解变得困难。比如说，扫描隧道谱可以观测到杂化能隙，

但PCS在正常态的CeCoIn5等材料中却没有观测到杂化能隙 [24]。在URu2Si2

中，PCS观测到的杂化能隙被认为与这一材料特有的隐藏序有关 [28]。与扫描

隧道谱不同，对于PCS能否给出电子能带结构的信息一直存在争议 [98–100]。
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图 3.1: 实验装置示意图。(a) nL×nL → nL×nL位形，nL = 2；(b) 1 → 2×2

位形。

在我们的工作中，我们用一个简化的模型模拟扫描隧道谱和PCS，以此揭

示这两种实验手段的微观物理过程。模型的装置示意图见图 3.1。重费米子样

品用周期性Anderson晶格模拟，并且样品和金属探针都被离散化 [101]。这一

模型忽略了真实的重费米子材料的很多性质，因此可能并不能与真实的实验情

形对应。但是这一模型仍然能够使我们抓住系统的某些主要特征――重费米子

材料的杂化能隙以及输运过程中的干涉效应。此外，通过调节探针和样品之间

界面的大小，我们实现了模拟点到点输运到有限尺寸点接触的输运的演化。这

可以粗略地模拟扫描隧道谱和PCS的相似及不同之处。

实际上我们的模型不仅能够揭示杂化能隙等能带特征以及大家熟知

的Fano效应，还能够揭示界面上多条输运通道贡献的空间干涉效应。我们发现

界面上空间路径干涉会极大的影响电导谱。例如在 1 → 1位形时出现的杂化能

隙会在增大界面时被压制，可能导致杂化能隙和典型的Fano效应导致的电导极

小的混淆，因为两者均表现为一个较宽的电导极小。二维正方晶格所特有的范

霍夫奇异点在 1 → 2× 2位形下会被完全的压制。1 → 1与 1 → 2× 2位形的差

别或许可以解释URu2Si2的扫描隧道谱中发现针尖在U原子上方和在原胞的中

心位置上方电导谱的差异 [37]。此外我们发现在某些界面位形下，空间干涉效

应也可以导致非对称的电导谱。这可以理解为动量空间的加权平均的效果，这
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一效应使得PCS不能很好的给出态密度。我们认为这是扫描隧道谱和PCS这两

种实验手段的主要区别。另一方面这也表明PCS能够测量一些动量空间加权平

均无法抵消的费米面的变化 [99]。

3.2 模模模型型型哈哈哈密密密顿顿顿量量量

装置示意图见图 3.1。系统包括重费米子晶格和金属探针两部分。两者之

间可以有不同的耦合位形，图 3.1中给出的是 2 × 2 → 2 × 2和 1 → 2 × 2的耦

合位形。我们可以调节耦合界面的尺寸来控制输运的通道数目，以此来模拟

从STM探针到点接触探针的变化。这一简化模型可能并不足以描述真实的点接

触实验。但是正如我们将要给出的，这一模型可以描述两种测量技术中最基本

的物理过程，有助于理解二者的异同。

系统的哈密顿量由三部分给出，

Ĥ = ĤL + ĤS + Ĥt, (3.1)

其中 ĤL, ĤS 和 Ĥt 分别描述探针、重费米子晶格以及二者之间的耦合。探针

被近似为一个截面尺寸为 nL × nL的准一维半无限晶格，其哈密顿量为，

ĤL = −tL
∑
⟨ij⟩σ

â†iσâjσ, (3.2)

其中算符 â†iσ (âiσ) 产生（湮灭）一个格点 i上的自旋为 σ的电子。探针和重费

米子晶格的耦合哈密顿量形式如下，

Ĥt =
∑
⟨li⟩sσ

(tsâ
†
lσ ĉisσ + h.c.). (3.3)

其中 ĉisσ 湮灭一个重费米子晶格中格点 i处自旋 σ轨道为 s的电子。

哈密顿量在实空间给出，并且我们近似只取接触区域最近邻格点的跃迁。

真实界面的耦合形式可能远比这里考虑的复杂，并依赖于接触的几何位形。比

如说，对于STM，探针的针尖非常的尖锐以至于只有一个原子。其对应的跃迁

位形可以为 1 → 1的形式。另一方面，如果探针位于一个四方晶格原胞中心的

上方，则电子跃迁到最近邻四个格点的几率相等，可以对应于 1 → 2 × 2的位

形。对于PCS情形，界面上有可能存在数以百计的小的接触端口，而每个小的

端口覆盖一块晶格区域 [20–22]，可以用 nL × nL → nL × nL位形描述。为了简
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化起见，我们忽略接触区域几何位形的细节，并假设到相同轨道的跃迁系数为

常数。

重费米子系统通常用周期性Anderson模型来描述。由于强关联效应，这一

模型目前无法得到严格解。为了简化起见，我们采用大U极限下的隶波色子平

均场近似 [102]，这一近似没有考虑准粒子的自能修正。重费米子系统的哈密

顿量可以写为，

ĤS =
∑
kσ

φ̂†
kσȞS(k)φ̂kσ, (3.4)

其中 φ̂kσ = (ĉkσ, f̂kσ)
T，ĉkσ 和 f̂kσ 分别湮灭动量 k自旋 σ的导带和 f 带电子。

离散表象的哈密顿量矩阵为，

Ȟs(k) =

(
ϵk V
V ϵf

)
, (3.5)

其中导带的色散关系由 ϵk = −µ − 2t(coskx + cosky)给出。V 描述了导带和位
于 ϵf 处的 f 带之间的杂化。杂化后形成了两条准粒子能带，

E±(k) =
1

2

[
(ϵk + ϵf )±

√
(ϵk − ϵf )2 + 4V2

]
. (3.6)

在导带带宽远大于杂化的极限下，间接带隙可以近似表示为 ∆h ≈ 2V2

D
，其

中 D = 4t是导带半宽。在这个工作中 D 是最大的能量量级，并有 D >> V。
对于二维正方晶格，导带中存在对应于动量空间中 k = (0,±π) 和 (±π, 0)
的范霍夫奇异点。该奇异点也会在杂化后的能带中出现，其位置由 EV H

± =
1
2
[(−µ+ ϵf )±

√
(µ+ ϵf )2 + 4V2]给出。杂化能隙和范霍夫奇异点是能带的主要

特征，并且决定了电导谱的主要特征。

在平均场近似下，样品晶格在动量空间的自由格林函数可以简单的给出，

ǧrSS(k, ω) = ⟨⟨φ̂kσ|φ̂†
kσ⟩⟩

r
ω =

[
ω − ȞS(k) + i0+

]−1
. (3.7)

实空间的格林函数可以通过傅里叶变换得到。

由于存在到探针的耦合，样品平行于表面的平移不变性被破坏，因此直接

在实空间计算耦合探针所产生的自能 Σ̌r
L 和样品晶格的格林函数 Ǧr,a

SS(ω)更为

简单。
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3.3 数数数值值值结结结果果果

现在我们详尽的讨论对应于不同位形和不同的模型参数下的电导谱。电导

谱的计算公式见表达式（2.45）。根据样品晶格与探针耦合系数大小分为弱耦合

（tf,c << t）和强耦合（tf,c ∼ t）两种情形。这个工作中我们主要讨论了以下几

种跃迁位形：1 → 1，1 → 2 × 2 以及 nL × nL → nL × nL （nL = 2, 4, 8, 16）。

为了研究Fano效应，我们可以调节透射到导带的跃迁系数 tc与到 f 带跃迁系数

tf 的比例系数 q = tf/tc。

在后面的分析中，我们首先研究弱耦合情形下电导谱随着 q 的演化规律，

然后简单分析强耦合情形。由于存在两种不同的干涉效应，到导带与到 f 带

的Fano干涉和不同空间路径的干涉，我们的结果揭示了这两种干涉之间的竞

争。我们进一步指出空间路径干涉等效于动量空间里的加权平均。这两种干涉

效应与能带特征的竞争与共存一起决定了电导谱。

3.3.1 Fano干干干涉涉涉

我们首先讨论 1 → 1位形的电导谱。此时电子有跃迁到导带和 f 带的两条

输运通道，两者会出现Fano干涉效应。图 3.2(a)计算了随着Fano因子 q = tf/tc

变化的电导谱。Fano因子 q 决定了相消干涉导致的电导极小值的位置。对于

q = 0，探针只与导带耦合，电导谱与杂化后的导带谱函数一致。导带的主要

特征――范霍夫奇点和杂化能隙等能够清晰看到。然而随着增大 q，电导谱的

整体形状会有一个复杂的变化。杂化能隙的右侧随着 q增大而增强并且变得尖

锐。这是因为跃迁到 f 带的权重增大，而且 f 带主要分布在杂化能隙两侧并呈

现峰值。杂化能隙左侧的演化则极为不同。在 q < 0.04时，电导逐渐被压制。

继续增大 q 电导逐渐增大。同时范霍夫奇异点逐渐被压制，并在 q = 0.2时被

完全压制。杂化能隙左侧的非单调变化以及范霍夫奇异点的压制源于Fano相消

干涉的极小值位置随着 q 增大而向左侧移动。

为了更好的理解，我们忽略掉电导公式中的高阶项，此时电导表达式可以

写为，

G(eV ) =
2e2

h
(2π)2t2cTr

[
ρ̌L(0)(ρ̌c+2qρ̌cf+q

2ρ̌f )eV
]
, (3.8)

其中 ρ̌L(0) = −ImǧrLL(ω = 0)/π 是实空间探针表面格林函数对应的的谱函数，

ρ̌c = −Imǧrcc(eV )/π, ρ̌cf = −Imǧrcf (eV )/π 和 ρ̌f = −Imǧrff (eV )/π 是样品晶格的
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图 3.2: 遂穿到重费米子样品的电导谱，调节 q以揭示Fano效应。（a）1 → 1位

形，（b）16× 16 → 16× 16 位形。参数：t = 25，µ = −20，ϵf = 0.01，V = 5，

tc = 0.001t，tL = t，Γ = 0.01。偏压以杂化能隙为单位，电导单位2e2

h
n2
R

4πt2c
tLt
。

实空间格林函数对应的谱函数。求迹遍及界面上的所有格点。对于一般的跃迁

位形，以上公式中的谱函数均为矩阵形式。对于 1 → 1 位形，界面上只有一个

格点，所以以上公式中的谱函数均为正实数，并且代表了相应的态密度。对于

q = 0，可以看出微分电导与导带的谱函数 ρc(eV )成简单正比关系。对于取有

限值的 q，到 f 带的跃迁贡献 ρf 项，两种输运通道之间的干涉贡献 ρcf 项。

在平均场近似下，电导表达式可以进一步简化为，

G(eV ) =
2e2

h
(2π)2t2cTr [ρ̌L(0)ρ̌c(eV )]F(eV ), (3.9)

其中 F(eV ) =
(
1 + q V

eV−ϵf

)2
描述了Fano线型, 另一项 Tr [ρ̌L(0)ρ̌c(eV )]则描述

了能带特征，主要包括杂化能隙和范霍夫奇异点。我们可以看出Fano干涉对电

导谱进行了一个简单的整体调制。Fano极小值的位置由 eV = ϵf − qV 给出，随
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着 q 增大而逐渐左移，并在 q = 0.04和 q = 0.2时分别与杂化能隙左侧和范霍

夫奇异点重合。这与图 3.2(a)计算结果一致。

Fano效应及其与杂化能隙和范霍夫奇异点的竞争共存行为在多对多跃迁位

形也有体现。图 3.2(b) 是 16 × 16 → 16 × 16位形的计算结果。以上电导公式

（3.9）依然适用，但是要注意谱函数是矩阵形式。谱函数矩阵的非对角项对应

空间路径干涉，其效应是使得杂化能隙两旁的电导被进一步压制。在这种情形

下，Fano效应与能带特征呈现有趣的竞争现象。这一点在先前的研究中没有报

道，可能导致对实验数据的错误理解。比如说在图 3.2(b) 中 q = 0.2的情形，

Fano电导极小和和杂化能隙之间出现一个电导峰，容易与带隙内的束缚态混

淆。

3.3.2 空空空间间间干干干涉涉涉效效效应应应

我们现在讨论不同的耦合位形，从而详尽的讨论空间干涉效应。图 3.3(a，

b)分别给出了 q = 0和 0.2 时四种位形(1 → 1，1 → 2 × 2，2 × 2 → 2 × 2，和

16 × 16 → 16 × 16) 下的电导谱。q = 0情形，只存在电子跃迁到导带的通道。

在 nL × nL → nL × nL 位形下增大 nL 范霍夫奇异点没有定性的改变。杂化能

隙两旁的电导却逐渐被压制，导致杂化能隙变为一个很宽的谷。电导谱的这

一结构在分析点接触谱的实验数据时可能与Fano效应导致的电导极小值混淆。

在STM测量中有可能出现 1 → 2× 2的位形，此时的电导谱有极大的不同。电

导中的范霍夫奇异点被压制。杂化能隙的右侧电导增强，这与增大 q会增加 f

带贡献的结果一致。杂化能隙左侧电导则被压制，与 nL × nL → nL × nL位形

的结果一致。

图 3.3(b)计算了 q = 0.2时的结果。范霍夫奇异点的位置与Fano极小的位

置重合，导致范霍夫电导峰消失。另一方面，与 q = 0相比，对于 nL × nL →
nL × nL位形杂化能隙两侧的电导似乎增强了。对于 1 → 2× 2位形，杂化能隙

右侧的电导被极大增强，而左侧电导则被空间干涉压制。

3.3.3 动动动量量量空空空间间间的的的加加加权权权平平平均均均

为了更好的理解空间干涉效应，我们在对角化希尔伯特空间考虑电子的输

运行为。这里的对角化空间是指孤立导线的对角化空间和样品的动量空间。通

过对角化 ρ̌L和 ρ̌c，我们可以重写电导公式（3.9）。
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图 3.3: 不同位形下遂穿到重费米子样品的电导谱。(a) q = 0 ，(b) q = 0.2。

参数: t = 25，µ = −20，ϵf = 0.01，V = 5，tc = 0.001t，tL = t，Γ = 0.01。电

导单位2e2

h
n2
R

4πt2c
tLt
。

对样品晶格的对角化是通过傅里叶变换完成的，

ρ̌c(ri, rj) =
1

Nk

∑
k

eik·(ri−rj)ρck, (3.10)

其中 ri, rj 标记了界面上的两个格点，Nk 是第一布里渊区的波矢数目，ρck 是

导带电子动量 k能量 eV 的谱函数。

对于导线，由于没有平移不变性，平行于平面的动量不再是好量子数。在

每个原胞内有 nL × nL个格点，因此导线有 nL × nL条能级，这些能级是正交

的，相应的希尔伯特空间是对角化的。我们通过对角化孤立原胞的哈密顿量以

及原胞之间耦合的哈密顿量可以变换到这一表象。不同的子带之间是正交的，

因此每条子带可以视为一条孤立的一维链，这样左端口可以视为多个孤立的端

口。对于 nL = 1的情形，只有一条能带，已经是对角表象。对于 nL = 2的情
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图 3.4: (a) 2× 2导线的能带。共4条能带，其中两条简并子带穿过费密面。(b)

第二条子带入射的电子透射到样品动量空间沿着第一布里渊区对角线上的跃迁

系数，|t2k| ∝ |sin(kx+ky
2

)|。

形，存在四条能带，见图 3.4。其中中间的两条简并能带与费密面相交并有非

零的群速度，对输运有贡献。对于 nL = 4的情形，存在十六条能带。与费密

面相交的能级较多，情况比较复杂。

导线表面的谱函数 ρ̌L可以通过如下幺正变换对角化，

ρ̌L(rj, ri) =

n2
L∑

m=1

P †
jmρLmPmi, (3.11)

其中下标m标记了导线中的第m条子带，ρLm是第m条子带在导线表面费密

面处的局域态密度。Pmi 是所用的幺正变换矩阵。导线 L中第m条子带中电子

入射到样品动量 k的遂穿系数可以写为，

t̃mk =
1√
N

∑
j,Rj

Pmjtj,Rj
eik·Rj , (3.12)

变换之后的电导公式可以直接给出如下，

G(ω) =
2e2

h

∑
kk′

[iΓ̃L
kk′(Gr

kk′(ω)−Ga
kk′(ω))− Γ̃L

kk′Gr
kk′(ω)Γ̃L

kk′Ga
kk′(ω)]. (3.13)

其中 Γ̃L
kk′ = t̃km i(g̃rLm − g̃aLm)t̃mk′。可以看出上式与实空间的表达式（2.45）在

形式上是一致的，区别在于矩阵求迹的指标不同。

在弱耦合情形，舍去高阶项，电导表达式可以写为如下形式，

G(eV ) =
8π2e2

h
t2c

n2
L∑

k,m=1

|Amk|2ρLm(0)ρck(eV )F(eV ). (3.14)
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其中

Amk =
1√
Nk

∑
ri

Pmie
ik·ri , (3.15)

描述了遂穿系数对动量的依赖关系。从数学上来讲，界面上多条遂穿路径导

致的干涉效应完全包含在 Amk 中。对于 1 → 1的位形，由于只有一条路径，

Amk = 1，对动量没有依赖性。这时测到的电导是电子态密度和Fano因子的乘

积。对于 2 × 2 → 2 × 2的情形，|Amk| ∝ | sin(kx±ky
2

)|。在 kx ± ky = 0, ±2π

处，遂穿系数 Amk = 0。对于我们这里考虑的模型，对应于杂化能隙下边缘的

k = (±π,±π)和对应于上边缘的 k = (0, 0)满足 Amk = 0。这意味着电导谱中

的杂化能隙会被压制。对于 1 → 2× 2位形，|Amk| ∝ |cos(kx/2)cos(ky/2)|，在
满足 kx = ±π 或者 ky = ±π 的点取值为零，这导致电导谱杂化能隙下边缘被压
制。在 k = (0, 0) 跃迁系数取极大值，这导致了电导谱杂化能隙上边缘的增强。

电导谱中的范霍夫奇异点源于能带在 k = (0,±π) 和 (±π, 0)处的梯度为零，在
1 → 2 × 2位形下，遂穿到这些点的几率为零，导致电导谱中范霍夫奇异点消

失。

3.3.4 无无无穷穷穷大大大界界界面面面情情情形形形

考虑 nL → ∞的极限可以充分揭示路径干涉效应，在某种程度上说这种位
形更接近点接触谱的大端口的情况 [99]。在这一极限位形下，界面内具有平移

不变性，这导致 ρ̌L(ri, rj) = ρL(ri − rj)。平行于界面的动量是好量子数，因此

实空间谱函数可以通过傅里叶变换对角化，

ρ̌L(rj, ri) =
1

Nk

∑
k

eik·(rj−ri)ρLk. (3.16)

与公式（3.11）比较，可以对应出 Pki = N
−1/2
k e−ik·ri。这直接导致，

Ak′,k = δk′,k. (3.17)

这意味着导线中进入样品的电子平行于界面的动量守恒，这与平行于界面

的动量是好量子数一致。动量守恒再加上能量守恒，对于入射电子的入射

通道有极大的限制并导致布里渊区的加权平均。我们认为 1 → 1 位形与
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图 3.5: (a) nL = 1，16，∞ 时的电导谱。参数 t = 25，µ = −20，ϵf = 0.01，

V = 5，tc = 0.001t，tL = t，Γ = 0.01。电导单位 2e2

h
n2
L
4πt2c
tLt
。无相互作用导带

晶格(b)和c-f 杂化晶格(c) 沿着 (1, 1) 方向的动量约束的示意图。阴影区域对输

运没有贡献。

nL × nL → nL × nL 位形在布里渊区加权平均的区别是 STS与点接触谱的一个

重要区别。代入公式（3.17）后电导公式（3.14）变形为，

G(eV ) =
8π2e2

h
t2c
∑
k

ρLk(0)ρck(eV )F(eV ). (3.18)

设想导线是二维无穷大的，ρLk 和 ρck 均为 δ 函数。因此只有满足E±(k)−
ϵLk = eV 的动量才对电导有贡献。但是对于真实的三维体系情形略有不同。入

射电子垂直于界面方向的动量 kz 不是好量子数，入射过程会导致到不同 kz 的

散射。因此对于 kz 的求和修正界面上的态密度，使之不再是 δ 函数的形式。

这样公式（3.18）所要求的限制条件得到了极大的减弱，对电导谱将会产生相

应的修正。
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为了说明这一点，我们在图 3.5(a)中比较了 nL=1, 16, ∞ 的电导谱。与

nL=1 和 16时的电导谱相比，nL = ∞ 时的电导谱在一个极大的电压范围内取
零值。这一电压区间包含了杂化能隙的区域并且不随着 q 改变。这一压制效应

与三维半无限探针的表面态密度 ρLk(ω)的形式有密切关系。ρLk(ω)的表达式

可以如下给出，

ρLk(ω) =
1

πtL

√
1− (ω − ϵLk)2/4t2L, (3.19)

其中 ϵLk = −2tL(coskx + cosky)。对于 ω = 0，可以由其推出一个导线中电子

对界面内动量的依赖关系，费密面上只有满足 | cos kx + cos ky| ≤ 1 的电子才

对输运有贡献。由于遂穿过程中电子界面内动量守恒，样品晶格中的电子也

受到这一限制。假设样品晶格是自由的导带 ϵck，如图 3.5(b)所示，带边满足

|(ϵck + µ)/2t| ∝ | coskx + cosky| > 1，因此电导谱中的带边特征会被压制。对

于周期性Anderson晶格，导带与一条色散极弱的 f 带耦合形成杂化能级。输运

过程对动量的限制也会反映到对 f 带电子的压制，由于 f 电子在杂化能隙附近

权重极大，因此电导谱中的杂化能隙特征会被压制。对于这个工作中所考虑的

简单模型，nL 极大时的电导公式可以推出如下，

lim
nL→∞

G(eV )

n2
L

=
2e2

h

4πt2c
tLt

ρc(eV )
√
t2 − h(eV )2F(eV ), (3.20)

其中 h(eV ) = [eV − V2/(eV − ϵf ) + µ]/2。可以看出对于满足 |h(eV )| ≥ t 的区

域，电导被压制。压制区域的宽度约为 4V2/D ≈ 2∆h，恰好是杂化能隙的两

倍，并且覆盖了杂化能隙的区域。我们进一步指出，这一压制效应在有限的 nL

时已经显现出来。正如在图 3.5(a)所示，在 nL = 16时杂化能隙的带边已经被

极大的压制。

能量和动量守恒导致的对于探测 f 电子的限制在Fano因子 q = ∞时，可
以得到更好的体现。此时我们令导线中的入射电子到导带的透射为零，即只存

在到 f 带的透射。电导谱的数值结果如图 3.6 所示。可以看出，杂化能隙随着

nL 的增大而逐渐变宽，这印证了比较大的端口（大 nL）对于 f 电子的探测不

够敏感。

上面所讨论的约束条件并不仅仅局限于我们这里所讨论的简化模型。一般

来讲，导线费密面上入射电子的平行于界面的动量受到三维费密面在 (kx, ky)

界面上投影的限制。垂直于界面的色散给出了 ϵLk 所允许的范围 |ϵLk| ≤ Wz。

在这个工作所考虑的简化模型中Wz ≈ 2tL| cos kz| = 2tL。对 ϵLk的约束限制了
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图 3.6: q = ∞ 时不同位形 nL = 1、2、16、∞ 的电导谱比较。参数：t = 25，

µ = −20，ϵf = 0.01，V = 5，tc = 0，tL = t，Γ = 0.01，tf = 0.001t。电导单
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h
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L
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。

平行于界面动量的可能的取值。考虑到透射过程中能量和平行于界面动量的守

恒，电子只能透射到样品中某些动量。而在 1 → 1位形，入射电子可以等几率

的透射到不同的动量。对动量的选择性导致布里渊区中某些区域的信息不能够

被探测到。对于重费米子样品，由于 f 电子能级的色散较弱，f 能带在一个小

的能量区间内遍历布里渊区。强关联效应导致 f 能带被重整化到且主要分布在

杂化能隙附近。动量空间的选择性跃迁会使得相当一部分 f 能带无法被入射电

子占据。如图 3.5(c)所示，入射电子无法透射到阴影区域。导致电导谱中的杂

化能隙被压制，从而呈现出一个更大的能隙特征。这是我们这个工作的一个普

遍性的结论。我们认为点接触谱在测量 f 电子特征时存在不足，因此在分析点

接触的实验数据时需要格外的注意。

3.3.5 能能能带带带展展展宽宽宽的的的影影影响响响

在上面的讨论中，我们没有考虑强关联效应。从计算的角度来讲，计入强

关联效应导致单粒子格林函数难以严格求解。通过在格林函数中添加有限的虚

部，可以部分的考虑强关联效应。这种做法相当于假设了一个准粒子的有限寿

命 τ ∼ Γ−1。下面我们讨论准粒子有限寿命对电导谱的影响。
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图 3.7: 电导谱随着 Γ 的改变。考虑不同的位形 1 → 1 （a,c,e），16 × 16 →
16 × 16 （b,d,f），Fano 因子取 q = 0, 0.2, ∞。参数：t = 25, µ = −20, ϵf =

0.01，V = 5，tL = t。 (a-d)电导单位 2e2

h
n2
L
4πt2c
tLt
，tc = 0.001t。（e,f）电导单位

2e2

h
n2
L

4πt2f
tLt
，tf = 0.001t，tc = 0.

图 3.7计算了 q = 0, 0.2,∞，nL = 1, 16 时能带展宽 Γ 取不同值的电导谱。

可以看出有限的展宽 Γ 的作用是使电导谱变平滑。q = 0 时，Γ 的增大使得杂

化能隙变为一个宽阔的电导极小值。范霍夫奇异点不再非常的尖锐，其存在使

得电导谱呈现出类似 q ̸= 0 时Fano效应的非对称特征。应注意区分二者形成的

不同原因。q = 0.2 时，杂化能隙左侧的电导峰在 Γ 增大到 0.2 仍然存在，继续

增大 Γ 到 0.5 时，该电导峰被压制。比较 nL = 1, 16时的结果，较大 nL 对应

电导谱的右侧电导峰更为扩展。而且两者出现在不同的偏压处，大 nL 由于干

涉效应的影响，右侧的电导峰更加偏离杂化能隙。Fano因子 q = ∞时的电导
谱结果更为明显。在 Γ = 0.2 时，1 → 1位形的电导谱仍然有明显的杂化能隙，

但是 16× 16 → 16× 16位形的杂化能隙已经几乎消失。对于更大的 Γ，q = ∞
时的电导谱与 q = 0 时的结果类似，在理解时注意区分。q = 0 时的非对称谱
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线源于范霍夫奇异点，而 q = ∞时则源于 f 能带谱函数。在大部分重费米子

材料中，实验结果表明存在一个较大的 Γ。在扫描隧道谱中由于不存在干涉效

应，杂化能隙被压制需要的 Γ相比点接触谱要大。这与杂化能隙在点接触谱中

被压制却在扫描隧道谱中出现是一致的 [24, 36]。在URu2Si2 中，“隐藏序”的

出现可能会使得 Γ减小，这可以说明为什么在URu2Si2 点接触谱中可以观测到

杂化能隙 [28, 35,37]。

3.3.6 强强强耦耦耦合合合效效效应应应

这一部分我们讨论探针和样品的跃迁系数对电导谱的影响。

图 3.8中是在Fano因子 q = 0.2 时调节 tc/t的电导谱。可以看到电导谱没有

定性的改变。随着 tc/t 的增大，电导谱的非对称性减弱。这一效应源于电流公
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图 3.9: 强耦合情形电导谱随着 tc 和 Γ 的演化。参数：t = 25，µ = −20，
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。

式（2.45）的第二项提供的非平衡负反馈效应对输运的部分压制。

如图 3.9(a)所示，进一步的增大跃迁系数 tf 可以在杂化能隙内导致一个小

的电导峰。该电导峰对应的跃迁系数是 tf/V = 1.5，此时探针与近邻的 f 电子

有极强的耦合。我们因此认为这一电导峰源于探针所导致的杂质态。从数学的

角度讲，这一效应源于电导表达式（2.45）的第二项。对于 1 → 1的跃迁位形，

电导表达式的第一项只与局域谱函数或者说局域格林函数的虚部有关。但是，

局域格林函数的实部在公式（2.45）的第二项出现。在探针和样品的耦合较大

时，第二项对电流也有贡献。特别是在杂化能隙边缘，由于格林函数虚部存在

跃变，其实部在此发散。这导致电导表达式中第二项贡献极大，杂化能隙边缘

电导的压制相对较大，从而在杂化能隙中出现电导峰。图 3.9(b)展示了 Γ对带

隙内电导峰的影响，可以看到随着 Γ的增大电导峰逐步变强，但在 Γ极大时会

被淹没。图 3.10则考虑了其它跃迁位形的情况。可以看到随着 nL 的增大，带
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隙内电导峰被逐步压制。这与电导峰是由局域束缚态引起的是一致的。

我们注意到扫描隧道谱测量对应的 tc 或 tf 是极小的。在点接触中测量中，

tc 或 tf 可能也不具有如此大的取值。但是耦合极强的情况可以在一些特殊的

装置中实现，比如说电极与样品存在极强自组织的测量系统。

3.4 小小小结结结

在这一章中我们系统地研究了周期性Anderson模型电导谱随着Fano因子 q

和探针样品耦合位形的变化规律。nL 较小和较大时的结果分别可以反映一些

扫描隧道谱和点接触谱的实验结果。当然真实的情况可能是比较复杂的。对于

点接触谱的情形，探针和样品之间的接触区域可能包含数百个小的接触界面

（小端口），不同的小端口有不同的接触位形和耦合强度。所以点接触谱的结果

应该理解为不同的小端口的统计平均。我们的研究表明空间路径干涉效应依赖

于具体的位形。然而对于较大的 nL，计算结果没有定性的变化。因此我们认

为这里的计算模拟了电子输运的基本物理过程，包括：由于存在 f 带和导带杂

化导致的Fano干涉效应和由于端口的有限尺寸导致的空间路径干涉效应。由于

我们采用了平均场处理，故不能包含强关联效应导致若干有趣的物理，比如量

子临界现象等。但是在这个工作中我们期望描述电子输运的基本物理机制，对
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强关联效应的一个完整处理超出了这个工作的范围。此外我们观察到的干涉效

应与能带特征（范霍夫奇异点和杂化能隙等）的竞争合作提供了一些可能的电

导谱行为，在理解实验数据时需要给予格外的关注。



第第第四四四章章章 磁磁磁性性性拓拓拓扑扑扑绝绝绝缘缘缘体体体输输输运运运性性性质质质

在这一章我们主要研究磁场和破坏空间反演的门电压对磁性拓扑绝缘体输

运性质的影响。我们研究了磁性拓扑绝缘体薄膜的相图，计算了朗道能级谱，

并用Landauer-Büttiker理论模拟了其输运行为。我们发现量子反常霍尔效应在

磁场下一直存在并逐渐演化到朗道能级对应的边态。朗道能级的两条零模可以

共存，形成一个类似于量子自旋霍尔效应的非平庸相。但是这个相是磁场导致

的，而量子自旋霍尔效应会被磁场破坏。在六端口霍尔测量中，可以发现一些

分数化的纵向和霍尔电阻平台，这些分数化的平台源于反转的能带和朗道能级

导致的边态。

4.1 引引引言言言

量子霍尔效应（QHE） [51]是普通霍尔效应的量子化版本 [42]。在其边界

上有手征的边界态，这些边界态源于磁场导致的朗道能级，并且是无耗散的。

当不存在磁场和朗道能级时，在某些材料中也可能存在霍尔电导，这称为量

子反常霍尔效应（QAHE） [54, 55]。QAHE可以视为反常霍尔效应的量子化版

本 [43, 103]。在QAHE的边界也存在边界态，这一边界态源于非平庸的体能带

结构。如果体系受时间反演对称性保护，非平庸的电子能带结构会在样品边界

上产生一对相向传输的边界态，称为量子自旋霍尔效应（QSHE） [104–106]。

QSHE可以视为自旋霍尔效应的量子化版本 [107–109]。相向传播的边界态使

得霍尔电阻为零，但是纵向电阻将会是量子化的 h/2e2。QSHE在理论预测

之后很快被实验证实 [110, 111]。尽管QAHE的理论预测远早于QSHE [54]，但

是QAHE则直到最近才被证实 [64]。

在文献 [64]中，QAHE在磁性拓扑绝缘体中被观测到。拓扑绝缘体是材料

的一种拓扑相，不能用朗道的对称破缺理论描述。其特点是体态是绝缘的，但

是边界上存在无耗散的边界态（二维拓扑绝缘体）或表面态（三维拓扑绝缘

体） [58, 59]。对于自由的表面态，其对应的低能激发是无质量的狄拉克费米

子。但是对于足够薄的样品，上下界面之间将会有遂穿效应，上下表面的表面

态会发生耦合，会在狄拉克点打开能隙，从而低能激发变成有质量的狄拉克费
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米子 [61]。通过对拓扑绝缘体薄膜进行磁性掺杂，可以引入磁性交换场，并形

成铁磁序。如果铁磁序的指向垂直于界面，并且交换场的强度大于表面态能

隙，则会导致存在一对反转的能带结构 [55]。通过在磁性拓扑绝缘体薄膜的上

下表面施加门电压，可以调控样品的化学势，当化学势位于带隙中时，可以观

测到QAHE。上下表面的电压差一般是不一致的，这样门电压的存在可以导致

系统存在空间反演非对称（SIA）势能项。在文献 [64]中，也进行了磁场下的

测量，但是观测结果表明只有QAH对应的电导平台被观测到。QHE 的平台则

由于样品迁移率较低而无法观测到。因此QAHE和QHE如何竞争共存还没有被

研究。SIA项的效应也需要充分的研究。

现有的工作主要是集中在二维拓扑绝缘体薄膜材料的朗道能级谱的研

究 [110, 112–115]。在垂直磁场下，狄拉克费米子不论是否存在质量都会形成

朗道能级 [116]。孤立的表面态对应于无质量情形 [114]，动量依赖的表面间

遂穿项则对应于质量项，其强度取决于样品的厚度 [112]。实验上在测量朗

道能级谱方面已经有一些进展。无质量激发的朗道能级在 Bi2Se3 [117–119]、

Sb2Te3 [120]、Bi2Te3 [121]和 HgTe. [122]中测量到。然而，动量依赖的表面间遂

穿项，SIA项，交换场项对朗道能级谱的影响仍然没有充分的研究。实际上即

使只有一个门电压的情况，SIA项一般也是存在的，对SIA项的分析是必要的。

我们的研究表明动量依赖的遂穿会使得朗道能级谱的两条零模线性依赖于磁

场，并且交叉形成类似于QSHE的相。

对于QAHE和QHE竞争合作在输运行为上的体现的理论研究比较缺乏。尽

管朗道能级谱可以用于分析输运性质，但是直接的输运模拟对于完整的理解输

运行为仍然是必要的。原因是只有在有限尺寸的样品中边界态才会出现，此时

基于能带反转结构的边态和基于朗道能级的边态才能共存并相互影响。

在这一章我们研究磁场中磁性拓扑绝缘体薄膜的输运性质，并考虑空间反

演对称性破缺下的电势的影响。我们计算了朗道能级谱并模拟了输运性质。我

们发现，两条零模具有相同的自旋极化，由于二者的陈数是相反的，故存在一

个类似于QSHE 的相。破坏空间反演对称性会导致这一拓扑非平庸的相消失。

对于有限尺寸的纳米带，体能带拓扑非平庸导致的边态将会和磁场导致的朗

道能级对应的边态共存，并形成新的能带结构。其效应是，在六端口霍尔测量

中，我们可以观测到一些纵向电阻和霍尔电阻均为分数的平台。参与耦合的磁

致边态对应于反转能带时的耦合要强于对应于平庸能带的情况。此外我们发现
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把朗道能级按照所对应的能带进行分类有助于数据的理解。

本章的剩余部分如下安排：第二部分介绍用到的哈密顿量和对应的相图，

第三部分计算朗道能级谱，第四部分模拟了六端口装置的电输运，最后是本章

的小结。

4.2 系系系统统统的的的哈哈哈密密密顿顿顿量量量和和和相相相图图图

4.2.1 三三三维维维低低低能能能有有有效效效哈哈哈密密密顿顿顿量量量

三维拓扑绝缘体 Bi2Se3保持时间反演对称性和空间反演对称性，其对应的

拓扑不变量是 Z2 指数且有 ν0 = 1，因而是是强拓扑绝缘体材料。其表面态结

构比较简单，只有一个 Γ点附近的狄拉克锥。并且是晶体材料，不需要额外的

掺杂来引入非平庸的拓扑性质。体能隙相对较大，约为 0.3eV。考虑到这些优

势，Bi2Se3 一经提出 [123]和证实 [124]，便在实验和理论研究中得到了广泛运

用 [58, 59]。

在拓扑绝缘体的理论研究中经常用到低能有效哈密顿量。对于表面态的研

究则需要表面态对应的低能有效模型。对称性分析是获得低能有效模型的常用

方法。文献 [123] 通过对 Bi2Se3能带和对称性的分析来获得 Γ点附近的低能有

效模型。

能带计算的结果表明，Bi2Se3 费密面附近的能级主要是来自于 p轨道。s

轨道能级较低，主要分布在内层被占据轨道。因此能级分析可以只考虑 p轨道

出发。原胞中有两个Bi（6s26p3）原子和三个Se（4s24p4）原子，共有28 个外

层电子，14条被占据能带。由于 s轨道被占据，因此靠近费密面的 p轨道有9条

被占据。图 4.1 是 Bi2Se3 的能级劈裂示意图。计入成键作用和晶体场劈裂后，

费密面之下的能级是源于Se的奇宇称 pz 成分的轨道 P2−z，费密面之上能级是

源于Bi的偶宇称 pz 成分的轨道 P1+z。计入自旋轨道耦合后，Γ点附近 P1+z 能

量降低显著。在自旋轨道耦合超过某临界值时，P1+z 低于 P2−z，宇称相反的

两能级发生反转。由于其它高对称点未发生能级反转。根据同时满足空间反

演对称性和时间反演对称性系统 Z2 指数计算的简易方法，可得 ν0 = 1，说明

Bi2Se3是强拓扑绝缘体。

Bi2Se3 费米面附近的能级是{P1+z↑，P1+z↓，P2−z↑，P2−z↑}，其中 ± 表示宇
称。通过对称性分析的方法可以去掉模型哈密顿量中对称性不允许的矩阵元，

极大的简化分析的难度。Bi2Se3 对称群的生成元是空间反演不变性 I，时间
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图 4.1: Bi2Se3能级劈裂示意图。图片源自 [123]。

反演不变性 T 和三重旋转不变性 C3。下面我们推导 Γ点附近满足 {I, T, C3}
不变性的的低能有效模型。哈密顿量写为 Ĥ =

∑
k ψ

†
kH(k)ψk。哈密顿量在操

作 R下不变，则 Ĥ = R̂†ĤR̂ = R̂†ψ†
kR̂R̂

†H(k)R̂R̂†ψkR̂。其中 R̂是 Q数。令

R̂†ψkR̂ = RψRk，R是 C 数。我们有
∑

k ψ
†
kH(k)ψk =

∑
k ψ

†
RkR

†H(k)RψRk =∑
k ψ

†
kR

†H(R†k)Rψk。从而我们有H(Rk) = R†H(k)R。ψ(k) = (ak, bk, ck, dk)
T，

基底的排列顺序为{P1+z↑，P1
+
z↓，P2

−
z↑，P2

−
z↑}。在这一基底下，对称群的生成

元矩阵写为，

C3 =

(
ei

π
3
σz

ei
π
3
σz

)
, I =

(
E

−E

)
, T =

(
iσyK

iσyK

)
. (4.1)

我们把前两个指标记为 A（偶宇称），后两个指标记为B（奇宇称），空间反演

不变性要求，(
HAA(−k) −HAB(−k)

−HBA(−k) HBB(−k)

)
=

(
HAA(k) HAB(k)

HBA(k) HBB(k)

)
. (4.2)

可以看到，空间反演不变性保证了不同宇称的能带之间的杂化是动量的奇函

数。再计入时间反演对称和三重旋转不变，可以得到考虑到动量最低阶的低能
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有效哈密顿量的形式，

H =


ϵ0(k) +M(k) 0 A1kz A∗

2k−

0 ϵ0(k) +M(k) A2k+ −A∗
1kz

A∗
1kz A∗

2k− ϵ0(k)−M(k) 0

A2k+ −A1kz 0 ϵ0(k)−M(k)

 . (4.3)

其中 ϵ0(k) = C +D1k
2
z +D2(k

2
x + k2y)，M(k) =M −B1k

2
z −B2(k

2
x + k2y)。而且

我们注意到其旋转对称群扩大为沿着 z轴的任意转动。哈密顿量里的参数可以

通过拟合能带数据得到。

4.2.2 拓拓拓扑扑扑绝绝绝缘缘缘体体体薄薄薄膜膜膜的的的哈哈哈密密密顿顿顿量量量

拓扑绝缘体薄膜的哈密顿量可以通过其三维哈密顿量在合适的边界条件下

推导得到 [61]，也可以通过对称性分析并拟合参数来得到。这里我们直接给出

其形式。

拓扑绝缘体薄层哈密顿量

对于一个拓扑绝缘体薄层，上下层分别存在表面态，且表面态之间存在耦

合，其哈密顿量可以写为如下形式 [55, 61]，

H = ~vF (kyσx − kxσy)τz +mkτx. (4.4)

对应的基底取为(|t ↑⟩, |t ↓⟩, |b ↑⟩, |b ↓⟩)T，其中 t (b) 标记了上（下）表面态，

↑, ↓ 标记了上下自旋。泡利矩阵 σx,y,z 作用在自旋空间，τx,y,z 混合上下表面的

表面态。哈密顿量中的第一项描述了自由的表面态，其中 vF 给出了表面态

的费米速度。哈密顿量中的第二项 mk = m0 + Bk2 描述了上下表面态之间的

耦合。对基底做幺正变换，P4 = 1√
2


1 0 1 0

0 1 0 −1

0 1 0 1

1 0 −1 0

, 我们得到新的基底

( |t↑⟩+|b↑⟩√
2

, |t↓⟩−|b↓⟩√
2

, |t↓⟩+|b↓⟩√
2

, |t↑⟩−|b↑⟩√
2

)T。哈密顿量可以对角化为，

H̃ =


mk ivFk−

−ivFk+ −mk

mk −ivFk−
ivFk+ −mk

 , (4.5)
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其中两个对角块通过时间反演对称性联系。HgTe的低能有效哈密顿量（BHZ模

型）也可以写成类似的对角形式，这是因为二者满足相同的对称性群。

哈密顿量中的上对角块是一个常见的两带模型，对应的哈密顿量矩阵可以

用泡利矩阵写为，H = d · σ。其陈数可以通过下式计算 [47]，

σxy = − e2

h
1
4π

∫
dkxdky

d·(∂kxd×∂kyd)

d3
, (4.6)

其中 d =
√
d · d，d = (−vFky, vFkx,mk)

T。直接积分可以得到，

σxy = −e
2

h

sign(m0/vF )− sign(B/vF )

2
=


0, if m0B > 0

−1, if m0 > 0, B < 0

1, if m0 < 0, B > 0

. (4.7)

表面间的遂穿会打开一个宽度 2m0 的能隙。如果 m0/B < 0，处在拓扑非平

庸的态。由于两个哈密顿量对角块的陈数相反，可知系统处在QSHE相。如

果 m0/B > 0 则处于普通绝缘体的相。 m0/B 的取值决定于样品薄膜的厚

度 [125,126]。

磁性拓扑绝缘体薄层

哈密顿量可以写为，

H = ~vF (kyσx − kxσy)τz +mkτx +Mσz. (4.8)

最后一项是沿着 z 方向的交换场项，描述了磁性掺杂导致的铁磁序。从形式

上来看，其与塞曼项是一致的。变换到基底 ( |t↑⟩+|b↑⟩√
2

, |t↓⟩−|b↓⟩√
2

, |t↓⟩+|b↓⟩√
2

, |t↑⟩−|b↑⟩√
2

)T，

则哈密顿量可以写为，

H̃ =


mk +M i~vFk−
−i~vFk+ −mk −M

mk −M −i~vFk−
i~vFk+ −mk +M

 . (4.9)

可以看到哈密顿量是块对角的，并且在形式上与式（4.5）是一致的。可以

看出，足够大的交换场（|M | > |m0|）可以显著的调制能带结构。其结果是
不论初始态（M = 0）是量子自旋霍尔效应（m0/B < 0）还是平庸绝缘体
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（m0/B > 0）足够大的交换场都会导致只存在一对反转的能带结构。

考虑SIA项的磁性拓扑绝缘体薄层

计入薄膜上下表面门电压导致的空间反演非对称（SIA）势能，哈密顿量

可以写为，

H = Hsf +Mσz +
δV

2
τz + V̄ . (4.10)

其中 δV = Vt − Vb 是上下表面门电压的差值，V̄ = Vt+Vb

2
是门电压的平均值，

Vt/b 是上下表面的门电压。在后面的计算中，我们取 V̄ = 0。哈密顿量写成矩

阵形式如下，

H =


M + Vt i~vFk− mk 0

−i~vFk+ −M + Vt 0 mk

mk 0 M + Vb −i~vFk−
0 mk i~vFk+ −M + Vb

 . (4.11)

我们注意到计入上下表面的门电压项后，哈密顿矩阵不能块对角化。

我们可以通过一个幺正变换 P = diag(eiφ1 , eiφ2 , eiφ3 , eiφ4)来调节波函数的

位相。相应的哈密顿量在幺正变换后变形为，

PH̃P † =


M + Vt i~vFk−ei(φ1−φ2) mke

i(φ1−φ3) 0

−i~vFk+e−i(φ1−φ2) −M + Vt 0 mke
i(φ2−φ4)

mke
−i(φ1−φ3) 0 M + Vb −i~vFk−ei(φ3−φ4)

0 mke
−i(φ2−φ4) i~vFk+e−i(φ3−φ4) −M + Vb

 .

(4.12)

如果我们要求上自旋和下自旋电子表面间的跃迁有相同的位相，即mke
i(φ1−φ3) =

mke
i(φ2−φ4)，则 ei(φ1−φ3) = ei(φ2−φ4)、ei(φ1−φ2) = ei(φ3−φ4)。哈密顿量变为，

PH̃P † =


M + Vt i~vFk−eiδφ1 mke

iδφ2 0

−i~vFk+e−iδφ1 −M + Vt 0 mke
iδφ2

mke
−iδφ2 0 M + Vb −i~vFk−eiδφ1

0 mke
−iδφ2 i~vFk+e−iδφ1 −M + Vb

 .

(4.13)
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可以看出通过改变波函数相位可以调节哈密顿量中非对角项的相位。但

是考虑到力学量的矩阵元也要做相应的改变，这里的变换不会改变物理

量的取值。这里的位相变换对应于轨道空间的旋转。通过选择不同的相

位，我们发现 H(−δV,mk, vF ,M)、H(δV,−mk, vF ,M)、H(δV,mk,−vF ,M)、

−H(δV,mk, vF ,−M) 与H(δV,mk, vF ,M)之间只相差一个幺正变换。因此在下

面的讨论中我们取SIA项为正值，δV > 0，能隙项m0 > 0，交换场M < 0。哈

密顿量中的参数取为：vF = 4.53×105ms−1、m0 = 5meV 、B = ±800meV ·nm2

[127]。我们讨论了 m0/B < 0和 m0/B > 0两种情形。对于M = 0且系统处

在QSH相的情形，已经有详尽的研究 [58, 59, 110, 128, 129]。因此我们主要关注

|M | > m0的情形，并取M = −15meV。此时当体系有空间反演对称性时，不

论m0/B < 0还是m0/B > 0体系均处于QAH相。

4.2.3 相相相图图图

哈密顿量（4.11）对应的色散关系可以通过久期方程直接解出，

ϵ = ±
√
~2v2Fk

2 +m2
k +M2 + δV 2/4± 2

√
m2

kM
2 +M2δV 2/4 + ~2v2Fk

2δV 2/4.

(4.14)

色散关系中有两重根号，这说明哈密顿量不能被分块对角化。一个哈密顿量矩

阵能否被分块对角化取决于系统的对称群，这里可以看到破坏空间反演对称

性后该系统不能分块对角化。自由的表面态是狄拉克锥式的电子结构。上下表

面之间的耦合项mk，交换场M，以及SIA项 δV 均可以打开能隙。体系共有四

条能带，交换场和SIA项均会导致能级劈裂，导致简并被打破。图 4.2(a3)和图

4.2(b3)是能带的示意图。对于 m0/B < 0和 δV = 0 的情形，电子型和空穴型

能带的两个分支会有交叉。有限取值 δV 的出现会打开这个交叉。在后面的讨

论中，我们会讨论这个交叉对应的有意思的现象。

按照公式（4.14），随着调节 δV，体系的能带会关闭然后重新打开。对

于 m0/B < 0，能隙会出现两次关闭的过程：|δV |/2 =
√
M2 −m2

0 时在 Γ点，

以及 |δV |/2 =
√
M2 + ~2v2F |m0/B| 时在 |k| =

√
−m0/B 点，见图 4.2(a1)。但

是对于 m0/B > 0情形，能隙只在 |δV |/2 =
√
M2 −m2

0 时关闭和打开一次。

图 4.2(a1)和4.2(b1)是系统关于空间反演非对称项 δV 和费米能 Ef 的相图。

m0/B < 0时，图 4.2(a1)共有九个区域；m0/B > 0时，图 4.2(b1)共有六个区
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图 4.2: （a1）和（b1）是体系相应于空间反演非对称势 δV 和费米能 Ef 的相

图。区域I-VI是拓扑非平庸体系。区域I（IV）是QAH（QPH）相，费密能级在

能隙中。区域II，V（III，VI）是n(p)-掺杂的能带反转区域。区域VII是正常绝

缘体区域，费密能级在能隙中。区域VIII和IX是普通的金属相。（a2）和（b2）

是久保霍尔电导公式计算的作为费米能函数的霍尔电导曲线。（a3）和（b3）

是二维系统在动量空间某个方向的色散曲线。（a4）和（b4）是宽度为480nm的

纳米带的色散曲线。（a1）-（a4）m0/B < 0，（b1）-（b4）m0/B > 0。
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域。为了确定各个区域的拓扑性质，我们计算了系统的陈数。陈数等于零温时

的系统的霍尔电导，可以通过久保公式计算得到 [53, 130]，

GH =
2e2

~

∫
BZ

dkxdky
(2π)2

∑
ϵl<Ef<ϵn

Im
⟨l| ∂H

∂kx
|n⟩⟨n| ∂H

∂ky
|l⟩

(ϵl − ϵn)2
, (4.15)

其中 BZ 代表第一布里渊区，ϵl/n 和 |l/n⟩分别是相应的本征能量和本征态。
图 4.2(a2)（4.2(b2)）的结果表明图 4.2(a1)（4.2(b1)）中I-III的区域是拓扑非

平庸的。区域IV的霍尔电导为零。为了揭示其拓扑特征，我们计算了 y 方向

有开边界的纳米带的色散曲线，见图 4.2(a4)和图 4.2(b4)。计算结果表明IV-VI

和VII-IX 分别处在能带反转和拓扑平庸的区域。其中区域IV是量子贋自旋霍

尔（QPH）效应的相 [61, 126]。总之，对于m0/B < 0情形，增大 δV，体系经

历了QAH-QPH-平庸绝缘体的相变；对于 m0/B > 0，则是QAH- 平庸绝缘体

的相变，没有QPH的相。

图 4.2(a3)和图 4.2(b3)中的整数标记了对应能带的陈数。通过图 4.2(a4)、

4.2(b4)和陈数，当 δV = 0 时，我们可以看到内层（外层）的两条能带在

m0/B < 0 时是拓扑平庸（非平庸）的，在 m0/B > 0 时则恰好相反。但是

有限 δV 的出现，使得内层两条能带变为非平庸，外层两条能带变为平庸。

当 δV 足够大时（对于 m0/B > 0，δV/2 >
√
M2 −m2

0，对于 m0/B < 0，

δV/2 >
√
M2 + ~2v2F |m0/B|），系统处在拓扑平庸的相，四条能带均是平庸

的。

4.3 磁磁磁场场场效效效应应应：：：朗朗朗道道道能能能级级级谱谱谱

在这一部分，我们研究拓扑绝缘体薄膜的朗道能级谱（LLs）。LLs可以用

于解释霍尔效应、磁光效应以及 de Haas震荡等。

磁场的效应主要有两种：轨道效应和塞曼效应。其中塞曼效应是磁场对

自旋的作用，形式上与我们所用模型中交换场项是一致的，但是在强度上

则相对极小。因此在我们的有效模型中，磁场导致的塞曼效应可以忽略。磁

场的轨道效应可以用Peierls替换 k → π = k + e
~A来包含到哈密顿量中。其

中矢势 A = (Bzy, 0, 0)，磁场沿着 z 轴方向 (0, 0,−Bz)，e = |e| 是电子电荷
的数值大小。我们用类似求解简谐振子的产生湮灭算符解法来求解朗道能

级谱。我们定义产生湮灭算符如下：â = lcπ+/
√
2, â† = lcπ−/

√
2 [131]，其中
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图 4.3: 朗道能级谱。(a/b1-4) 不同 δV 对应的朗道能级随磁场的演化。(a/b5)

磁场取值 Bz = 3T 时，朗道能级随着 δV 的演化。两条亮绿色的曲线是朗道能

级的零模式 E0±。磁场较小时模式 E0−位于 E0+之下。红色的整数给出了所属

区域由久保公式算出的霍尔电导。(a1-5) m0/B < 0，(b1-5) m0/B > 0。
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lc =
√

~
eBz
，π± = πx ± iπy，其具体形式可以明确写出为：πx = kx + e

~Bzy，

πy = ky，π+ = kx +
e
~Bzy + iky，π− = kx +

e
~Bzy − iky。系统在 y方向平移不

变性被破坏，x方向平移不变性保持。kx 是好量子数，取为 c数，而 ky 则不

是好量子数。产生湮灭算符作用到试探波函数 ϕN 上满足：â ϕN =
√
NϕN−1,

â† ϕN =
√
N + 1ϕN+1。哈密顿量可以写为，

H̃ =


M + δV/2 iω1a

† mN − α/2 0

−iω1a −M + δV/2 0 mN − α/2

mN − α/2 0 M − δV/2 −iω1a
†

0 mN − α/2 iω1a −M − δV/2

 , (4.16)

其中 mN = m0 − αâ†â，ω1 = vF
√
2eBz~，α = −2eBzB

~ 。把试探波函数取为

ψN = (fN
1 ϕN , f

N
2 ϕN−1, f

N
3 ϕN , f

N
4 ϕN−1)

T，哈密顿量可以变形成如下形式，

H̃ ′ =


M + δV/2 iωN m̃N − α/2 0

−iωN −M + δV/2 0 m̃N + α/2

m̃N − α/2 0 M − δV/2 −iωN

0 m̃N + α/2 iωN −M − δV/2

 . (4.17)

其中 m̃N = m0 − αN，ωN = vF
√
2e~BzN。哈密顿量写成如此形式后，其本征

值可通过久期方程获得，此即朗道能级谱。

朗道能级的零模式可以解出为：E0± = M ±
√

(m0 − α/2)2 + (δV/2)2，其

波函数可以写为 ψ0 = (f 0
1ϕ0, 0, f

0
3ϕ0, 0)

T。当不存在SIA项时，两支零模式为：

E0± =M ± (m0 +
eBBz

~ )，线性依赖于磁场。然而朗道能级谱的一般表达式极其

冗长，不在这里给出。这里我们只给出类电子和类空穴的非零模式对称情形的

表达式。

情形I ：B = 0，只有最低阶面间遂穿，

E2
N = ω2

N + (
δV

2
)2 +M2 +m2

0 ± 2

√
ω2
N(
δV

2
)2 + (

δV

2
)2M2 +M2m2

0. (4.18)

情形II ：M = 0，未掺杂的拓扑绝缘体薄膜，

E2
N = ω2

N + (
δV

2
)2 + (

α

2
)2 + m̃2

N ± 2

√
ω2
N(
δV

2
)2 + (

δV

2
)2(
α

2
)2 + (

α

2
)2m̃2

N .

(4.19)
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如果去掉一些额外的项，面间遂穿 mk，交换场M，以及SIA势 δV，线性

色散的狄拉克电子的朗道能级谱可以约化为 EN = sign(N)vF
√

2eBz~|N |，其
中 N = 0,±1,±2, ...，这一结果已被广泛研究 [116, 132–134]。但是这些项的存

在使得朗道能级对于 N 和 Bz 的依赖更加复杂。交换场的存在会破坏电子型和

空穴型朗道能级的对称性。在考虑到磁场和SIA项后朗道能级谱会呈现出复杂

的相图，见图 4.3。

考虑磁场极小的情形，Bz ≈ 0，朗道能级谱汇聚在 EN ≈ ±(M ±√
m2

0 + δV 2/4)，其中两支零模式则分别出现在 E0± ≈ M ±
√
m2

0 + δV 2/4。

因此朗道能级谱可以分为四组，分别对应于四条能带。例如，汇聚在 M −√
m2

0 + δV 2/4处的朗道能级谱对应于能量最低的能带。图 4.3中的标记为红色

的整数是通过有磁场条件下的久保霍尔电导公式计算得到的，对应于所属区域

的霍尔电导。从这些霍尔电导的数值可以推断出每条朗道能级的陈数。可以看

出两条零模式的陈数相反。当 E0−对应于平庸的能带时，它是空穴型的朗道能

级，陈数 C = −1，与源于同一能带的其它朗道能级相同，见图 4.3(a2-a4,b1-

b4)。但是当 E0− 对应于拓扑非平庸的能带时，它是电子型的朗道能级，对应

的陈数是 C = 1，与源于同一能带的其它朗道能级不同，见图 4.3(a1)。

在图 4.3(a1)，E0− 的陈数 C = 1。当 Bz < Bc = −~m0

eB
≈ 4.1T，E0− 位于

E0+ 之下并且与若干非零模式的的朗道能级相交。在 Bz ≈ 4.1T，两条零模式

交叉（图 4.3(a1) 的亮绿色曲线）。对于有限大的尺寸的样品，E0−对应的边态

是逆时针运动的。但是与 E0−相交的朗道能级对应的边态是顺时针运动的。因

此在恰当的区域中，会同时出现顺时针和逆时针运动的边态。

在图 4.3(a1)中，朗道能级的两条零模式交叉，贡献两个陈数为零区域。

这与处在量子自旋霍尔效应态的HgTe/CdTe 量子阱在磁场下导致的朗道能

级是类似的 [110, 128]。由于这两条零模式，陈数相反，因此在 Bz < Bc 会

形成类似的量子贋自旋霍尔效应。不同的是，这里的两条朗道能级都是自

旋向上极化的。磁场大于 Bc，陈数为零的区域将会是普通的绝缘体能隙区

域。按照广为接受的观点，量子自旋霍尔效应受时间反演对称性保护。磁场

会破坏时间反演对称性，从而破坏量子自旋霍尔效应。但是这里我们发现恰

当大小的磁场作用在量子反常霍尔效应相可以导致一个类似量子自旋霍尔

效应的相。但是过大的磁场会破坏这一量子贋自旋霍尔效应相。此外，由于

E0+ − E0− = 2
√

(m0 − α/2)2 + (δV/2)2，SIA项会破坏两条零模式的交叉，见
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图 4.4: 霍尔电阻 RH 和纵向电阻 RL 作为费密能级 Ef 的函数，考虑不同

的空间反演非对称势 δV 的影响。（a1）和（a2）m0/B < 0，（b1）和（b2）

m0/B > 0。中心区和端口的宽度均取为 480nm。

图 4.3(a1)和 4.3(a2)。这导致陈数为零的区域是普通绝缘体能隙区，尽管在没

有磁场时对于较小的 δV，体系仍然处在量子反常霍尔相。原因在于SIA项的出

现使得内层和外层能带的拓扑性质发生突变。改变交换场项不会产生额外的影

响。对于 m0/B > 0，两条零模式将不会产生交叉，不会产生类似量子贋自旋

霍尔效应的相。总之类似QSH的相只在保持空间反演对称性并且 m0/B < 0时

存在，而与交换场无关。

图 4.3(a1)，4.3(a2)，4.3(b1)，4.3(b2)是磁场作用在QAH相的朗道能级谱。

我们发现只存在一个陈数 C = 1的区域。并且在磁场极小时，该区域存在于

M +
√
m2

0 + δV 2/4 < Ef < −M −
√
m2

0 + δV 2/4，恰好是QAH的体能隙区域。

因此 C = 1的区域可以视为QAHE。换句话说，对于QAHE相，在增加磁场过

程中霍尔电导保持不变，并逐渐演化为第一朗道能级的区域，这与实验观测结

果是一致的 [64]。增大 δV，内层对应于 ±(M +
√
m2

0 + δV 2/4)的两组朗道能

级将会分别向上向下相向移动，当 δV/2 =
√
M2 −m2

0 时，二者在 Bz = 0的
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图 4.5: （a1、a2，b1，b2）霍尔电阻和纵向电阻随着费米能 Ef 的变化。磁场

固定为 Bz = 0, 0.1T, 0.6T, 1T, 3T, 6T。（c）一维纳米带的能带曲线，磁场取为

Bz = 0, 0.1T, 0.6T, 1T。（d）边态波函数在实空间的分布，其中的插图是图（c）

的局部放大。 m0/B < 0，δV = 0。

汇聚点相交。继续增大 δV，两组朗道能级会交换陈数，形成普通的绝缘体能

隙。继续增大 δV，对于 m0/B > 0，普通绝缘体能隙单调增大，图 4.3(b3)和

4.3(b4)；对于m0/B < 0能隙会在 δV/2 =
√
M2 −m0~2v2F/B 时重新关闭和再

打开，图 4.3(a3)和 4.3(a4)。

为了进一步揭示空间反演非对称势能项 δV 的影响，我们在图 4.3(a5)和

4.3(b5)中计算了Bz = 3T 时朗道能级谱随 δV 变化的规律。正如我们所预期的，

δV 较小时陈数 C = 1的区域对应于量子反常霍尔效应。较大的SIA项则会破坏

量子反常霍尔相。
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图 4.6: 霍尔电阻和纵向电阻随着费米能 Ef 的变化。磁场取为 Bz =

0, 0.1T, 0.6T, 1T, 3T, 6T。m0/B < 0, δV = 10meV .

4.4 输输输运运运分分分析析析

在这一部分，我们研究一个标准形式的六端口霍尔装置的输运性质，装置

示意图见图 2.3。我们用Landauer-Büttiker理论在零温下进行了计算。一方面

这里的数值结果可以验证前面关于相图和朗道能级的分析。另一方面，有限尺

寸效应会导致在非平庸的体能隙中出现边态。当存在外磁场时，基于能带反转

结构的边态和基于朗道能级的边态将会共存并且互相耦合。这将导致奇异的输

运行为。

4.4.1 哈哈哈密密密顿顿顿量量量和和和数数数值值值方方方法法法

我们首先在正方晶格上把哈密顿量(4.10)离散化，其形式如下给出，

Hd =
∑
x

[ψ†
xT0ψx + (ψ†

xTxψx+δx̂ + ψ†
xTyψx+δŷ + h.c.)],

T0 = Mσz + m̃0τx +
δV

2
τz,

Tx = (itaσyτz −Baτx)e
iϕx,x+δx̂ ,

Ty = (−itaσxτz −Baτx)e
iϕx,x+δŷ , (4.20)

其中 x 是格点位置的标记，δx̂ (δŷ) 是沿着 x (y) 方向的晶格常数。ψx =
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图 4.7: 一维纳米带的能带曲线。磁场取为 Bz = 0, 0.1T, 0.6T, 1T, 3T, 6T。

m0/B < 0, δV = 10meV .

(ax, bx, cx, dx)
T 代表在格点 x处湮灭 |t ↑⟩, |t ↓⟩, |b ↑⟩, |b ↓⟩态上的电子。T0代表

在位能项，Tx/y 代表 x/y方向上的动能项。磁场的效应通过在动能项中增加相

位因子 ϕx1,x2 =
∫ x2

x1
A · dl/ϕ0 实现，其中 A = (Bzy, 0, 0)是磁矢势，其所对应

的是在 z 方向值为 −Bz 的磁场。哈密顿量(4.20)中的其它参数取为：ta = ~vF
2a
，

Ba = B/a2，m̃0 = m0 + 4Ba，其中 a = 4nm是 x/y 方向上的晶格常数。中心

区和六个端口的宽度均取为 480nm。

按照Landuer-Büttiker的理论框架，流出端口 i的电流可以写为 [135–137]，

Ii =
e2

h

∑
j

Tij(Ef )(Vi − Vj). (4.21)

其中 Vi 是端口 i的偏压，Tij(Ef ) = Tr[ΓiGrΓjGa]是费密面上的电子从端口 j

透射进入端口 i的透射系数。Gr = [Ga]† = 1/(Ef − H̃ −
∑6

i=1 Σ
r
i )是中心区的

推迟格林函数，H̃ 是中心区的哈密顿量。Σr
i = [Σa

i ]
†是端口 i贡献的推迟自能，

可以直接数值计算得到 [76]。带宽函数 Γi通过自能定义为 Γi = i(Σr
i − Σa

i )。我

们在样品上施加一个偏压 V = V1 − V4，并取端口 2, 3, 5, 6为电压端，即电流

为零。电压 V2、V3、V5 和 V6 以及流过装置的电流 I = I1 = −I4 均可以通过
方程（4.21）直接解出。此时，霍尔电阻和纵向电阻可以得到为 RH ≡ V6−V2

I
，

RL ≡ V2−V3

I
。
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图 4.8: 霍尔电阻和纵向电阻随着费米能 Ef 的变化。磁场取为 Bz =

0, 0.1T, 0.5T, 1T, 3T, 6T。δV = 40meV, m0/B < 0。

4.4.2 无无无磁磁磁场场场情情情形形形

无磁场时的霍尔电阻和纵向电阻的计算结果在图 4.4给出，这里的结果与

通过朗道能级的分析是一致的。图 4.4(a1)和 4.4(a2) 对应于m0/B < 0的情形。

当 δV < 2
√
M2 −m2

0 ≈ 28meV时，霍尔电阻呈现一个霍尔平台，其值为 h/e2，

且对应的纵向电阻为零。这对应于QAH相，并且已经在实验中观测到 [64]。当

28meV < δV <
√
M2 −m0~2v2F/|B| ≈ 56meV 时，霍尔电阻接近于零，但是

纵向电阻则是一个值为 h/2e2的平台，这对应于QPH相，见图 4.2(a1) 区域IV。

继续增大 δV，在某些区域的电阻变为无穷大，这对应于相图中的平庸绝缘体

相，图 4.2(a1)和 4.2(b1) 区域VIII-IX。另一方面，对于 m0/B > 0的情形，增

大 δV 系统直接从QAH相进入平庸绝缘体相，QPH相则没有出现。因此没有观

测到纵向电阻的平台，只是在 δV < 2
√
M2 −m2

0 （图 4.4(b1) 和4.4(b2)）的区

域观测到了霍尔电阻平台。RH 和 RL是关于 Ef = 0对称的。原因在于系统的

哈密顿量（4.10）在空间反演和电子-空穴变换下不变，因此能带是关于 Ef = 0

对称的，见图 4.2(a4)和 4.2(b4)。但是磁场的引入，会破坏电子空穴对称性，

因而能带不再对称，电阻曲线也将不再对称。
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图 4.9: 一维纳米带的能带曲线。磁场取为 Bz = 0, 0.1T, 0.5T, 1T, 3T, 6T。

δV = 40meV, m0/B < 0。

4.4.3 磁磁磁场场场的的的影影影响响响

接下来我们研究磁场的效应。我们首先考虑m0/B < 0时 δV = 0的情形。

霍尔和纵向电阻的计算结果见图 4.5(a,b)。对应于正费米能级，我们观测到若

干整数量子霍尔效应类型的霍尔平台，其对应的纵向电阻是零、霍尔电阻整

数取值。这些霍尔平台与久保公式算的的结果是一致的，并且可以用朗道能

级谱进行定量的解释。对于负的费米能级的区域，在弱磁场下没有观测到整

数量子霍尔效应的电阻特征，见图 4.5(a)。然而我们发现存在一些奇异的电阻

特征：纵向电阻呈现非零的平台。在强磁场下，在负费米能的区域，整数量

子霍尔效应和非零的纵向电阻平台的特征都能被观测到4.5(b)。这些奇异的平

台 (RL, RH) = (1
2
h/e2, 0)、 (2

9
h/e2,−1

3
h/e2)、 ( 3

28
h/e2,−2

7
h/e2)...，可以定量的

描述为，

RL =
nanc

n3
a + n3

c

h

e2
, RH =

n2
a − n2

c

n3
a + n3

c

h

e2
, (4.22)

其中 (na, nc) = (1, 1), (1, 2), (1, 3)...。对应于 (1
2
h/e2, 0)的平台是 QSH类型的

平台，其它则可以称为分数化平台。其中 nc 和 na 分别代表顺时针和逆时针

传播的边态数目。假设只有边态对输运有贡献，并且边态不会发生耦合，公

式(4.22)可以通过Landauer-Büttiker公式直接导出。这一推导过程与 QSH的推

导过程是一致的 [128]。因此可以推断这些分数化的平台源于同时存在顺时针
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图 4.10: 霍尔电阻和纵向电阻随着费米能 Ef 的变化。磁场取为 Bz =

0, 0.1T, 0.6T, 1T, 3T, 6T。m0/B > 0, δV = 0。

和逆时针传播的边态。

为了进一步验证这一观点，我们直接计算了不同磁场下的色散曲线，见图

4.5(c)。由于 δV = 0，哈密顿量可以解耦成反带结构（4.5(c)中的红线）和平庸

结构（4.5(c)中的蓝线）两部分。增大磁场会导致狄拉克点向下移动，进入平

庸的能带。基于朗道能级的边态和基于反带结构的边态将会在样品的同侧相向

传播，这导致了非零的纵向电阻出现。这里的分析与基于朗道能级的分析是一

致的4.3(a1)。

按照图 4.3(a1)的结果，第一个分数霍尔平台在磁场小于 0.7T 时出现。在

该临界值处，正陈数的零模 E0−与负陈数的N = 1的朗道能级交叉。但是，图

4.5(b)的结果表明这些奇异的电阻平台在磁场超过临界值后也存在，只是平台

不够完美。在图 4.3(a1)中表明的分数平台区域要求−20meV < Ef < −10meV，

但是数值结果表明在 Ef < −20meV 仍然能够观测到这一平台。原因在于足够

大的磁场可以使得狄拉克点进入非平庸的能带，此时存在两种边态，二者耦合

可以形成奇异的能带结构，见图 4.5(c)。可以看到边态和朗道能级连接处形成

隆起的结构。根据图 4.3(a1)， Ef = −21meV 和 Bz = 1T 区域的陈数是 −1，

应该只存在一个空穴型的边态。然而奇异能带结构的隆起位置对应了一对相向

传播的边态（A和B）。图 4.5(d)给出了A、B、C对应的波函数的空间分布，可

以看到他们确实是边态。顺时针和逆时针边态的数目是 (na, nc) = (1, 2)，对应
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图 4.11: 一维纳米带的能带曲线。磁场取为 Bz = 0, 0.1T, 0.6T, 1T, 3T, 6T。

m0/B > 0, δV = 0。

的电阻是 (RL , RH) = (2
9
h/e2,−1

3
h/e2)，恰好对应于第一对分数化电阻平台。

QSH类型的霍尔平台 (RL, RH) = (1
2
h/e2, 0) 与我们通过朗道能级的计算预

测的类似QSH的相（见4.3(a1)陈数为零的区域）是一致的。但是与QSH效应不

同，这里相向传播的边态是由破坏时间反演对称性的磁场导致的。详细的计算

表明，平台的宽度在磁场 Bz = 0.7T 时取最大值，继续增大磁场则逐渐减弱。

当磁场大于 Bc = −~m0

eB
≈ 4.1T 时该平台消失。

接下来我们讨论存在SIA势 δV，但仍然处在QAH相的情形。我们取

m0/B < 0，δV = 10meV。图 4.6和4.7给出了纵向电阻、霍尔电阻和能带

曲线。可以看出能带曲线中内层能带是拓扑非平庸的，而外层能带是平庸的。

适当大小的磁场可以使得狄拉克点移动到非平庸的能带中，从而形成前面讨

论过的奇异能带结构，在朗道能级和边态的连接处出现隆起的结构。此外磁

场还会导致绝缘体能隙。在能隙区域电阻将会趋于无穷大。在能隙区域的右

侧，我们观测到QAH和其它的整数量子霍尔效应的平台。在能隙左侧，同时存

在整数量子霍尔效应和分数化的奇异电阻平台。通过图4.7中的能带曲线与图

4.3(a2)中朗道能级的对比，我们发现对应于非平庸的能带分支的空穴类型能带

可以形成明显的隆起结构，但是对应于平庸分支的能带则不能形成此结构。这

说明反转能带导致的边态与平庸能带的耦合要弱于与非平庸能带的耦合。继

续增大磁场，除了 E0−（图4.7中粉线）之外的空穴类型的朗道能级将会向下
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图 4.12: 霍尔电阻和纵向电阻随着费米能 Ef 的变化。磁场取为 Bz =

0, 0.1T, 0.6T, 1T, 3T, 6T。m0/B > 0, δV = 10meV。

移动。当磁场小于 Bc = 4.1T 时，E0−随磁场增大向上移动，见图 4.3(a2)。对

于足够大的磁场，E0−将会成为第一个空穴类型的朗道能级。由于其没有隆起

的能带结构，这导致QSH类型的电阻平台消失。但是第一对分数化平台一直存

在，因为第二条空穴型朗道能级对应于非平庸的能带结构，见图 4.3(a2)。

接下来，我们讨论磁场对QPH相的影响。我们取 m0/B < 0，δV =

40meV。图 4.8给出了纵向和霍尔电阻，图 4.9给出了能带曲线。我们发现

磁场会使得两个狄拉克点分别向上和向下移动，这样简并会被打破。我们发现

电子型能带和空穴型能带均会形成奇异的能带结构，这与之前讨论的只有空

穴型能带形成奇异能带结构是不同的。但是与处在QAH不同的是，磁场不能

把基于能带反转的边态移入体能带内部，见图 4.9。因此只有最内层的两条朗

道能级边态可以与反转能带结构导致的边态耦合，从而形成带有“隆起”特征

的奇异能带。这导致了弱磁场下形成QSH类型的平台，纵向电阻 h/2e2 ，霍尔

电阻为零。增大磁场导致能带的隆起特征逐渐减弱，QSH类型的电阻特征逐

渐消失。在强磁场下，系统进入整数量子霍尔效应区域，霍尔电阻值为 h/ne2

(n = ±1,±2, ...)的平台在正负费米能处均出现。

最后我们考虑 m0/B > 0的情形。我们只考虑磁场对QAH相的影响，因

为在平庸的相磁场会导致整数量子霍尔效应，这一点已经是很清楚的。在图
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图 4.13: 一维纳米带的能带曲线。磁场取为 Bz = 0, 0.1T, 0.6T, 1T, 3T, 6T。

m0/B > 0, δV = 10meV。

4.10和 4.12中我们给出了 δV = 0 和 δV = 10meV 时的电阻曲线。奇异的能带

结构和电阻平台均会出现。我们可以利用能带曲线（见图 4.11、4.13）和朗道

能级谱（图 4.3(b1-2)）并通过与m0/B < 0 情形相似的方法进行分析。我们发

现这些奇异的平台在 δV = 0是连续出现的，图 4.10(b)。但是在 δV ̸= 0时则

是被量子霍尔效应形式的平台隔断，图 4.12。我们注意到在 m0/B < 0的情形

奇异平台也是被量子霍尔效应平台隔断的。与 m0/B < 0情形不同的是，即使

是 δV = 0时的平台也不是很完美，这是因为不论 δV 是否为零内层（外层）能

带是非平庸（平庸）的。

为了进一步揭示SIA相的影响，我们我们讨论了 Bz = 3T 时的相图，见图

4.14。图中的数字表明了所属区域对应的霍尔电导（GH = RH

R2
H+R2

L
）的大小，并

且该区域的纵向电导为零（GL = RL

R2
H+R2

L
）。这些区域与朗道能级的结果（图

4.3(a5，b5)）是一致的。亮绿色区域对应于奇异能带结构形成的区域，在这些

区域纵向电导不为零。可以看到他们占据了原来属于QH的区域，并且使得绝

缘体能隙变窄。比较图（a）、（b）可以发现，m0/B > 0对应的亮绿色区域明

显的小于m0/B < 0的情形。对于足够大的 δV，亮绿色区域将会消失，因为此

时系统处在拓扑平庸的相。
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图 4.14: 磁场 Bz = 3T 时关于费米能 Ef 和空间反演非对称势 δV 的相图。（a）

m0/B < 0，(b) m0/B > 0。图中的整数标记了所属区域的霍尔电导，并且所属

区域纵向电导为零。亮绿色区域的纵向电导是非零的平台。

4.5 小小小结结结

在这一章我们研究了磁场和空间反演非对称项对磁性拓扑绝缘体薄膜的影

响。我们给出了零磁场情形系统相应于空间反演非对称项和费米能的相图。我

们发现破坏反演对称性会破坏量子反常霍尔效应，此外我们发现了在某些参数

下可以导致量子贋自旋霍尔效应的相。我们计算了系统的朗道能级，并计算了

输运行为。我们发现量子反常霍尔效应的输运特征在磁场下保持不变，并逐渐

过渡到整数量子霍尔效应的图像。磁场可以导致一个类似量子自旋霍尔效应的

相，这不同于磁场破坏量子自旋霍尔效应。在标准的霍尔装置中，我们发现了

一些纵向电阻和霍尔电阻均为分数的平台。这些奇异的电阻特征是由于系统中

同时存在相向传播的边态。



第第第五五五章章章 总总总结结结

本论文主要是通过非平衡格林函数理论研究了重费米子材料和磁性拓扑绝

缘体体系的量子输运性质。

第一章介绍了相关的研究背景。包括: 重费米子材料的简单介绍、近藤耦

合和RKKY机制、杂化图像，点接触谱和扫描隧道谱的简单介绍及其在重费米

子研究中的应用，拓扑绝缘体和量子反常霍尔效应的介绍。

第二章介绍了研究量子输运问题的常用方法――非平衡格林函数理论。我

们首先介绍了非平衡格林函数的定义以及无相互作用体系格林函数的计算方

法，然后推导了格林函数形式的普遍的正常态电流表达式。在此基础上，我们

给出了多端口Landauer-Büttiker公式，正常态“金属-金属”结和“金属-超导”

结的电流表达式。最后我们用一个Fano干涉效应的例子给出了如何应用非平衡

格林函数求解电输运性质。

在第三章，我们用一个简化模型模拟了重费米子材料点接触谱和扫描隧道

谱的量子输运行为。我们通过改变探针和端口的接触区域的耦合位形来模拟两

种端口，探讨了Fano干涉、空间路径干涉以及探针和样品的耦合强度对电子输

运的影响。我们发现在接触区域较大情形，空间路径干涉效应会导致电子到样

品中不同的布洛赫态的透射是动量依赖的。电导谱对应于第一布里渊区的加

权平均，从而会偏离态密度。更为重要的是杂化能隙两侧的电导会被压制。因

为点接触测量的接触区域较大，上述压制效应会在点接触电导谱中有所体现。

考虑到 f 电子被重整化到杂化能隙附近，我们认为点接触测量丢失了一些f电

子的信息。而扫描隧道谱的测量则对应于整个布里渊区等权重求和。我们研究

了Fano干涉导致的电导极小值特征及其与样品的能带结构的竞争和共存在电

导谱中的体现。此外我们发现在探针和样品耦合较强的情形，如果接触区域较

小，会在杂化能隙中形成电导峰。我们给出的计算电输运的公式是比较普遍

的，由于采用了格林函数的表达形式，可以方便的应用到其它类似体系的量子

输运研究中。

在第四章，我们研究了处在量子反常霍尔效应的磁性拓扑绝缘体薄膜的量

子输运性质。主要讨论了门电压和磁场对量子反常霍尔效应的影响。其中门电

压施加在样品的上下两个表面，在实际应用中这更容易对系统进行调控。门电
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压能够调控样品的费密能级，其上下表面的电压差则提供了空间反演非对称势

能项。首先在无磁场情形，我们研究了门电压对量子反常霍尔效应的影响，并

给出了相图。发现空间反演非对称势能项可以破坏量子反常霍尔效应，并在该

项极强时导致拓扑平庸的相。在适当的参数下也可以诱导类似量子自旋霍尔效

应的相。我们计算了磁场导致的朗道能级谱，发现在某些参数区间磁场也可以

诱导类似量子自旋霍尔效应的相。在霍尔装置输运测量中我们发现了一些奇异

的电阻平台，其纵向电阻和霍尔电阻的取值均为分数。这源于样品中同时存在

相向传播的边态。



附附附录录录 A 实实实空空空间间间格格格林林林函函函数数数的的的计计计算算算

A.1 一一一维维维链链链的的的表表表面面面格格格林林林函函函数数数

我们考虑一个最简单的一维链，原胞内只有一条轨道，哈密顿量中只有在

位能和最近邻跃迁项。

实空间哈密顿量如下，

H = ϵ0
∑
i

c†ici − t
∑
i

(c†ici+1 + h.c.). (A.1)

其表面格林函数可以通过Dyson方程计算，

Gr
00 = gr00 + gr00tg

r
11tG

r
00 = gr00 + gr00tG

r
00tG

r
00. (A.2)

其中 gr00 = 1
ω−ϵ0+i0+

= 1
ω̃+i0+

是孤立格点的格林函数，gr11 = Gr
00 是未耦合最外

层格点时的表面格林函数。直接解方程可以得到，

Gr
00 =

1±
√

1−4t2(gr00)
2

2t2gr00
. (A.3)

上式描述了多个解，除了这里要求的“推迟”格林函数，“超前”函数也可以

由上式给出，因为“超前”格林函数也满足公式（A.2）。由于“推迟”格林函

数虚部为负值，并考虑到解析函数所满足的希尔伯特变换（KK关系）导致

limω→∞ReGr(ω) ∝ 1
ω
，其具体形式可以写为，

Gr
00 =

ω̃ −
√
ω̃2 − 4t2

2t2
θ(|ω̃| < 2|t|) + ω̃ − sign(ω̃)

√
ω̃2 − 4t2

2t2
θ(|ω̃| > 2|t|), (A.4)

其中 ω̃ = ω − ϵ0。

A.2 准准准一一一维维维链链链的的的表表表面面面格格格林林林函函函数数数

对于准一维的链，矩阵形式的哈密顿量可以写为，

H =


H00 H01

H10 H11 H12

H21 H22 H23

H32 H33

 , (A.5)
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并满足周期性条件 Hii = H00，Hi,i+1 = H01。

如果H00和H01对易，那么二者可以同时对角化。取矩阵P 满足P †H00P =

Λ， P †H01P = T，Λ, T 是对角矩阵。则幺正变换为，

U =


P

P

P

P

 ，U †HU =


Λ T
T † Λ T

T † Λ T
T † Λ


由于 Λ, T 是对角矩阵，所以变换后的哈密顿量描述了 N 条孤立的一维链。变

换后的格林函数 g̃r 和原格林函数 gr 通过幺正变换联系，

gr = Ug̃rU †, (A.6)

表面格林函数满足 gr0,0 = P g̃r0,0P
†。

变换后的格林函数 g̃r 可以用附录A.1中的方法获得，然后通过幺正变换得

到要求的表面格林函数

A.3 三三三维维维半半半无无无限限限表表表面面面的的的格格格林林林函函函数数数

考虑最简单的三维半无限立方晶格。原胞内只有一条轨道，只考虑最近邻

跃迁。实空间的哈密顿量形式如下，

H = −t
∑
⟨ij⟩

c†icj = −t
∑
zxy

(c†z,x±1,yczxy + c†z,x,y±1czxy + c†z±1,xyczxy). (A.7)

平行于平面的动量是好量子数，对算符做傅里叶变换，

cz,x,y =
1√
N

∑
k

cz,kx,kye
i(kxx+kyy). (A.8)

得到新表象中的哈密顿量，

H =
∑
zkk̃

[ϵkx,kyc
†
z,kx,ky

cz,kx,ky − tc†z±1,kx,ky
cz,kx,ky ], (A.9)

其中 ϵkx,ky = −2t(cos kx + cos ky)。在新表象中的表面格林函数可以写为，

grk =
(ω − ϵk)−

√
(ω − ϵk)2 − 4t2

2t2
Θ(|ω − ϵk| < 2|t|)

+ (ω − ϵk)
1−

√
1− 4t2

(ω−ϵk)2

2t2
Θ(|ω − ϵk| > 2|t|). (A.10)
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实空间表面格林函数通过傅里叶变换得到，

gr(x1, y1; x2, y2) =
1

Nk

∑
kx,ky

grke
i(kx(x1−x2)+ky(y1−y2)). (A.11)

A.4 三三三维维维半半半无无无限限限无无无相相相互互互作作作用用用周周周期期期性性性Anderson晶晶晶格格格

这一部分考虑无相互作用的周期性Anderson模型，这里只考虑最近邻跃迁

的立方晶格，计算三维半无穷表面的实空间格林函数。

实空间哈密顿量由下式给出，

H = −tc
∑
⟨ij⟩σ

c†iσcjσ − µ
∑
iσ

c†iσciσ + ϵf
∑
iσ

f †
iσfiσ + V

∑
iσ

(f †
iσciσ + c†iσfiσ),(A.12)

其中 ciσ （fiσ）在格点 i 处湮灭一个自旋 σ 的导带（f 带）电子。V 则描述了
导带和 f 带的杂化。平行于表面有平移不变性，(kx, ky) 仍然是好量子数，可

以做傅里叶变换，

cxyz = 1√
Nk

∑
kxky

ei(kxx+kyy)ckx,ky ,z,

c†xyz = 1√
Nk

∑
kxky

e−i(kxx+kyy)c†kx,ky,z,

fxyz = 1√
Nk

∑
kxky

ei(kxx+kyy)fkx,ky ,z,

f †
xyz = 1√

Nk

∑
kxky

e−i(kxx+kyy)f †
kx,ky ,z

. (A.13)

变换后的哈密顿量变为，

H =
∑

z,kxky
[ϵ(kx, ky)c

†
kxkyz

ckxkyz − tc†kxky ,z±δzckxkyz

+ϵff
†
kx,ky,z

fkx,ky ,z + V(f †
kx,ky,z

ckx,ky ,z + h.c.)] (A.14)

其中 ϵ(kx, ky) = −µ− 2tc(cos kx + cos ky)。

对于一组确定的 (kx, ky)，哈密顿量是一条准一维链。下面给出该准一维链

的表面格林函数 Gr(kx, ky)。最外层格点和内层格点耦合，其满足的Dyson方程

如下，

Gr(kx, ky) = gr(kx, ky) + gr(kx, ky)T Gr(kx, ky)T Gr(kx, ky), (A.15)



74 重费米子材料和磁性拓扑绝缘体薄膜的量子输运研究

其中 T = diag(−t, 0)描述两个格点之间的耦合。gr(kx, ky)是孤立格点的格林

函数，满足

gr(kx, ky) =
1

ω −

(
ϵ(kx, ky) V

V ϵf

)
+ i0+

, (A.16)

其中导带格林函数分量是，

grcc(ω) =
1

(ω − V2

ω−ϵf
)− ϵc(kx, ky) + i0+

. (A.17)

由公式（A.15）可以导出导带格林函数分量满足的Dyson方程，

Gr
cc = grcc + grcc(−t)Gr

cc(−t)Gr
cc. (A.18)

由上式可以直接解出 Gr
cc，

Gr
cc =

1±
√

1−4t2(grcc)
2

2t2grcc
, (A.19)

其具体形式可以写出，

Gr
cc(kx, ky) =

ω̃ −
√
ω̃2 − 4t2

2t2
θ(|ω̃| < 2|t|) + ω̃ − sign(ω̃)

√
ω̃2 − 4t2

2t2
θ(|ω̃| > 2|t|),

(A.20)

其中 ω̃ = (ω − V2

ω−ϵf
)− ϵc(kx, ky)。

实空间的格林函数由傅里叶变换得到，

Gr
cc(x1, y1; x2, y2) =

∫ π

−π

dkxdky
(2π)2

ei(kx(x1−x2)+ky(y1−y2))Gr
cc(kx, ky). (A.21)

格林函数的 f 带和杂化分量可以由最外层孤立的 f 能级和和准一维链的其

它部分耦合的Dyson方程给出，

Gr
cf = Gr

ccVgr0f ,

Gr
ff = gr0f + gr0fVGr

ccVgr0f , (A.22)

其中 gr0f = 1/(ω − ϵf + i0+)是孤立的 f 能级的格林函数。
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