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摘 要

摘 要

在强关联电子系统中，电子间的库伦相互作用较大，主导了材料电子结构与

物理性质, 导致传统的能带理论失效。动力学平均场方法自 1992年创立起迅速

发展，为强关联电子领域重要的研究方法。

人们在过渡金属氧化物中发现了受压力、温度、以及掺杂调控的“绝缘体 −

金属”相变现象。对于NiO这一材料的绝缘性来源有材料磁性结构、Ni原子与O

原子的杂化、电子强关联效应等说法；本论文验证了其为一Mott绝缘体。SrVO3

的能带重整化系数由密度泛函理论的计算结果与理论结果差异较大；本论文使

用 DMFT的方法进行计算，与理论符合更好。

本论文应用的 DFT + Embedded DMFT Functional的方法，相比于普遍使用

的 DFT + DMFT方法，对近核的态计算更准确，运算量更低，结果波函数对称

性更高。将实际材料的 DFT计算与 Embedded DMFT强关联计算相结合，研究

了 NiO和 SrVO3 两种材料的电子结构与能带特征，并解释电子之间的强关联作

用在其中的作用。

关键词：密度泛函理论，动力学平均场，强关联材料计算
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Abstract

Abstract

For strongly correlated material, the coulomb interaction between electrons is rather

large, which dominates the electronic structure and physical properties of the material.

This leads to the traditional energy band theory failing to explain their properties. Since

its establishment in 1992, the dynamic mean field method has developed rapidly and

become an important research method in the field of strongly correlated materials.

”Insulator - metal” phase transition controlled by pressure, temperature and doping

has been found in transition metal oxides. To explain the insulativity of NiO, there are

hypothesis on the magnetic structure of the material, the hybridization between Ni and

O atoms, and the strong correlation effect. This paper verifies that NiO is a Mott insula-

tor. The band renormalization coefficient of SrVO3 calculated from density functional

theory is different from the theoretical result. In this paper, we used DMFT, which

result is in better agreement with theory.

In this paper, we used DFT + Embedded DMFT Functional, which compared with

the commonly used DFT + DMFT method, has more accurate calculation of near-core

state, lower operand, and wave function with higher symmetry. By combining the DFT

calculation with Embedded DMFT, the electronic structure and energy band character-

istics of NiO and SrVO3 materials are studied, and the role of the strong correlation

between electrons is explained.

Keywords: Density Functional Theory, Dynamic Mean Field Theory, Strongly Corre-

lated Material Calculation
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第 1章绪论

第 1章 绪论

1.1 实验背景

上世纪六十年代起，人们发现过渡金属以及镧、锕系元素的化合物呈现了许

多新奇的物理性质：

STEGLICH F.等人发现稀土元素化合物体 CeCu2Si2的静态自旋磁化率和低

温电子比热系数极大，不能由常规 BCS理论较好地描述 [1]，且其电子的有效质

量为自由电子质量的上百倍，由于这一性质，这一类材料之后被称为重费米子材

料。之后人们又发现了更多的重费米子材料，包括 UPt3[2]和 UNi2Al3[3]等。

人们发现发现锰氧化物如 LaMnO3 和 Tl2Mn2O7 展现出巨磁阻效应，即在

中等强度的磁场中，系统电子结构会由绝缘态转变为金属态。[4]

1986年，J. G. Bednorz和K. A. Miiller发现了陶瓷铜氧化物材料 BaxLa5−xCu5O5(3−y)

在 30K附近出现超导转变 [5]。之后更多、超导转变温度更高的化合物被发现，

比如 Schilling等人于 1993年发现的超导转变温度为 133K的汞基超导体 [6]。

1.2 方法处理

人们进一步研究发现，以上材料的特殊物性是由于其具有未填满的 d、f轨

道电子导致的。这些局域电子之间，以及和巡游电子之间存在很强的库仑相互作

用，以至于和电子与晶格相互作用、电子动能大小相近，导致传统理论的单电子

近似与微扰方法失效。

对于高温超导导体的性质不能由经典的 BCS理论 [7]解释。这是因为 BCS

理论建立在近自由电子的假设上的，即假设电子－声子作用比较弱，对于上述实

验中的 CeCu2Si2等电子-电子相互关联效应强的材料失效。为了考虑电子间的库

仑相互作用，人们建立了共振价键理论 [8]、自旋与电荷分离理论 [9]等。

为了解释过渡金属氧化物如 NiO、CoO等的绝缘性，Mott提出了“Mott绝

缘体”的概念 [10]。Mott绝缘体分为两类：以铜氧化物为例的电荷转移型，和

Mott-Hubbard型 [11]。后来人们发展了 Hubbard模型 [12]和引入了二阶微扰项

的 t-j模型 [13]，用于描述Mott绝缘体材料。如今描述强关联电子体系的常用的

模型哈密顿量还有：s-d交换模型、单杂质 Anderson模型和周期性 Anderson模

型。对模型的详细介绍见2.2

1
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除了上文所述的模型哈密顿量的研究方法，人们还应用了更能揭示材料的

物理本质的第一性原理计算进行研究。第一性原理为从原子核、电子相互作用的

量子力学基本原理出发，经过一些近似后直接求解薛定谔方程的算法。这种算

法只输入原子序数、原子位置等基本参量，而不输入其它实验测量值与半经验参

量 [14]。为了简化计算，我们需要进行一系列的近似，其中就有建立在波恩海默

近似上的密度泛函近似计算方法（DFT）。其假设原子核固定，电子以相对质量

在晶格中运动；电子电荷密度可以完全描述观测的物理量。DFT方法对主族金

属单质如铝这类电子间相互作用的体系得到了与实验符合极好的结果。对化合

物的计算 Ven等人用 DFT方法计算了 Li-掺杂化合物材料的插入势，预测了新的

相的产生 [15]，但 DFT算法计算得到的过渡金属氧化物插入势要低于实验测量

值。人们在 DFT的基础上加入了关联项 U，更好地考虑了电子间的库仑相互作

用。Zhou F等人比较了 DFT与 DFT+U的方法，认为这是由于没有考虑电子电

子强相互作用导致的，并计算了 LixM2O4等过渡金属氧化物的插入势（insertion

potential），更好地符合了实验结果，说明了之前计算结果的不准确是由于没有考

虑强关联作用造成的 [16]。密度泛函理论不仅应用于晶体材料电子结构的计算，

也在计算化学中得到了广泛的应用。纪云等人使用密度泛函理论对卟啉及其衍

生物进行了计算，优化了其分子构型，确定了分子的反应活性中心 [17]。

在使用 DFT理论进行计算时，需要对哈密顿量采取进一步近似。较常用的

近似，局域密度近似（LDA和 LSDA）[18]在电荷密度随空间波动较大的体系下

不够准确；于是人们在 LDA基础上考虑临近区域的电子密度，得到了广义密度

近似（GGA），[19]等人使用 GGA近似计算了 YBa2Fe3O8 材料的基态磁性为反

铁磁，且为一“电荷转移绝缘体”，与实验相符。之后人们构造了更加精确的近

似方法元广义梯度近似（meta-GGA）和杂化泛函（HYF）[20]。

然而，密度泛函理论计算（DFT）的假设中，单电子近似对基础的在电子-电

子相互作用比较强的体系下不再适用，局域密度近似对电荷密度在空间中波动

较大的体系不适用。比如DFT计算无法得出硫化钚在费米面附近的能隙，Suzuki

等人通过 LDA+DMFT算法，发现考虑电子间相互作用后钚的 5-f电子轨道与导

带轨道的杂化作用增强，导致了能隙的产生 [21]。Georges等人将 Hubbard模型

映射到单杂质 Anderson模型，建立了动力学平均场方法 [22]。Anderson模型的

格林函数可以精确求解，DMFT将其与实际材料的晶格模型对应，更加确切地反

映了材料的电子结构。Ishida用 DMFT计算了 SrVO3晶体的 SrO截面和 VO2截

面的电子结构，得到了其表面的电子关联效应要大于内部的结论，与实验一致

2
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[23]。之后，将 DMFT方法与 DFT算法得到的实际晶格模型结合的 DFT+DMFT

方法被发展出来，其中 DFT + Embedded DMFT方法将 DMFT与 DFT算法相结

合，并使用了 APW+lo作为基矢，近核的态计算更准确；选取了中心在原子核，

具有中心对称性的投影方法链接坐标空间与倒空间，使得运算量更低、结果对称

性更好。Kristjan Haule等人为了验证这一方法，对 CeIrIn5、CeCoIn5和 CeRhIn5

三个材料进行了计算，得到在 CeRhIn5中 Ce的 4f电子局域性最强，且得到了

DFT方法没有得到的 CeRhIn5的 Neel转变温度为 3k[24]。

DMFT算法中求解单杂质 Anderson模型的局域格林函数时我们需要用到杂

质模型求解器。Hirsch等人于 1986年提出了量子蒙特卡洛方法 [25]，又由 Jarrell

等人引入到了动力学平均场的计算的领域中。Hirsch-Fye方法将虚时 τ ∈ (0, β)N

等分，但在低温强关联的情况下，格林函数的斜率在端点 0和 β处很大，而中间

很小。这就导致在端点附近需要更多的虚时点进行描述，使算法在温度依赖的物

理量计算上适用性较差。而连续时间的蒙特卡洛方法对图形展开项进行取样，从

而避免了对时间的分立化。其中 Handscomb方法对配分函数指数项中的 βH 进

行展开，但会导致负符号的数学问题无法解决 [26]。人们后来发现，在杂质模型

中，负符号问题的影响可以得到改善，其中包括本文使用的基于段表示算法的强

耦合展开杂质求解器（CTQMC）[27]。这一方法的微扰展开收敛速度随 U增大

而加快，且可以考虑不同温度下材料的性质。

本论文使用 DFT + Embedded DMFT方法，对 NiO与 SrVO3 材料的电子结

构进行了计算，并将分析得到的结果与实验进行了比较。本论文的主要内容为：

第二章介绍了密度泛函理论与动力学平均场理论的相关公式推导，并简要

说明了动力学平均场理论的计算流程。

第三章对 NiO与 SrVO3 材料进行了计算，并分析计算结果，与实验和前人

的结果进行了比较。

第四章是对全文进行了总结，以及对之后研究内容的展望。
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第 2章 理论部分

2.1 DFT算法

下面介绍本文使用的密度泛函理论 (DFT)计算方法的原理与具体算法。

准确的多电子体系哈密顿量可以写成

Ĥ = −ℏ
2

2

∑
i

∇ ®Ri
2

Mi

−ℏ
2

2

∑
i

∇2
®ri

me

− 1

4πϵ0

∑
i, j

e2Zi��� ®Ri − ®rj
���+ 1

8πϵ0

∑
i,j

e2��®ri − ®rj
��+ 1

8πϵ0

∑
i,j

e2ZiZ j��� ®Ri − ®Rj

���
(2.1)

其中前两项分别为原子核动能和电子动能，后三项分别为电子原子核之间的库

伦相互作用势能，电子-电子间库仑相互作用势能，和原子核之间的相互作用势

能。Mimi 分别为原子核和电子质量， ®Ri ®ri 分别为原子核和电子坐标。在此哈密
顿量的基础上，我们做如下近似：

• Born-Oppenheimer近似：因为原子核质量远大于电子质量，近似认为原

子核固定，电子取相对质量，多电子体系在原子核形成的势场中运动。

Ĥ = T̂ + V̂ + V̂ext (2.2)

其中 T为电子的总动能；V为电子间相互作用能；Vext 为电子与晶格的库仑相

互作用势能。

• Hohenberg-Kohn 定理：相互作用电子系统的物理量可以看作是电荷密

ρ(r)的一个泛函，即

⟨Ψ|Ô |Ψ⟩ = O[ρ] (2.3)

• 单电子近似：将多电子体系的运动，近似看为一个单电子在晶格和其它电

子形成的等效势场中的运动。

在以上三个近似下，我们将薛定谔方程中的哈密顿量写作

ĤKS = T̂0 + V̂ext + V̂H + V̂xc (2.4)

其中 T̂0 描述自由电子动能，V̂ext 描述单电子在晶格原子核形成的势场中的库伦

势能，V̂H 为电子相互作用的近似势场，V̂xc 为交换-关联作用项，为了修正由于

电子的可交换性，以及由于电子之间存在相互作用导致的前面的哈密顿量的不

准确。我们从而得到 Kohn-Sham方程：
[
−∇2 −∑

I
2ZI

|r−RI | + 2
∫

ρ(r′)
|r−r′ |dr

′ + Vxc(r)
]
ϕi(r) = ϵiϕi(r)

ρ(®r) = ∑N
i=1 ϕi(®r)∗ϕi(®r)

(2.5)
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其中 ϕi 是 ρ的一组展开基,称为“准粒子波函数”，不是单电子波函数。ϕi 满足

上式的薛定谔方程。由于薛定谔方程中 V̂H 和 V̂xc 项，即
∫

ρ(r′)
|r−r′ |dr′ +Vxc，与电荷

密度 ρ有关，所以在计算能量本征值与准粒子波函数时我们采用自洽迭代的方

法。

我们先输入一个函数 ρ0(r)作为试探电荷密度函数，计算出 V̂H 和 V̂xc项，带

入薛定谔方程，可以解出一组能量本征态 ϕi，通过这些本征态构建新的电荷密

度函数 ρ1(r)。用新的电荷密度函数重新计算 V̂H 和 V̂xc 项，重复以上步骤，直到

∀r，ρn(r)− ρn−1(r)足够小。此时自洽解出的准粒子波函数、电荷密度、能量本征
值为近似的薛定谔方程2.5的解。

哈密顿量2.4前三项均已有确切的表达式，对于第四项 V̂xc需要进行近似。目

前常用的近似方法有：

• 局与密度近似（LDA、LSDA）：

Exc[ρ] =

∫
ρ(r)εxc(ρ)dr (2.6)

其中 εxc(ρ(r))为对于每一点 r，假设其位置的电子处于该点电荷密度 (ρ(r))的均

匀电子气中，求得的交换-关联能量密度。LSDA方法加入了自旋，交换-关联项

写作：

Exc [ρ↑, ρ↓] =

∫
ρ(r)εxc (ρ↑, ρ↓) dr (2.7)

• (LDA+U）：在局与密度近似的基础上，加入了同一格点同一轨道上的两

个自旋相反的 d电子之间的库仑相互作用项
∑

i Uni↑ni↓

• 广义梯度近似（GGA）：在局与密度近似的基础上考虑了临近区域的电子

密度，

Exc[ρ,∇ρ] =
∫

ρ(r)εxc(ρ,∇ρ)dr (2.8)

• 杂化泛函（HYF）：关联项 Ec 仍旧沿用广义梯度近似 GGA中的表达式；

而交换部分 Ex 为多体理论推导出的严格交换项。

本文 DFT理论计算使用了以上近似中 LDA与 LDA+U两种方法。

2.2 模型 Hamilton量

对于一个多电子体系模型，我们将电子的总能量分为动能部分和势能部分，

即将哈密顿算符写作

Ĥ =

∫
d3xψ̂†(x)T(x)ψ̂(x) + 1/2

∫
d3xd3x ′ψ̂†(x)ψ̂†(x ′)V(x, x ′)ψ̂(x ′)ψ̂(x) (2.9)
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其中

ψ̂(x) =
∑
k

ψk(x)ck (2.10)

ψ̂†(x) =
∑
k

ψ∗
k(x)c

†
k

(2.11)

c†
k
为电子的产生算符，ck 为湮灭算符

2.2.1 Hubbard模型

H =
∑
i j,σ

ti jc
†
iσcjσ + U

∑
i

ni↑ni4 (2.12)

其中 i和 j为晶格的格点指标，σ为电子自旋指标，c† 与 c分别为电子的产生与

湮灭算符，n为电子占据数算符，ti j 为跃迁矩阵元，U为 Coulomb相互作用参

数。上式第一项为跃迁项，又称为动能项，主要描述在最近邻的格点之间的跃

迁。上式右端第二项为势能项，计算同在第 i个格点上的具有相反自旋的电子之

间的相互作用。

当 U较小时，为弱耦合，可以不考虑电子之间库仑相互作用，只有电子在

各点之间的自由跃迁项，相当于标准的巡游磁性模型。

当 U较大时，为强耦合，可近似为 t-J模型2.13

H = t
∑
i j,σ

c̃†iσ c̃jσ + J
∑
i j

Se
i Se

j (2.13)

其中自旋算符

Se
i =

∑
σσ′

c†iσsσσ′ciσ′ (2.14)

Hubbard模型的格林函数 格林函数定义式为2.15

g12 (τ − τ′) := −⟨Tτ f1(τ) f †2 (τ′)⟩ = −θ (τ − τ′) ⟨ f1(τ) f †2 (τ′)⟩+θ (τ′ − τ) ⟨ f †2 (τ′) f1(τ)⟩
(2.15)

其中 f1和 f2为费米子算符，θ 为函数

θ (τ − τ′) =


1 if τ > τ′

0 if τ < τ′
(2.16)

Hubbard模型的格林函数形式如式2.17

Glat(k, iωn) =
1

iω + µ − ϵ(k) − Σ(k, iω)
(2.17)
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当体系足够大，配分数趋近于无穷大时，局域格林函数可以写为2.18[28]

Glat,ii(iω) =
∑
k

1

iω + µ − ϵk − Σ(iω)
(2.18)

2.2.2 单杂质 Anderson模型

单杂质 Anderson模型考虑在自由电子气体背景中的一个杂质格点，将电子

分为传导电子（如外层 s电子）和局域电子（内层电子、d、f电子）。传导电子

可以在格点之间跃迁，但不考虑其之间的库仑相互作用；局域电子只处于杂质格

点上，与格点上相反自旋的局域电子存在库仑相互作用；局域电子与巡游电子之

间存在交换作用。单杂质 Anderson模型哈密顿量可以写作2.19

Himp =
∑
i jσ

ti jc
†
iσcjσ +

∑
iσ

(Vic†d†
σdσ + Und↑nd↓) (2.19)

其中等式右边第一项表示巡游电子（c电子）动能，i , j 时表示自旋为 σ 的电

子从序号为 j的格点跃迁到序号为 i的格点上所具有的动能，i=j时表示自旋为 σ

的电子处于 i格点的轨道上所具有的轨道动能。

第二项为杂化项，及局域电子（d电子）与巡游电子交换项，从表达式直观来看，

表示有自旋为 σ 的电子从序号为 j的格点跃迁到杂质的格点上，同时另一自旋

为 σ的电子从杂质的格点跃迁到序号为 j的格点上的项。

第三项为 d电子在杂质格点处的动能项。

第四项表示同在杂质格点的自旋相反的两个局域电子之间的库仑相互作用。

单杂质Anderson模型的格林函数 由格林函数定义2.15可将单杂质Anderson模

型的格林函数写作
gdd (iωn) =

[
iωn − ϵd + µ −∑

k
|V(k) |2

iωn−ϵk+µ
− Σdd(iω)

]−1
G−1

0 (iωn) = iωn + µ − ϵ(k)
(2.20)

其中第一个式子为杂质格点上 d 电子-d 电子格林函数，第二个式子为 c 电子-c

电子，即无相互作用电子的格林函数。

2.3 DMFT框架

欲通过可以求解的单杂质Anderson模型 (Anderson impurity model)近似计算

晶体精确的晶格模型（lattice model）。在配分数趋于无穷时，我们可以将杂质模

型的自能 Σ和格林函数 G与晶格模型对应 [28]。对应公式2.17和2.20,即用杂质
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图 2.1 DMFT算法框架

模型的杂化项 δ和 ϵd 拟合由WIEN2k通过第一性原理计算出的色散关系 ϵd，从

而将两者的格林函数形式对应起来。

具体算法过程为：

• 给出任意尝试函数 G0,imp 作为无相互作用 Σ量的格林函数

• 应用量子蒙特卡洛杂质求解器算法（CTQMC）得到计算相互作用的格林

函数

Gimp (τ − τ′) =
⟨
T d(τ)d† (τ′)

⟩
simp

(2.21)

• 通过Gimp和G0,imp两者倒数相减得到单杂质 Anderson模型中的相互作用

量 Σimp

• 将单杂质 Anderson模型中的相互作用量 Σimp赋值给晶体模型中的相互作

用量 Σlattice

• 在晶体模型中通过相互作用量 Σlattice 解出格林函数

Glat,ii(iω) =
∑
k

1

iω + µ − ϵk − Σ(iω)
(2.22)

• 再由自能函数定义式2.23

Σ(iω) = G−1
0 (iω) − G−1(iω) (2.23)

解得晶格模型下的无相互作用的格林函数 G0,lat 对应回杂质模型，进行迭代，直

至收敛。
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2.4 DFT与 DMFT结合

我们通过局域的虚时格林函数与自能函数的形式将两个算法连接起来。我

们先通过 DFT算法2.1计算得到单电子近似，即不考虑电子间相互作用的电子波

函数、能量本征值、以及电荷密度函数；再通过 DMFT算法2.3得到自能函数和

局域格林函数，再输入回 DFT算法迭代以上步骤至收敛。

为了更准确地计算芯态电子的态密度，我们将内层电子与价态电子分开计

算，再相加得到总的电荷密度函数。我们选取展开基2.24，其在离原子核较近处

电子轨道性强，取球谐函数进行展开；离原子核较远处电子巡游性较强，取平面

波函数进行展开。

ϕ
®k
®K(®r) =


1√
V

ei(®k+ ®K)·®r ®r ∈ I∑
ℓ,m Aα, ®k+ ®K

ℓm uα
ℓ

(
r ′, Eα

1,ℓ

)
Y ℓ
m (r̂ ′) ®r ∈ Sα

(2.24)

因为 DFT 循环的运算速度要快于 DMFT 循环，故我们设定每做三次上述

DFT 循环，进行一次 DMFT 循环。在将 DFT 的能量本征值 εDFT(k) 结果交给

DMFT时我们进行计算

Gσl,σ′m(iω) =
∫

dk
(2π)d

(
1

iω − εDFT (k) + µ −∑
(ω)

)
(2.25)

从而得到用于 DMFT计算的格林函数。其中 iω为自变量，εDFT (k)为 DFT的输

出结果，µ为化学势，Σ(ω))为上一轮 DMFT循环得到的自能函数（若是第一次

进行 DMFT循环，则为输入的试探自能函数）。

完成 DMFT循环后，通过局域格林函数得到考虑了自能的波函数与能量本

征值，将它们输入 DFT循环，如上使用两个循环反复迭代至收敛。

2.5 CTQMC

在上述 DMFT算法中，我们需要求出单杂质 Anderson模型中的 d电子-d电

子格林函数

Gdd(τ − τ′) = ⟨T dσ(τ)d†
σ(τ

′)⟩simp

才能求出杂质模型中的自能函数 Σimp 下面介绍本文计算使用的杂质模型求解器

所用到的 CTQMC算法。
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2.5.1 配分函数的展开

我们对单杂质 Anderson模型的哈密顿量进行分解。单杂质 Anderson模型哈

密顿量为

H =
∑
i j,σ

ti jc
†
iσcjσ + ϵd

∑
iσ

nd
iσ + U

∑
i

nd
i↑n

d
i↓ +

∑
i j,σ

(Vi jc
†
iσdjσ + V∗

i jciσd†
jσ) (2.26)

我们将巡游电子 c电子的能量项，即上式的第 1项定义为 Hbath，它描述了无相

互作用的巡游电子的动能，即无相互作用粒子的哈密顿量；将局域电子 d电子能

量项，即上式的第 2、3项定义为局域哈密顿量 Hloc，它描述了 d电子-d电子之

间的库仑相互作用与 d电子的轨道动能；并为了方便，将以上 Hbath + Hloc 统称

为 H1。将第四项，d电子与 c电子的交换项定义为杂化项 Hhyb，由于 Hhyb 为两

个互为埃尔米特共轭的算符之和，故分别定义

H̃hyb =
∑
i jσ

Vi jc
†
iσdjσ (2.27)

H̃†
hyb

=
∑
i jσ

V∗
i jd

†
jσciσ (2.28)

配分函数

Z := Tr
[
e−βH

]
= Tr

[
e−βH1eβH1e−βH

] (2.29)

在相互作用表象和薛定谔表象的表象变换公式为：

O(T)int = eτH0Oi
se

−τH0 (2.30)

其中算符 H0为无相互作用下的哈密顿量，在杂质模型中相当于 c电子的哈密顿

量 Hbath；Oint 为相互作用表象下的算符，在单杂质 Anderson模型中可替换为 c、

d电子的产生湮灭算符，H、Hhyb等哈密顿量及其分解式的算符；Os为对应算符

在薛定谔表象下的形式，薛定谔表象下算符不含时。

将 (2.29)换成相互作用表象，由于 H1的两个部分，Hbath 与自己对易，Hloc

由 d电子的产生压灭算符构成，而 c电子和 d电子的产生湮灭算符作用于不同态

子空间上，所以对易。所以可以将指数上 βH1的部分提出来。

对 eβH1e−βH 的指数项做算符的泰勒展开可以得到

eβH1e−βH = T̂ e−
∫ β

0
dτH2(τ) (2.31)
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再将 H2视作微扰对 Z展开，可得

Z =
∑
k

∫ β

0

dτ1 . . .
∫ β

0

dτk
(−1)k

k!
Tr

[
e−βH1TH2 (τk) H2 (τk−1) . . .H2 (τ1)

]
(2.32)

因为求矩阵的迹这一操作相当于求

Tr(O) =
∑
n

⟨n|Ô |n⟩ (2.33)

由于基矢 |n⟩ 互相正交，所以需要 Tr内的 c电子的产生算符和湮灭算符数

量相等，d电子的产生算符和湮灭算符数量相等，即 H̃hyb 和 H̃†
hyb
的个数相等。

其余项对 Tr没有贡献。于是有

Z =
∞∑

k=0

∫ β

0

dτ1 . . .
∫ β

τk−1

dτk
∫ β

0

dτ′1 . . .
∫ β

τk′−1

dτ′k Tr[e−βH1T H̃hyb (τk) H̃†
hyb

(τ′k) . . .

H̃hyb (τ1) H̃†
hyb

(τ′1)]

(2.34)

再代入2.27，c、d电子产生湮灭算符作用于不同态子空间上，互相对易，将

c、d电子算符分离可得

Z =
∞∑

k=0

∫ β

0

dτ1 . . .
∫ β

τk−1

dτk
∫ β

0

dτ′1 . . .
∫ β

τk′−1

dτ′k
∑

i1 .. .ik , i
′
1
.. .i′

k
j1 . . . jk , j

′
1
. . . j′

k

Vi1 j1V
∗
i′1 j

′
1
. . .Vik jkV∗

i′
k
j′
k

Trd
[
e−βHlocT djk (τk) d†

j′
k
(τ′k) . . . dj1 (τ1) d†

j′1
(τ′1)

]
Trc

[
e−βHbathT c†ik (τk) ci′

k
(τ′k) . . . c

†
i1
(τ1) ci′1 (τ

′
1)
]

(2.35)

先分析其中 c电子的部分∑
i1 . . .ik , i

′
1
. . .i′

k
j1 .. . jk , j

′
1
.. . j′

k

Vi1 j1V
∗
i′1 j

′
1
. . .Vik jkV∗

i′
k
j′
k

Trc
[
e−βHbathT c†ik (τk) ci′

k
(τ′k) . . . c

†
i1
(τ1) ci′1 (τ

′
1)
]

(2.36)

因为配分函数等于各个态概率的求和，每个态有占据（贡献概率 e−βϵα）或

不占据（贡献概率 1）两种可能，所以 c电子部分的配分函数表达式可以写作：

Zbath = Tr e−βHbath =
∏
α

(
1 + e−βϵα

)
(2.37)
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代入式2.35可以将配分函数写成如2.38形式

Z = Zbath

∞∑
k=0

∫ β

0

dτ1 . . .
∫ β

τk−1

dτk
∫ β

0

dτ′1 . . .
∫ β

τk′−1

dτ′k∑
b1...bk

∑
b′
1...b

′
k

Trd
[
e−βHlocT dbk

(τk) d†
b′
k
(τ′k) . . . .db1 (τ1) d†

b′
1
(τ′1)

]
detM−1

(2.38)

相当于对每一个位型 (dτ1 . . .
∫ β

τk−1
dτk

∫ β

0
dτ′1 . . .

∫ β

τk′−1
dτ′k),加权 ω求平均。其

中

ω = FD (2.39)

其中

F := ωloc = Trd
[
e−βHlocT dbk

(τk) d†
b′
k
(τ′k) . . . db1 (τ1) d†

b′
1
(τ′1)

]
(2.40)

D := ωdet = detM−1 (2.41)

之后我们用段表示算法得到满足权重 ω 的位型 (dτ1 . . . dτkdτ′1 . . . dτ′k) 的集

合。

2.5.2 段表示算法

段表示算法是建立在蒙特卡洛方法和Metropolis方法上的。首先我们先对这

两个方法进行介绍。

蒙特卡洛积分

物理量的测量值 I可以表示为∫ b

a

f (x)dx =

∫ b

a

dxw(x)
f (x)
w(x)

= ⟨ f /w⟩ (2.42)

可以表示为离散形式
1

N

∑
t

f (t)
w(t)

(2.43)

其中 t满足 w(t)分布。我们可以产生满足 w(t)分布的 N个 tn 值，即可计算积分

值。

Metropolis方法

Metropolis方法建立的最初目的是在 Ising模型下产生符合玻尔兹曼分布的

构型集合。对于比较简单的分布，比如均匀分布和指数分布，可由简单的概率变

量替换方法得到。而由于当有保守外力（如重力场、电场等）作用时，气体分子
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的空间位置就不再均匀分布了，不同位置处分子数密度不同。玻尔兹曼分布律是

描述理想气体在受保守外力作用、或保守外力场的作用不可忽略时，处于热平衡

态下的气体分子按能量的分布规律。由于玻尔兹曼分布的概率函数在不同能量

值概率处取值不同，大部分构型接近基态（低能量）而其概率较低，故不能直接

随机选取构型进行计算。具体步骤如下：

• 我们先随机定义一个初始构型 αk = S1, S2,…, SN

• 随机反转一个自旋 Si，构建成“实验构型”αtry（trial configuration）并计

算“实验构型”的能量 E(αtry)

– 若 E(αtry) < E(αk)，接受“实验构型”，将 αk+1定义为 αtry

– 若 E(αtry) > E(αk)，以 p = e (−(Etry −Ek)/kT)的概率，接受“实验构型”。

具体操作为：计算 p = e (−(Etry − Ek)/kT),产生（0,1）之间的随机数 r，若

r≤p，则接受“实验构型”，将 αk+1定义为 αtry；若 r>p，则拒绝“实验构型”，将

αk+1定义为 αk。

• 不断翻转、判断接收直至相对稳定后得到一个最终构型 αN

• 重复以上所有步骤，得到的“最终构型”们，即满足玻尔兹曼分布

段表示算法

下面我们介绍 CTQMC 所使用的段表示算法。我们的目标是得到满足权

重2.39的位型的集合。我们将每一个位型表示为如2.2的图形。其中，将每个产

图 2.2段表示图例

生算符对应的 τ′k 表示为一个实心点，表示一个段的开始；每个湮灭算符对应的

τk 表示为一个空心点，表示一个段的结束。自旋向上与自旋向下分别对应一条

长度为 β的线段，也就是虚时的积分区间。我们可以得到权重 ω中的因子 ωloc

为

ωloc = Trd
[
e−βHlocT dbk

(τk) d†
b′
k
(τ′k) . . . db1 (τ1) d†

b′
1
(τ′1)

]
= eµ

∑
j L j−

∑
i< j(Ui jOi j)

(2.44)
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其中 i、j为段的指标，指数项中第一项为所有段的长度求和，第二项为库伦

相互作用能Ui j 乘上两条段的重叠长度 Oi j。相比于产生 Ising模型下玻尔兹曼分

布，我们对于一个初始位型，发生该特定变化具有一个概率，且这个概率与初始

位型和变化均有关。在之前的模型中，因为每次翻转的发生概率都是总格点数的

倒数所以没有放入计算。我们将这一新加入的发生概率定义为W prop，而通过计

算能量判断这一位型是否接受的接受概率为Wacc。

我们通过Markov过程收集位型。即不断变化位型，每隔 n次变化对位型进

行计算接受概率的操作，判断是否接受这一位型。这样得到的位型集合是有效的

条件为：

• 遍历性，即任选两个状态 α1、α2总可经过有限步从一个跃迁至另一个

• 细致平衡条件，即平衡状态下，任两个状态之间互相跃迁的概率相等

由细致平衡条件可知

p(x)W prop
xy Wacc

xy = p(y)W prop
yx Wacc

yx (2.45)

下面我们来推导已知位型概率 p(x) 和发生概率 W prop
xy 后的接受概率 Wacc

xy

形式。

由公式2.45，我们令

R :=
Wacc

xy

Wacc
yx

=
p(y)W prop

yx

p(x)W prop
xy

(2.46)

设

Wacc
xy = f (R) (2.47)

由公式2.46知其中的 f(R)需要满足

f (R)
f (1/R)

= R (2.48)

我们取其形式为 f (R) = min[1, R]

我们采用的变换形式有：插入、删除段或反段，四种情况。我们以插入段为

例计算接受概率的形式。

p(y)

p(x)
部分为 ωlocD 的比例，即 Dk+1

Dk
eµ∆l−δovlpU 其中第一项为行列式 D的比

值，指数项为 ωloc 的比值，∆l为插入段后总段长度的变化值，δovlp 为两自旋重

合的段的长度变化值。

至于发生特定变化的发生概率：
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• 插入过程中我们首先要在空段上找一点插入产生算符，概率为 1/β 再在

插入的产生算符后面的空段上插入一个湮灭算符，假设剩的空段长度为 lmax，我

们得到插入概率为 1/lmax，两概率相乘得到 1/βlmax

• 删除过程中我们要在 k+1个段中选一个删除，概率为 1/(k+1)

将两个概率相除我们得到

R =
Dk+1

Dk

eµ∆l−δovlpU βlmax

k + 1
(2.49)

即

Wacc
add = min

[
Dk+1

Dk

βlmax

k + 1
eµ∆l−δovlpU, 1

]
(2.50)

同理我们得到

Wacc
rm = min

[
Dk−1

Dk

k
βlmax

e−µ∆l+δovlpU, 1

]
(2.51)

Wacc
addanti = min

[
Dk+1

Dk

βlmax

k + 1
e−µ∆l+δovlpU, 1

]
(2.52)

Wacc
rmanti = min

[
Dnew

Dold
eµ∆l−δovlpU, 1

]
(2.53)

以上公式中的行列式部分 D 可以由 Sherman-Morrison-Woodbury 公式计算

得到 [29]
detMold

detMnew

=
1

p
= ∆nn −

∑
l′<n

∆nlMold
ll′ ∆l′n (2.54)

我们通过上述过程得到了满足2.39的位型的集合，对他们加权求和可得到配

分函数 Z，从而可以求出格林函数与杂化函数的形式，用于循环2.3。
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第 3章 材料计算

3.1 NiO材料

3.1.1 材料性质

NiO 晶体晶格对称性为 cF8，基态为反铁磁，绝缘体，反铁磁转变温度为

523K，高于 523K时体现为顺磁性 [30]。在 240 GPa左右下，NiO发生金属-绝缘

体转变 [31]。

顺磁状态下，在周围原子的作用下，Ni的五条简并 d轨道分裂为两组：t2g

和 eg，其中 t2g包含三条简并轨道，eg两条。在反铁磁状态下，每个 O原子两

侧的 Ni原子自旋相反，晶胞结构如图3.1 [32]。由于对不同格点引入自旋后改变

了对称性，导致反铁磁状态下 Ni的 d轨道分裂为三组：dxz 和 dyz，dz2，dx2y2 和

dxy。

图 3.1反铁磁性时 NiO的晶胞 [32]

Ni原子最外层电子排布为 3d84s2，NiO中的 Ni为 +2价，故我们考虑的 d

轨道一共有 8个电子。实验测量得到的带隙约为 4.0至 4.3eV[33]

3.1.2 研究背景

Terakura等人的 LDA计算得到 NiO是一个导体材料，与实验中 0K下 NiO

为绝缘体材料的结果不符 [32]。对导致 NiO绝缘性的原因的猜测主要有以下几

种：

1. 由 NiO的反铁磁性导致

Terakura 经过 LDA 计算认为，是晶格结构与磁性结主导了 NiO 的绝缘性，

这一材料为一能带绝缘体（band insullator)[34]。

2. 电子之间的强关联相互作用导致
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Anisimov计算了在紧束缚近似 LDA（constrained LDA calculation）下 U值

大小约为 7-8eV左右 [35]；而对完全势的的计算的结果认为 U应该小于 4eV。

3. 由于 Ni的电子轨道与与 O的轨道杂化导致

Sawatzky认为，NiS也存在 d电子-d电子强相互作用，但仍为一导体 [36]。

Kuo等人使用 LDA+U的方法，计算了 Hubbard U取 7.0，杂化函数 δ 在 3.0至

8.0范围内调节时的态密度，发现 δ 比 U要小，说明 δ 的大小主导者能隙宽度，

得到了 NiO是电荷转移绝缘体（charge-transfer insulator）的结论 [37]。

本文欲验证 NiO的绝缘性是由电子之间的强关联作用导致的。

3.1.3 数值计算结果与分析

首先，通过 LDA近似下的计算，我们得到 NiO顺磁性时的态密度图像3.2a。

WIEN2k 软件的顺磁性计算在计算自旋向上的电子和自旋向下的电子本征态和

本征值之后，将两者取平均作为顺磁下的能量本征态和本征值，用于计算态密度

与能带，即强制使自旋向上的电子态密度与自旋向下相等。

(a)使用 LDA方法计算得到的，顺磁

性时 NiO电子的态密度图像

(b)使用 LDA方法计算得到的，顺磁

性时 NiO的 d轨道电子填布状态

Ni2+最外层有 8个电子,通过对 NiO态密度图像3.2a的分析，我们得到 NiO

能级分裂后如右图所示的电子排布图。其中 t2g轨道上的态均在费米面以下，即

全部占满，其余 2个电子占据在 eg轨道上。态密度在费米面处不为零，说明计

算结果为一导体。反映在电子排布图上，eg轨道上的电子可以跃迁到临近 Ni格

点空的 eg轨道上。由于两条 eg轨道能量是简并的，而且算法假设电子与电子之

间没有相互作用，所以这一跃迁过程不需要能量激发，反映出的性质为导体材

料。这一计算结果与实验测量到的 NiO为绝缘体不符。

考虑到 NiO在零温下为反铁磁体，我们对反铁磁下的 NiO的基态进行了计

算。WIEN2k软件对反铁磁材料的计算是通过将自旋向上的 Ni原子和自旋向下
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的 Ni原子作为两种原子，分别定义自旋，用Materials Studio软件重新建立 cif结

构文件，再输入WIEN2k软件计算轨道能量本征值与本征态。得到结果如图3.3

图 3.3使用 LDA方法计算得到的，反铁磁性时 NiO电子在自旋向上的 Ni原子格点上的态

密度图像。左图为自旋向上电子的态密度图；右图为自旋向下电子的态密度图

由于材料的对称性，我们只列出了自旋向上的格点上的态密度。由图可见，

态密度图像于费米面处为零，即结果为绝缘体。我们先分析自旋向上的格点。其

中自旋向上的态均在费米面以下即全部占满；自旋向下的电子态密度图中 dxy和

dx2y2 轨道上的态均在费米面以下，即全部占满；其余 1个电子在 dz2 轨道上。从

而得到 NiO能级分裂后如图3.4所示的电子排布图。

图 3.4使用 LDA方法计算得到的，反铁磁性时 NiO的 d轨道电子填布状态

dxz 和 dyz 两条简并轨道上的电子在跃迁到临近 Ni格点的 dxz 和 dyz 轨道时，

两条简并的轨道上同自旋状态均被填满，由于泡利不相容原理，电子自旋需要翻

转，这一过程需要能量激发，构成了大小约为 0.78eV的能隙，但仍远小于实验

测量到的 NiO能隙，4.3eV。故不能认为 NiO材料的绝缘性是仅仅由其反铁磁性
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导致的。

我们进一步使用 LDA+U的方式计算 NiO材料的态密度。由于 LDA+U加入

了关联项，能够更好地描述电子-电子相互作用。当 Hubbard U设为 7.0eV时，分

别计算顺磁态、铁磁态和反铁磁态的态密度图像。

NiO顺磁性时得到的态密度图像如图3.5a。

(a)使用LDA+U方法计算得到的，顺

磁性时 NiO电子的态密度图像

(b)使用 LDA+U方法计算得到的，顺磁

性时 NiO的 d轨道电子填布状态

态密度在费米面处仍不为零，与 LDA 分析过程相同，得到电子排布图如

图3.5b所示。说明计算结果仍然为一导体，不符合实验结果。

我们继续计算了反铁磁态在 LDA+U近似下的态密度，得到结果如图3.6。电

图 3.6使用 LDA+U方法计算得到的，反铁磁性时 NiO电子在自旋向上的 Ni原子格点上的

态密度图像。左图为自旋向上电子的态密度图；右图为自旋向下电子的态密度图

子排布图与 LDA算法结果3.4相同，但能隙变为 3.5eV，与实验结果接近。
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为了进一步说明 NiO 的能隙并非由反铁磁性导致，我们计算了铁磁态在

LDA+U近似下的态密度，得到结果如图3.7。结果态密度在费米面处为零，为绝

图 3.7使用 LDA+U方法计算得到的，铁磁性时 NiO电子在自旋向上的 Ni原子格点上的态

密度图像。左图为自旋向上电子的态密度图；右图为自旋向下电子的态密度图

缘体，且能隙为 4.0eV，与反铁磁 LDA+U算法的能隙结果相近。说明在非反铁

磁状态下，加入考虑电子-电子相互作用，仍可得到与实验结果相近的能隙大小。

另外，在反铁磁转变温度，523K以上，NiO为顺磁态。如果 NiO的能隙由

反铁磁结构导致，则此时 NiO应表现为一导体。由于密度泛函理论的计算只能

计算基态零温的情况，我们使用 DMFT对顺磁性 NiO在 600K下的电子结构进

行了计算，得到如图3.8。

图 3.8使用 DFT+DMFT方法计算得到的，600K顺磁性时 NiO的态密度图像

可以观察到，此时的 NiO仍存在约 1.5eV左右的能隙，能隙变小是由于温
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度升高后电子具有了动能，导致跃迁所需要的激发能变小。而此时 NiO已为顺

磁态，不在具有反铁磁结构。以上可说明 NiO的能隙不是由反铁磁性导致的，而

是由于电子之间的强关联作用导致的。

3.2 SrVO3材料

3.2.1 材料性质

SrVO3 晶体晶格对称性为 cP5，基态为铁磁，导体。晶胞结构如图3.9在周

围原子的作用下，V的五条简并 d轨道分裂为两组：t2g和 eg，其中 t2g包含三

条简并轨道，eg两条。

图 3.9 SrVO3 的晶胞结构

V原子最外层电子排布为 3d34s2，SrVO3 中的 V为 +4价，故我们考虑的 d

轨道一共有 1个电子。

3.2.2 研究背景

T. Yoshida等人使用角分辨光电子能谱（ARPES）测量了 SrVO3的能带结构，

发现离费米面 1-2eV以内的能带的实验结果要比 LDA计算结果窄一半左右，认

为这是由于电子间强相互作用导致的 [38]。

3.2.3 数值计算结果与分析

通过 LDA 近似下的计算得到 SrVO3 铁磁性时的能带图像3.10。对 Γ-X 与

X-M部分，费米面附近的能带能量值进行测量，得到带隙为：1.98eV

用 LDA+U 近似的结果如图3.11，同样对 Γ-X 与 X-M 部分，费米面附近

的能带能量值进行测量，得到带隙 2.05eV。与 LDA 近似相比能带反而向远离

费米面的方向移动，与预期相反。我们接下来用对强关联系统计算更加准确的

DFT+DMFT算法对 SrVO3材料进行了计算。

首先通过 LDA近似下的计算得到 SrVO3 顺磁性时的能带图像3.12。Γ-X与

X-M部分，费米面附近的能带能隙为：1.95eV
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图 3.10使用 LDA方法计算得到的，铁磁性时 SrVO3 电子的能带图像

图 3.11使用 LDA+U方法计算得到的，铁磁性时 SrVO3 电子的能带图像
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图 3.12使用 LDA方法计算得到的，顺磁性时 SrVO3 电子的能带图像

图 3.13使用 LDA+U方法计算得到的，顺磁性时 SrVO3 电子的能带图像
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用 LDA+U近似的结果如图3.13通过拟合得能隙为：1.95eV。与 LDA近似相

比，几乎无差别，与预期不符，故进一步使用LDA算法得到的结果进行DFT+DMFT

算法的计算态密度图像为3.14。得到带隙 1.57eV，与 LDA近似相比，能量坐标
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图 3.14使用 DFT+DMFT方法计算得到的，50K下顺磁性时 SrVO3 电子的能带图像

向费米面聚拢，观察到能带重整化效应，能带间距压缩比例为 0.8。
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第 4章 总结与展望

本论文使用 DFT与 DFT + Embedded DMFT方法对 NiO与 SrVO3 材料进行

了计算。

通过对计算结果的分析，我们验证了 NiO为一Mott绝缘体，其绝缘性来自

电子与电子之间的强关联相互作用；观察到了 SrVO3 的能带重整化效应，得到

了能带间距压缩比例为 0.8。

本文使用的方法遇得到的结果仍有不足。一方面，DMFT建立在无穷维的近

似上，但这样一假设在实际材料中并不成立，故这一迭代方法与使用的Anderson

模型有待进一步改进。另一方面，对 NiO能隙的计算于实验结果仍有偏差，可

以进一步计算并调节 Hubbard U的大小，使之更好地解释实验结果。
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