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强关联电子体系的连续时间量子蒙特卡洛方法 
 

摘   要 

 
强关联电子体系是一种具有丰富物理性质与在实际材料中广泛存在的复杂体系。在

本文中，我们采用了近几十年来新发展出来的动力学平均场理论来研究强关联电子材料

的新奇物理现象。动力学平均场理论就是将实际的晶格模型映射到量子杂质模型上去，

并且这种映射在空间维度无限大的时候是精确的。 

有非常多的解析与数值的方法求解量子杂质模型，在本次研究中我们采用计算速度

快、适用范围广的强耦合展开连续时间量子蒙特卡洛方法求解了量子杂质模型中

Hubbard 模型的哈密顿量并从中研究 Mott 金属—绝缘相变。我们不仅研究了 Bethe 晶格

上的强关联电子性质，还研究了二维平方晶格的强关联电子体系。我们采用高性能计算

集群对我们的模型进行模拟并分析其计算结果。此外我们还用最大熵方法将得到的

Hubbard 模型虚时格林函数进行解析延拓，得到谱函数。我们通过对谱函数的观察，得

到了选择轨道 Mott 金属—绝缘相变。 

 

关键词：强关联电子；动力学平均场；量子杂质模型；金属—绝缘相变 
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Continuous-time quantum Monte Carlo method for strongly 
correlated electron materials 

Abstract 
Strongly correlated electron systems are one of the complex systems which contain 

abundant physical properties and widely exist in actual materials. In this dissertation, we use a 

new method developed in recent decades and named dynamical mean-field theory to study the 

novel physical phenomena of strongly correlated electron materials. Dynamical mean-field 

theory is based on a mapping of lattice onto quantum impurity models and this mapping is 

exact once the configuration is infinitely large.  

There are a number of analytical and numerical methods to deal with the quantum 

impurity models. In this research, we use the hybridization expansion algorithm which has a 

faster calculation speed and a wide range of applications to solve the Hamiltonian of Hubbard 

model in order to exhibit the Mott metal-insulator transition. We not only use this algorithm to 

study the electron properties on Bethe lattice but also on square lattice. We use 

high-performance computing clusters to get the results from simulations and use the 

maximum entropy method to get spectral function from the imaginary time Green’s function. 

We obtain the orbital-selective Mott metal to insulator transition through the observation of 

spectral function. 

 
Key Words: strongly correlated electron; dynamical-mean field; quantum impurity model; 

metal-insulator transition 
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1.绪论 

本章我们简单的梳理一下动力学平均场理论的发展过程。通过历史的发展我们就可

以看出动力学平均场理论相对于原先很多理论在处理问题中所表现出来的优越性。接下

来我们还介绍了数值求解强关联电子体系中的连续时间量子蒙特卡洛算法的提出与发

展。连续时间量子蒙特卡洛算法是求解量子杂质模型中的一种非常重要和有效的数值计

算方法，在科学研究中已经得到了广泛的应用。我们本章内容的结构安排如下： 

第 1.1 节我们将向大家着重介绍动力学平均场理论的发展背景以及连续时间量子蒙

特卡洛方法发展的过程。 

第 1.2 节我们将提及在此次毕业设计中我们所完成的主要工作与目标，并重点给出

此本科学位论文的大纲。 

1.1 国内外研究现状 

1.1.1 动力学平均场理论的发展 

在凝聚态物理理论中，实验物理学家们在强关联电子材料中发现了很多用先前理论

无法解释的有趣的物理现象。正是由于一开始这些现象就无法得到很好的解释，一代代

的物理学家们才会一直都在对这些问题进行不断深入地探索。虽然我们在理论上处理这

些问题遇到了各种各样的困难，但是由于人们的求知欲与实际上的科研效应，强关联电

子体系一直以来都是理论与实验物理学家们非常感兴趣的方向之一。 

近些年来，特别是高温超导在实验上的进展、重费米子化合物的发现、以及金属绝

缘相变（metal-insulator transition, MIT）的研究都取的了很大的进展[1]。人们发现具有 d

电子的过渡元素金属化合物（像 NiO、MnO、CoO 等）很多都是能隙很大的绝缘体，这

是传统能带论所无法解释的，必须考虑到电子—电子之间的相互作用。此外像多元复杂

氧化物、4f 稀土化合物、5f 锕系化合物的性质的研究也必须考虑电子与电子之间的相互

作用才可以得到与实验相符合的结果。 

由于在强关联电子体系中，电子—电子之间的相互作用与电子动能的数量级已经可

以比拟，有时电子—电子的相互作用能甚至超过了电子的动能。因此在理论上，尽管我

们只考虑最为简单的 Hubbard 模型、Kondo 晶格模型作为实际哈密顿量的近似，在理论

上处理起来还是极其的困难。早自 20 实际 60 年代开始，人们就开始对 Mott 金属—绝

缘相变的电子气与巡回铁磁质进行研究[2]。但是人们一直都因为找不到合适的理论方法
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去处理这些问题，我们的理论探索也就受到了阻碍。在这样艰难的情况下，我们在对二

维、三维晶格考虑时，既不能从给出的哈密顿量预测某些物理现象是否会真的发生，也

不能确定我们是否真的从实际物理现象中俘获到了可靠的哈密顿量的表达形式。 

争对这些复杂的强关联电子体系，经过物理学家们不断的努力探索，我们发展出了

各种大不相同的解决方法[3]。例如对于 U 比较小的 Hubbard 模型，我们可以采用以 U 作

为微扰项的微扰法进行处理。但是遗憾的是，大多数的物理系统并不总存在小的参量，

这将导致微扰理论失效。为了使微扰法可以继续适用，我们就需要寻找新的小参量进行

微扰展开。例如，在某些情况下，我们采用系统中电子数的倒数 1/N、晶格格点最近邻

的倒数 1/z 做展开。此外我们还发展了一系列其它的方法，如双时格林函数法、复合算

符法、基于变分原理的 Gutzwiller 方法以及辅助粒子法[4,5,6]。虽然我们发展了这么多方

法，但是这些方法各自的通用性都不高。 

近几十年来，一种新的被称之为动力学平均场理论（dynamical mean-field theory, 

DMFT）的理论方法被发展出来了。这种方法的精髓就是将我们要求解的晶格模型问题

映射为一个嵌入在有效平均媒质中的单点量子杂质问题。这种杂质模型从直觉上给出了

量子多体问题的局域动力学的物理图像。同时这种映射的正确性与合理性反映在自洽条

件里。自洽条件是我们用来满足从晶格模型变换到杂质模型的物理不变性和一致性的必

备条件。Georges、Kotliar 等人将这种条件称之为局域杂质自洽近似（local impurity 

self-consistent approximation, LISA）[2]。动力学平均场理论是类似于经典统计力学的

Weiss 平均场理论对量子多体问题的自然概括。LISA 之所以称之为动力学平均场是因为

它忽略了电子的空间涨落，但是却包含了全部的局域量子涨落。因此我们经常说动力学

平均场与经典平均场理论的不同就是动力学平均场单点量子问题保留了多体效应。 

早在 1987 年，在 Kuramoto 和 Watanabe 的工作中，LISA 自洽方程首次出现在他们

指定的空间维度足够大的周期性安德森模型中[7]。1989 年，Metzner 和 Vollhardt 他们也

证明，在空间维度趋于无穷的时候，微扰理论就具有局域特性。同样在此期间，

Muller-Hartmann 证明了多体格林函数微扰论的局域性，并将其用于推导自洽方程。在他

们工作的基础上，Brandt 和 Mielsch 推导了 Falicov-Kimball 模型的自洽方程，并同时指

出如何将它用于 Hubbard 模型。最重要的进展还是 Ohwawa、Georges 和 Kotliar 的工作，

他们将量子模型的 Weiss 平均场理论与经典的平均场理论严格的对应起来了，这就也是

我们后来一直用的 LISA 方法的主要内容[8-14]。 
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动力学平均场具有原来众多方法所不具有的优越性。从动力学平均场发展的早期阶

段开始，此方法就经常用于 Mott 转变的相关研究。例如 Rozenberg，Zhang 和 Kotliar

（1992）；Georges 和 Krauth（1993）等人都将此方法用于半满 Hubbard 模型的 Mott 转

变。从现在的研究成果来看，动力学平均场方法的广泛性、适用性与先进性都已经十分

清楚的显现出来了。 

1.1.2 连续时间量子蒙特卡洛方法的发展 

前面已经指出，对晶格模型的研究我们可以采用动力学平均场理论方法将晶格模型

通过自洽的方式映射到量子杂质模型上去。计算机的普及和计算能力大幅度的提升，都

促使着数值计算方法的不断发展。1986 年，Hirsch 和 Fye 提出了量子蒙特卡洛方法。1992

年 Jarrell，Rozenberg，Zhang 和 Kotliar 等人分别独立的将此方法用于了动力学平均场领

域的有关计算当中。1994 年，Caffarel 和 Krauth 等人提出了精确对角化的数值计算方法。

Sakai、Kuramoto 和 Shimizu 等人将数值重整化群的方法用于空间无穷维的 Hubbard 模

型。下面我们就简单的回顾一下上面提到的过程[15-22]。 

这些数值工作的开始要从 1975 年 Wilson 和后来的 White 在 1992 年间的工作说起。

在处理多体问题中，他们明智的将希尔伯特空间进行截断。Wilson 的数值重整化群

（numerical renormalization group, NRG）方法是基于将能量谱对数离散化的思想并将其

用于对角项的迭代中。这在统计物理里正是临界现象中的标度率与普适性的理论应用。

我们知道，在临界点附近关联长度是发散的。此时当我们对系统做尺度变换时，临界现

象将不会发生改变[23]。在这种尺度变换不变的情况下，我们就可以不沿着传统的从统计

系综的老路出发计算配分函数，而是找出重整化群变化确定其不动点，计算临界指数。

White 提出的密度矩阵重整化群（density matrix renormalization group, DMRG）可以计算

系统的基态能量。这些重整化方法的最大优点就是可以获得低能级或者基态的实频和实

时间有关的信息。但是一旦要计算更宽范围的相关物理性质时，这些方法就不能适用。

密度矩阵重整化群在计算一维体系基态性质上非常有效，但是推广到高维情形时，其动

力学是很困难的。因此假如我们要精确计算单带 Anderson 模型的低能行为时，重整化

的方法就被证实是非常关键和有效的。但是在 DMFT 的框架下，这两种方法并没有普遍

和广泛的应用。 

在动力学平均场理论发展的早期，Caffarel 和 Krauth 等人在 1994 年的工作中就发展

了一种后来被广泛应用的称为精确对角化（exact diagonalization, ED）的数值计算方法。
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他们变化地选取小数量的本征态和杂化函数来估计杂化项库的连续能量值。在这种思路

下，系统的哈密顿量将变为有限系统的哈密顿量，此时就可以被精确的进行对角化，获

得的杂质格林函数就可以被 函数谱描述。但是希尔伯特空间的指数型增长指出，精确

对角化除了非常小尺寸的系统外根本不适用。此外在精确对角化方法中，杂质模型的连

续能量被一系列分立的能级所取代，在对称性上就会受分立能级的误差的限制。在多轨

道的情况下，希尔伯特空间也会急剧增加，这些都大大的限制了 ED 方法的发展。 

正如文章前面所说的那样，在过去的几十年中，一种被认为有前景的“动力学平均

场”方法被发展起来了。正如 Georges，Kotliar 和其他科研工作者所展示的那样，如果

自能不依赖与动量，即 ( , ) ( )p    ，那么解决晶格模型就可以从量子杂质模型的自

洽条件中获得。量子蒙特卡洛技术就提供了一种广泛适用的方法来解决量子杂质模型的

求解问题。连续时间量子蒙特卡洛的先驱要属 1986 年 Hirsch 和 Fye 提出的 Hirsch-Fye

量子蒙特卡洛方法[24-26]。在早期我们求解量子杂质模型我们最常用的方法就是这种

Hirsch-Fye 算法—一种离散的 Hubbard-Stratonovich 变换用于相互作用部分的解耦合算

法。这样做我们就可以很关键地给出了附加场位形的权重，同时这种位形是可以被蒙特

卡洛过程进行抽样的。在这种方法中，我们需要对虚时（0， ）进行 N 个等分的分立，

这就等价于建立一个 N*N 阶的矩阵。在低温和强关联情况下，格林函数有高度的时间

不均匀性，在边缘点 0 和  附近斜率非常大，在中间部分则变化得非常慢。这种边缘陡

峭的下降就意味着需要有非常大的 N（约 5U ），这就限制了此算法在物理量温度依赖

关系情形上的适用性[27]。而且，最为难办的是我们通常缺少一种可以对具有多轨道一般

相互作用哈密顿量的有效的解耦合方法。  

连续时间蒙特卡洛方法就是采用了对图形展开项的取样，从而避免了对时间的分立

化。其中第一个重要的工作就是由 Handscomb 在 1964 年提出的 Handscomb 方法。这种

算法以及后面的 1991 年由 Sandvik 和 Kurkijarvi 提出的随机级数展开方法都是将配分函

数的指数 H 进行泰勒展开。当我们将这种方法用于玻色系统时，我们需要对希尔伯特

空间进行截断才能保证哈密顿量的有界。当我们将这种方法用于费米子系统时，将会产

生非常严重的负符号问题。 

现在我们所用的连续时间蒙特卡洛方法起源于 Prokof’ev、Beard 和 Wiese 等人在

1996 年的工作。在玻色子场论的背景下此方法被正式定义为配分函数的微扰展开。这些

展开式中每一项都可以确切的被蒙特卡洛程序抽样。在之前 Rubtsov 和他合作者的重要
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工作中，他们完成了对相互作用项的随机求值。在玻色系统中连续时间蒙特卡洛算法的

巨大成功使我们迫切的想把此方法推广到费米子系统当中。1999 年，Rombouts 等人发

现，在我们进行推广的过程中，依然存在着非常严重的负符号问题。如果我们将不同的

符号类别抽样进行分类并解析的写成行列式的形式，此问题就应该可以得到改善。但是

遗憾的是在 Rombouts 和他的合作者的努力中，他们的这种晶格的算法只能仅仅适用于

具有密度—密度相互作用的形式。 

随着动力学平均场量子杂质模型的引入，我们发现在量子杂质模型中，负符号问题

要比原来的晶格模型的负符号问题要好的多。甚至在某些情况下，根本就不存在负符号

问题，这就又引起了一大批数值计算物理学家们极大的兴趣。很快就由 Rubtsov 和

Lichtenstein 等人在 2005 年提出弱耦合展开的形式。在 2006 年又由 Werner 等人提出了

弱耦合展开形式的补充形式，基于杂化项的强耦合展开形式。最近 2008 年又由 Gull 等

人提出了辅助场的形式。很快，这些方法就被用于 Kondo 模型、多轨道问题、以及考虑

空间关联效应的团簇动力学平均场领域。也使动力学平均场理论结合局域密度近似理论

成为可能（local density approximation combined with dynamical mean field, LDA+DMFT）。

以上所说到方法的具体细节，我们可以参阅参考文献[15，28-46]。 

在本学位论文中，我们采用强耦合展开的连续时间蒙特卡洛方法进行相关物理问题

的计算处理。我们发现随着相互作用 U 的不断增大，微扰展开项的阶数是不断减小的。

正是由于强耦合展开方法具有这样的特点，这就使得这种方法在当今热点领域，如具有

强相互作用特征的系统（高温超导铜氧化物等）变得特别的有效。此外，我们的方法在

足够低的温度下，依然允许我们获得体系的基态性质和体系的温度依赖性，这些新的信

息是其他方法所无法获得的。 

1.2 本文的主要结构 

在做毕业设计期间，本人主要进行了动力学平均场理论的学习与强耦合展开连续时

间蒙特卡洛求解器（continuous-time hybridization expansion algorithm, CT-HYB）的认识

与使用。我们将动力学平均场这样完整的一套理论方法用于单带与多带 Hubbard 模型的

研究中，并在 DMFT 循环迭代部分并完成了 Bethe 晶格与二维平方晶格的构建。最后我

们将此程序在高性能计算机集群上运行，完成了相关物理量的测量，并在这个过程中深

化与强关联电子体系数值计算相关的物理概念。我们还将计算得到的结果进行深入的分

析处理，同时实现了用最大熵方法从虚时格林函数解析延拓获得其谱函数。并在此基础



 

湖南大学毕业论文  
 

 

- 6 - 

上讨论了强关联电子领域非常热门的 Mott 金属—绝缘相变与选择轨道 Mott 转变的物理

过程。 

我这次毕业论文正文的主要部分安排如下： 

第 2 章我们着重介绍了动力学平均场理论的框架与相关物理公式的推导。说明了我

们是怎么将一个实际的物理系统用量子杂质模型表示出来的，并将要说明了动力学平均

场理论的计算流程。 

第3章介绍一般蒙特卡洛的过程与强耦合连续时间量子蒙特卡洛方法的基本概念与

核心思想，完成相关公式的简单理论推导。 

第 4 章介绍对于我们构造的 Bethe 晶格，我们用强耦合展开量子蒙特卡洛的方法完

成对单带 Hubbard 模型的谱函数、格林函数、自能函数的数值计算，分析其中的物理，

观察单轨道的金属—绝缘相变。 

第 5 章我们进一步对多轨道 Hubbard 模型进行研究，通过对布里渊区的积分来构造

平方晶格，并着重分析了选择轨道金属—绝缘相变的过程。 

第 6 章是我们对全文的总结，归纳出我在此次毕业设计中所学习的主要知识与取得

的研究进展，并对未来的研究目标进行一个展望。 
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2.动力学平均场理论基本框架 

   在这一章中，我们将具体介绍动力学平均场的相关理论知识，从而使我们对量子杂

质模型有一个初步的了解。本章的内容安排如下： 

第 2.1 节将从经典的统计力学的伊辛模型开始，介绍经典情况下的平均场近似，以

及此近似下的伊辛模型自洽方程。 

第 2.2 节介绍动力学平均场理论下的自洽方程，给出一般情况下求解动力学平均场

的一般步骤。 

第 2.3 节将介绍几种量子杂质模型的哈密顿量，为下一章连续时间量子蒙特卡洛算

法的介绍奠定基础。 

2.1 伊辛模型平均场近似 

2.1.1 伊辛模型 

    在描述磁性系统相变的过程中，有一种最为简单的模型，我们称之为伊辛模型。例

如二维的伊辛模型如图 2.1 所示，在每个晶格的

格点之上都有一个自旋为 s 的电子，它们自旋的

取值即可以向上也可以向下。对于共有 N 个格点

的晶格系统，若我们只考虑最近邻的相互作用，

我们可以写出这个系统的哈密顿量为： 

, 1

= J
N

am i j i
i j i

H s s H s
  

      （2.1） 

其中 J 为耦合系数，s 为电子的自旋，可以取 1（分

别代表自旋向上和自旋向下两个状态），其中<i,j>

代表只对最近邻格点进行求和，  为与自旋有关的磁矩，H 为磁场强度矢量。在这里 s

只代表磁场的大小，而不是量子力学里的算符。所以伊辛模型在这种情况下实际上是一

个准经典的模型。我们现在只讨论 J>0 的铁磁系统，我们可以写出正则系综的配分函数

如下： 

 

 

①此图来自参考文献【23】，pp:465. 

图 2.1 伊辛模型示意图
① 
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1 2

/ /

{ }

= ... am am

N i

H kT H kT
N

s s s s

Z e e         （2.2） 

其中{Si}代表对 N 个自旋组合的求和。这样我们就可以求出其它的热力学量，如： 

                            kTlnZNF                         （2.3） 

2 ( ( ))
F

E T
T T


 


                    （2.4） 

= ( )i
i

F
M s N s

H
  

  
                （2.5） 

2.1.2 平均场近似 

在 2.1.1 节中，我们已经向大家介绍了伊辛模型晶格模型。但是由于电子—电子之

间的耦合作用，要求解这个简单的模型也是十分困难的。除了一维模型可以严格求解外

（1944 年昂萨格从平滑的哈密顿量出发对二维伊辛模型进行严格求解）至今人们也不能

对三维的情况严格求解。在这样的情况下，经常我们可以采取某些近似。我们可以将（2.1）

式所示的哈密顿量写成如下的形式： 

( ' )am i j i eff
i j i

J
H s H s s H 


             （2.6） 

其中 eff = +h iH H ， 'i j
j

J
h s


  ，其中 ' j

j

s 代表对 i 的近邻求和。在这里，我们可以

看出， ih 与 i 点附近的电子自旋有关，因此是有涨落效应的。如果我们做这样的平均场

近似， j js s ，也就是说将格点 i 附近的近邻都用一个固定的平均值来代替。这样，

我们就可以写出： 'i j
j

J
h s


  。我们忽略空间涨落，进一步得到： 

js s ， =i

zJ
h h s


                （2.7） 

其中 z 代表格点的配位数。最终，我们就得到了平均场下的哈密顿量的新形式： 

1

( )
N

am i
i

H H h s


                  （2.8） 

通过平均场近似的方法，我们就将 N 个自旋耦合的系统近似成了独立的 N 个电子自旋

之和的形式。由于（2.7）式中也包含平均自旋，而平均自旋又是我们需要求的，这样就
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构成了一个自洽求解的方程。我们参阅相关的统计物理学的书籍（见参考文献[23]），可

以知道确定 s 的自洽方程为： 

tanh( )
H zJ

s s
kT kT


               （2.9） 

2.2 动力学平均场理论 

2.2.1 空间维度极限情形 

从人们对上面的伊辛模型的研究来看，对于一维伊辛模型来说，平均场给出的结果

是错误的。对于二维晶格的伊辛模型来说，我们用平均场理论得到的结果还是可靠的。

那么维度与动力学平均场理论到底又是否有这样的关系呢？ 

正如经典统计力学，在空间维度趋于无穷大的时候，动力学平均场将会变得十分的

精确。正如上节推导伊辛模型那样，（2.7）式的获得就是忽略了空间涨落。当空间维度

趋于无穷大时，空间涨落正好可以忽略，这就为我们求解问题带来了很多方便。空间维

度的增加实际上也就是近邻个数的增加。动力学平均场理论的正确性就可以由近邻数 Z

来决定。对于一些三维的实际晶格模型，近邻的个数就已经很大了。比如说立方三维晶

格的近邻数就已经达到了 6，面心立方晶格的近邻数就达到了 12。所以说，在实际求解

晶格问题中，动力学平均场方法是一种非常有保证的方法。 

2.2.2 动力学平均场自洽方程 

正如绪论中所说的那样，动力学平均场方法的本质就是将具有很大自由度的实际晶

格模型映射为一个自由度相对较小的单点有效系统[47,48]。从物理思想上最根本的说来就

是将动力学体现在杂质点与其他自由度构成的库之间的相互作用上，其示意图如图 2.2

所示。 

通过这样的映射，我们只要找到一组自洽方程组，使得我们在单点参考系统中测得

的物理量和实际晶格中的一致即可。下面我们就给出量子杂质模型的自洽方程组，处理

的方式类似上面我们对伊辛模型的处理。 

我们考虑这样的 Hubbard 模型的哈密顿量： 

†

,
ij i j i i

ij i

H t c c U n n 


 
 

              （2.10） 

其中 t 为代表跃迁(hopping)系数,在这里我们的跃迁仅仅局限于近邻格点上的跃迁。
†
ic
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图2.2 量子杂质模型 

代表电子在格点 i 上的产生算符， jc  则表示电子在格点 j 上的湮灭算符。也就是说上式

第一项表示电子在格点之间的

跃迁过程， i
n 、 i

n 是粒子占据

数算符。其中
†= i ii

n c c  。如果

我们用平均场的思想来描述实

际哈密顿量所对应的量子杂质

模型的话，对于这样的一个单点

杂质参考系统，我们一般用虚时

形式的有效作用量来进行描述： 

† 1
0 00 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )eff o o o
S d d c g c U d n n

  

 


        
 

          （2.11） 

其中 0 ( )g    就扮演着经典统计物理里有效 Weiss 场的身份， 0g 在这里就表示库的格林

函数。它与经典情形不同的是，这里的“Weiss 函数”是一个有关时间的函数而不是一

个定值。它表示在 时刻有一个电子从库中进入到了杂质点，在 时刻又从杂质点回到

了库中。这是一个动态的过程，虽然在这样的情形下我们忽略了空间的涨落，但是我们

还是包括了所有与时间有关的涨落，这也就是为什么叫动力学平均场的原因所在。 

为了得到闭合的动力学平均场自洽方程，我们就需要将（2.11）式中的 0g 用有效作

用量 effS 本身的形式表示出来： 

1 1
0 ( ) ( ) [ ( )]n n n ng iw iw G iw R G iw                 （2.12） 

其中 ( )nG iw 代表单点杂质上的格林函数，它可以从有效相互作用量 effS 得到： 

†( ) ( ) ( )
effSG Tc c                        （2.13） 

0

(2 1)
( ) ( ) ,niw

n n

n
G iw d G e w

   



              （2.14） 

其中 R(G)是晶格态密度的希尔伯特变换的倒数函数。对于无相互作用的态密度而言，

有： 

1
( ) ( )k

k

D
N

       ，
( )( ) i jik R R

ij
ij

k t e  
      （2.15） 

希尔伯特变换与它的倒数函数为： 
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( )
( )

D
D d

 
 






  ， [ ( )]R D             （2.16） 

从这里我们就可以看出，由有效相互作用量 effS ，我们可以得到 0g ，由 0g 我们可以得到

杂质格林函数 G，因此（2.11）、（2.12）和（2.13）就构成了一个闭合的方程组。 

将（2.13）式写成傅里叶变换的形式，我们可以得到： 

1
( , )

( )n
n k n

G k iw
iw iw 


  

             （2.17） 

其中 ( )niw 为自能函数，我们可以这么计算自能, 

1 1
0( ) ( ) ( )n n niw g iw G iw                    (2.18) 

这样（2.17）式和（2.18）式就可以代替（2.12）式。这样我们就得到了量子杂质模型的

自洽方程组，我们将其统一写在这里： 

† 1
0 00 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )eff o o o
S d d c g c U d n n

  

 


        
 

         

†( ) ( ) ( )
effSG Tc c          

1
( , )

( )n
n k n

G k iw
iw iw 


  

 

1 1
0( ) ( ) ( )n n niw g iw G iw     

 

2.2.3 动力学平均场自洽求解的一般步骤 

在这次的毕业设计中，我使用的连续时间量子蒙特卡洛程序是中国科学院物理研究

所黄理博士自主研发的基于强耦合展开的 HYB-QMC 算法[49]。结合他的程序与内置

DMFT 循环，我们给出它的动力学平均场自洽求解的一般步骤： 

（1）开始我们给出一个初始的 Weiss 函数 0 ( )ng iw 与初始自能 ( )niw ； 

（2）根据（2.11）式， 0 ( )ng iw 就定义了一个量子杂质模型，我们通过调用量子杂质模

型求解器进行求解，就可以得到局域的杂质格林函数 ( )nG iw 。 

（3）根据（2.18）式，我们由初始 0 ( )ng iw 与量子杂质求解器求解的 ( )nG iw 就可以算出

新的杂质的自能 ( )niw 。 

（4）根据（2.17）式，我们可以由新的自能函数 ( )niw 算出新的杂质格林函数 ( )nG iw 。 
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（5）再次利用（2.18）式，我们就可以得出新的 Weiss 函数 0 ( )ng iw ，混合新旧的 Weiss

函数，看是否收敛，如果不收敛，返回（2）继续循环执行下去。 

2.3 量子杂质模型哈密顿量 

2.3.1 量子杂质模型哈密顿量的一般形式 

量子杂质模型的哈密顿量一般来说由三个基本的项构成，所以我们就将总的哈密顿

量写成如下的形式： 

QI loc bath hybH H H H               （2.19） 

其中 locH 代表具有有限自由度的杂质点的哈密顿量，一般来说杂质点的自由度是很小

的； bathH 表示与杂质点相耦合的自由度为无限大的库的哈密顿量； hybH 则表示杂质点

与库之间相互耦合的部分。 

进一步我们可以将局域的哈密顿量 locH 写成两个部分的和，如下所示： 

                          0
loc= I

loc locH H H                   （2.20） 

其中， †
loc =o ab

a b
ab

H E d d 为与裸的能级结构有关的部分， † †=I ijkl
loc i j k l

ijkl

H I d d d d  为电子-

电子相互作用的部分（此式中写出的部分为 4 个费米算符之间的作用量，省略号表示还

有 6 个、8 个等等费米算符之间的相互作用情况）。a,b,i,j,k,l 等参数表示单费米子的量子

数，取值为 1,2，···，N。 †d 为杂质电子的产生算符， d 则为杂质电子的湮灭算符。 

库的哈密顿量 bathH 则可以表示为由动量 k 与轨道 为参数的形式： 

†
bath k k k

k

H c c  


                    （2.21） 

这样库的哈密顿量 bathH 就可以看成是巡游电子带有关的部分。 

     杂化项的哈密顿量 hybH 最普遍的情况下写成含有杂化矩阵 V 的形式： 

†= . .b
hyb k k b

k b

H V c d H c




                （2.22） 

2.3.2 几种特殊情况下的量子杂质模型哈密顿量 

最典型的量子杂质模型是单杂质点的单轨道 Anderson 模型[50,51]。在这个模型中，

locH 就表示一个单一的轨道，因此指标 a 就表示自旋向上和自旋向下， abE 就表示能级 0
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并且相互作用项塌缩为
i i

Un n ，因此： 

† † †
0= ( . .)AIM k k k k k

k k

H d d Un n V c d H c c c     
  

         （2.23） 

在实际问题中，拥有更多自由度的杂质模型由于能够显示出更多的物理现象，将变

得非常的重要。有一种常用的“Slater-Kanamori”形式： 

loc
a ,

† † † †

= =U ( 2 ) ( 3 )

( )

I
SK a ba a a b

a b a b

a a b b a b b a
a b

H H n n U J n n U J n n

J d d d d d d d d

 


   
 

       


   

 

  


    （2.24） 

在纳米科学中，我们还经常用到团簇动力学平均场理论，例如对一个具有两个杂质

点的 Hubbard 模型来说，我们有 

† †
loc cl 0 1 1 2 2

† †
1 2 2 1 1 1 2 2

= = ( )

( ) ( )

H H d d d d

t d d d d U n n n n

   


   




   



   




      （2.25） 

至此，这一章的内容就介绍完毕了。 
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3.连续时间量子蒙特卡洛杂质求解器 

   在这一章中，我们将着重介绍求解动力学平均场理论中量子杂质模型的量子杂质模

型求解器。在求解这样的问题中，人们一直以来都在探求一种既能在能量标度高和又能

在能量标度低的这样一种适用范围广泛的杂质求解器。连续时间量子蒙特卡洛方法就接

受了这样的挑战，并在实际的物理研究中取得了丰厚的成果。这一章论文的内容具体安

排如下： 

第 3.1 节我们将介绍基本的蒙特卡洛的概念，让读者们对什么是蒙特卡洛算法有一

个大致的了解。 

第 3.2 节我们将介绍连续时间蒙特卡洛算法中的图形蒙特卡洛方法，它是弱耦合展

开、附加场展开、强耦合展开等其它各种算法的出发点。 

第 3.3 节我们则具体介绍本次毕业设计所用的强耦合展开连续时间量子蒙特卡洛的

原理以及相关理论公式的推导。 

3.1 蒙特卡洛算法初步 

3.1.1 什么是蒙特卡洛模拟 

蒙特卡洛方法是一种以概率论和统计理论作为它基础的数值计算方法[52]。随着计算

机技术的发展，这种方法被广泛的应用。不论是在物理学、数学、计算机科学上都取得

了重要的成果。既然蒙特卡洛是以概率统计理论作为它的理论基础，顾名思义，它所解

决的就必然不是像那些具有严格运动形式的时间依赖过程（例如，在经典力学里，如果

我们运用牛顿运动方程，就可以精确求解小球在空气中的运动），它所要解决的是那些

运动是随机变化的且运动的方式依赖于一系列在模拟中产生的随机数的过程。对于同样

一个初始状态，产生不同序列的随机数我们所得到的结果就不会完全相同，但是这些模

拟结果是在一定的统计误差里波动的。 

在统计力学中，我们去估计一个模型特定的性质，就需要尝试着在相空间中进行抽

样。很显而易见，由于是蒙特卡洛是一个随机的过程，我们在相空间中移动的路径一定

是与模型随时间依赖关系的演化路径是不相同的。但是在平衡态统计力学中，像具有相

互作用的多粒子体系这样的模型，我们的任务是去计算热力学量的平均值。蒙特卡洛方

法就是在考虑合理的统计涨落的情况下可以得到这些模型的相关性质。所以说，蒙特卡

洛的应用范围真的是非常的广泛，很多那些可以用离散化方法近似的模型，蒙特卡洛方
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法都不失是一种很有效的模拟方法。 

3.1.2 蒙特卡洛方法的基本概念 

虽然我们要考虑的是连续时间量子蒙特卡洛方法在量子多体问题中的应用，我们的

思想和经典的情形下在相空间 C 中的求和是一致的。C 在通常情况下代表很高的维度，

在这样高的维度下，蒙特卡洛方法有时候就成为有效求和实际可行的唯一方法。我们知

道配分函数 Z 是统计问题中的一个重要的函数，在这里我们通常写成在相空间 C 中具有

权重 p(x)的积分形式： 

= ( )
C

Z dxp x                     （3.1） 

在经典的系统中，x 很显然就表示相空间中的一点。它的权重常常由玻尔兹曼权重描述

为 ( ) exp( ( ))p x E x  ，其中 ( )E x 是出于这样位形下的能量。值得注意的是，在量子问

题中，x 就将表示配分函数图形展开中确定的一项。 

对于一个物理量 A 的期望值，我们可以通过遍历相空间中的权重 p 以及位形中 A(x)

的平均值来确定，我们写出这样的公式： 

1
( ) ( )

p C
A dxA x p x

Z
               （3.2） 

在具体的算法中，我们选取不同的表象，A(x)的情况就当然不同。 

    蒙特卡洛方法的精髓就是将连续问题就行分立化，（3.2）式的平均值就可以通过在

相空间取一定数量的位形来确定，当我们的位形取得越大的时候，我们的计算结果就越

精确，我们就可以得到下面的公式： 

   
1

1
= ( )

M

iP MC
A A A x

M
             （3.3） 

根据中心极限定理①的内容，如果我们的位形取得足够的多，那么我们通过蒙卡得到的

平均值就会找期望值的附近变化，我们有： 

2 2( ) ( )MC P

VarA
A A A

M
               (3.4) 

有时候，我们为了使得蒙特卡洛取样更加合理，就需要选择与 ( )p x 的分布不同的

( )x 进行计算，这样我们就可以将 A

写成下面的形式： 

 

①有关概率论与中心极限定理的具体内容可以参看参考文献【53】。 
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( )[ ( ) / ( )] ( )1
( ) ( )

[ ( ) / ( )] ( )

( / )

/

C

C

C

dxA x p x x x
A dxA x p x

Z dx p x x x

A p

p




 

 





 




 

     （3.5） 

注意，要算上式的平均值，我们就需要对分子、分母分别进行取样计算。 

对于（3.1）式与（3.5）式这种最为一般的分布，我们最好是用马科夫（Markov）

过程生成位形进行蒙特卡洛的采样。Markov 过程完全由从状态 x 到状态 y 这样的转移

矩阵 xyW 来描述。由几率守恒我们就可以得知 1xyy
W  。如果满足下面两个条件，我们

的 Markov 过程就将以指数形式从任意一个分部收敛到固定的位形分布 ( )p x 。 

1. 各态历经性(Ergodicity)：我们必然可以通过有限次数的 Markov 过程，从任

意一个位形 x 变换到另一个任意位形 y。也就是说，对于任意的 x 和 y，必

然存在着一个整数 N  ，使得 n>N 时，有 ( ) 0n
xyW  。 

2. 细致平衡（detailed balance）条件：首先我们要说的是平衡条件。当系统处

于平稳状态时，就要求分布 ( )p x 满足平衡条件： ( ) ( )xyC
dxp x W p y ，其中

( )p x 为转移矩阵 xyW 的左本征矢。但是一般情况下我们用的是平衡条件的充

分不必要条件进行计算，这就是我们所说的细致平衡条件，形式如下： 

( )

( )
xy

yx

W p y

W p x
                        （3.6） 

最后，我们再在这里提一下蒙特卡洛中的算法。其中满足细致平衡条件且最先被提

出也是被最广泛应用的算法是 Metropolis-Hastings 算法。这种算法的基本思想就是我们

认为从位形 x 到位形 y 的的更新分别由产生概率 prop
xyW 与接受概率 acc

xyW 决定。如果更新

被拒绝，那么我们就继续使用原来的位形 x。我们可以写出 Metropolis-Hastings 算法下

的转移矩阵为： 

prop acc
xy xy xyW W W                      （3.7） 

如果我们将接受概率设为： 

                               min[1, ]acc
xy xyW R                     （3.8） 

其中 
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( )

( )

prop
yx

xy prop
xy

p y W
R

p x W
                      （3.9） 

这样就可以满足细致平衡条件（3.6）式。此外，我们还要提醒大家一点， 1/yx xyR R 。 

3.2 图形蒙特卡洛方法 

3.2.1 图形展开与路径积分抽样 

连续时间量子蒙特卡洛方法的出发点非常的简单，我们通常将哈密顿量写成两个部

分和的形式，即 a bH H H  。在这个基础上，我们将配分函数写成关于 aH 与 bH 幂级

数展开的形式： 

1

0

1 1 10

exp[ ( )]

( 1) [ ( ) ( ) ( )]

a

a

k

H
b

Hk
k b k b k b

k

Z TrT e d H

d d Tr e H H H




  



 

    







 

  


   

 （3.10） 

为了写成（3.1）式的形式，我们将上式写成图形展开对积分求和的形式： 

1
1 10

0

( , , )
k

k

k k
k

Z d d w k
 




    




 

           （3.11） 

我们将单独的位形记为： 

                           1( , , ( ))kx k                            （3.12） 

其中 k 代表图形展开的阶数， 1 [0, )k   表示 k 点在位形空间中的时间，参量 k 

包含了像自旋图形的拓扑结构、轨道、晶格格点等离散变量。 

    位形 x 所具有的权重为： 

1 1( ) ( , , )k kp x w k d d                      （3.13） 

在这里我们不考虑负符号问题。  

    下面我们就举个简单的例子来说明这个问题，我们将配分函数取成这样的形式： 

2

1 1
10

0

( )
k

k
k

Z d d w k
  

 
 







                   （3.14） 

此时，位形的权重为： 

                         1
1

( , ) ( )
k

k i
i

p k w k d  


                   （3.15） 

我们通常认为 1 2 k     。如图 3.1 所示，相空间中的位形的阶数可以用点的个数来
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表示；从上到下依次代表 k=0,1,2,3；每一个代表点分别代表在虚时间点 1 、 2 、 3 。 

    我们从任意一个旧的位形出发，通

过插入新的点与删除旧的点，就可以得

到任意一个新的位形，这正满足了各态

历经性。 

对于这样的插入与删除操作，我们

假设初始的位形（设阶数为 k）数学表

达式为： 

 

1( , ) ( , , )kk k  
                       （3.16） 

我们若在虚时间点 时在区间[0, ) 均匀的插入这个点，得到这个新的位形就可以表示

为： 

  1 1 1( 1, ) ( 1, , , ) ( 1, , , )k kk k k      
     

           （3.17） 

这样的插入几率我们定为： 

                             ( , ),( 1, )
prop
k k

d
W  


                      （3.18） 

相反的，我们删除一个点的操作，例如从 ( 1, )k  


到 ( , )k  ，我们同样可以给出它的几率

密度为： 

                            ( 1, ),( , )

1

1
prop
k kW

k  


                      （3.19） 

我们必须先计算接受比率从而获得 Metropolis-Hastings 算法下的接受概率。首先我们可

以得到接受比率为： 

( 1, ),( , )
( , ),( 1, )

( , ),( 1, )

1 1

1

( 1, )

( , )

( 1) 1/ ( 1)

( ) /

( 1)

( ) 1

prop
k k

k k prop
k k

k

k

Wp k
R

p k W

w k d d k

w k d d d

w k

w k k

 
 

 




 
   












  







 
 

 





           （3.20） 

在这里我们可以清楚的看到虽然位形的权重如（3.15）式所示，带有 k 个无穷小量相乘

图 3.1 相空间位形的图形表示 
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的形式，但是接受比率中已经将它们相消。 

通过上面的分析，最终我们就可以得到插入点与消除点的接受概率分别为： 

( , ),( 1, ) ( , ),( 1, )min[1, ]acc
k k k kW R                    （3.21） 

( 1, ),( , ) ( , ),( 1, )min[1,1/ ]acc
k k k kW R                  （3.22） 

这样关于图形蒙特卡洛方法的相关基本知识，我们就介绍到这。具体的细节与更多的问

题，有兴趣的读者可以参阅更多的文献与书籍。 

3.2.2 图新蒙特卡洛方法基本流程 

     如下图 3.2 所示，这就是图形蒙特卡洛方法的计算流程[3，15]。我们将简要概括如下： 

（1） 首先我们将图形初始化，得到一个初始的位形。初始化其实包括很多内容，包括

程序环境的初始化，也包括蒙特卡洛方法图形的热身，使我们的系统达到稳定的

状态后才开始下面的统计步骤； 

（2） 选择图形的更新方式，我们可以选择插入点的方式，也可以选择删除点的做法。

有时候为了提升模拟的性能与效率，我们还可以选择其他的图形更新方式； 

（3） 通过已经选择的更新方式，实际上我们就得到了一个新的位形，根据得到的位形

计算更新的比率与接收比率； 

（4） 根据 Metropolis-Hastings 算法，看图形更新是被接受还是被拒绝； 

（5） 如果图形被接受，我们就保存新的位形；如果图形更新被拒绝，我们就保存原有

的位形； 

（6） 通过对当前图形的测量，我们可以得到相关的物理量； 

（7） 看物理量是否收敛在我们的标准内，如果不收敛，返回第（2）步继续循环；如

果相关物理量已经收敛，我们就退出循环，程序执行结束。 

3.3 基于强耦合展开的连续时间蒙特卡洛求解器 

     在 2.3 节我们就提到了量子杂质模型哈密顿量的一般形式为（2.13）式所示的形式： 

QI loc bath hybH H H H   。在强耦合展开中，对应与图形蒙特卡洛方法的哈密顿量形

式，如公式（3.10）所表示的那样，我们将把哈密顿量分成如下的两个部分，其中：

a loc bathH H H  ， b hybH H 。在实际的典型应用中，我们发现在 Mott 转变附近，

我们的图形微扰展开阶数要远远小于相互作用方法展开的阶数。因为这种强耦合展开的
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方法可以用于更低的温度。 

在强耦合展开的思想下，我们将杂化项做幂级数展开，那么杂化项就将具体表示为

这样的形式： 

† † †
hyb ( )j j

p p j p j p hyb hybpj
H V c d V d c H H           （3.23） 

我们就可以得到配分函数： 

1 1
1 10 0

0

† †
1 1[ ( ) ( ) ( ) ( )]

k k

a

k k
K

H
hyb k hyb k hyb hyb

Z d d d d

Tr T e H H H H

  

 




   

   

 







 

 

     

   
     (3.24) 

①此流程图来自参考文献【15】，pp：357. 

图 3.2 图形蒙特卡洛方法计算流程
① 
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将（3.23）式带入上式，并将库的算符与杂质算符分类合并，就可以得到： 

1 1

1 1

1 1
1 1

1 1

1

1 1

1 10 0
0

† †
1 1 1

† †
1 1

[ ( ) ( ) ( ) ( )]

[ ( ) ( ) ( ) ( )]

k k

k k

k k
k k

k k

loc

k

bath

pk k p

k k
k

j jj j
p pp p

j j p p

j j p p

H
d jk k j k j j

H
c k p k p

Z d d d d

V V V V

Tr T e d d d d

Tr T e c c c c

   

 







   

   

   

 









 

   


 


 

 



 

 

   

 
 

 

 







    （3.25） 

我们定义库的配分函数如下： 

(1 )pbathH
bath

p

Z Tre e 



                  （3.26） 

和反周期杂化函数： 

                  

( ) , 0
( )

1 , 0

p

p p

l m
p p

lm
p

V V e

e e

  

   

 


 

 



     
    

       （3.27） 

现在我们的任务是要将（3.25）式中的有关库算符 ( )pc  的部分积分掉。由于它们是无相

互作用的，时间演化算符就不再将杂质与库耦合起来。通过上面两个定义式，我们得到： 

1 1

1 1
1 1

1 1

, ,

† †
1 1

1
[

( ) ( ) ( ) ( )] det

bath k k

k
k k

k k

H j jj j
p pkp p

p pbath p p

p k k pp p

Tr T e V V V V
Z

c c c c




   

 
 

 

 
   

 
 




           （3.28） 

其中是一个 k*k 阶的矩阵，矩阵的元素为：
1 1( )

mlm j j m     。 

最终（3.25）式就可以写为： 

1 1
1 1

1

1 10 0
, , , ,

† †
1 1 1

= [

( ) ( ) ( ) ( )]det

loc

k k
k k

k

H
bath k k d

k j j j j

jk k j k j j

Z Z d d d d Tr T e

d d d d

    
 

   

   

 




 

 



  

     
 

 


（3.29） 

这样我们就得到图形蒙特卡洛方法如（3.11）式的一般形式，其权重就为： 

       
1

† †
1 1 1[ ( ) ( ) ( ) ( )]detloc

k

H
d jk k j k j jw Tr T e d d d d

    
 

       （3.30） 
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图 4.1 bethe 晶格示意图
① 

4.Bethe 晶格的金属—绝缘相变 

在这一章中，我们将介绍这次毕业设计中我们的主要工作之一。我们完成了用量子

杂质求解器求解 Bethe 晶格上单带 Hubbard模型的相关物理量，并观察到了单带 Hubbard

模型上的 Mott 金属—绝缘相变。这一章的内容概要如下： 

    第 4.1 节我们将介绍有关 Bethe 晶格的相关概念与蒙特卡洛抽样的相关物理量在此

晶格上的具体形式。 

第 4.2 节我们将介绍 Mott 金属—绝缘相变的一些相关概念，让读者对 Mott 金属—

绝缘相变有一个初步的了解。 

第 4.3 节我们将展示我们的计算结果，说明了我们用 CT-HYB 方法观察到了单带

Hubbard 模型的金属—绝缘相变。 

4.1 Bethe 晶格的相关概念 

    Bethe 晶格在统计物理与凝聚态物理中一直都是人们研究的对象。Bethe 晶格是一种

无限大的树状结构晶格。它的每一个原子都有相同的配位数 Z，每两个原子之间都由一

条路径连接起来[54,55]。如图 4.1 所示，它表示的就是一个配位数 Z=4 的 Bethe 晶格。由

于 Bethe 晶格所具有的自相似的结构，所以我们可以采用递归的方法求解这个模型。在

研究无序与相互作用有关问题时，我们可以对其进行

严格的求解。 

在 Bethe 晶格中，如果空间维度趋于无穷大，只

考虑最近邻的作用，此时如第 2.2 节所讨论的那样，此

时，我们的将得到半圆态密度（semicircular density of 

states）： 

        2 2
2

1
( ) 4 2

2
D t t

t
  


      (4.1) 

此时的希尔伯特变换与倒数函数为： 

                  2 2 2( ) ( 4 ) / 2D s t t                         （4.2） 

2( ) 1/R G t G G                           （4.3） 

 

①此图来自参考文献【54】 
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我们将得到局域格林函数与 Weiss 函数的关系： 

-1 2
0 ( ) ( )n n nG iw iw t G iw                （4.4） 

在我们的程序中，我们采用杂化函数与格林函数的关系来进行计算，我们用量子蒙特卡

洛杂质求解器求解出来的格林函数带入 DMFT 自洽循环子程序，利用如下关系： 

                            2( ) ( )t G                        （4.5） 

这样就得到了满足晶格结构的杂化函数。我们通过混合新旧杂化函数，把它作为下次蒙

特卡洛计算的初始值，通过 20 次的自洽迭代，我们一般是可以达到所需要的精度要求。 

4.2 Mott 金属-绝缘相变 

在早期的能带理论中，我们在不考虑电子相互作用或是考虑非常弱的电子相互作

用，我们得到这样的结论：对于能带为填满的情形，我们此时费米能级穿过能带，我们

得到就将是金属；如果下面的能带填满了，而上面的带是空着的，此时我们得到的就将

不会是导体，若带隙较小，我们称之为半导体，若带隙较大，我们称之为绝缘体[56]。然

而在很多材料中，电子-电子之间的相互作用相当大，即使能带没有被填满，它也将表

现出绝缘体的性质。这就表现出了非常新奇的物理现象。也就是我们后来称之为的 Mott

绝缘体。 

4.2.1 金属-绝缘相变的基本概念 

     对于 Hubbard 模型，这个在凝聚态物理里最简单最标准的模型是 Hubbard 在 20 世

纪 60 年代提出来的。Hubbard 模型的哈密顿量如（2.10）式所示。如果我们将电子-电

子相互作用 U 取为 0，很显然，这将对应与传统的周期场中单电子紧束缚模型。此时能

量色散关系为： 

0( ) ( ) mik Rat
m

m

k J J R e                （4.6） 

0J 相当于能带中心相对于原子能级有一个小的平移。最后一项求和是对所有最近邻交叠

积分的求和。详细内容请大家参看参考文献[56]。 

    其实，能量色散关系的表达式与Hubbard模型哈密顿量中的跃迁系数有很大的关系。

跃迁系数的对角矩阵元就对应能带的平均能量，有 0
at

iit J  。非对角矩阵元与能量色

散关系中的交叠积分相对应。 
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图 4.2 上下 Hubbard 带 
能量随 B/U 变化示意图 

Hubbard 模型中当电子-电子相互作用不为 0 时，这样相比紧束缚模型来说，就多出

了非常重要的一项。后面 i i
i

U n n  这一项就

是反应了同一个格点上不同自旋电子的排斥

导致的能量的增加。从这里我们就可以清楚的

看出，跃迁系数 t 所包含的交叠积分（电子可

以在不同的格点之间运动）与 U 所代表的的电

子排斥作用形成了竞争的关系。同样的，我们

可以这样分析，当跃迁系数矩阵非对角元为 0

时，就对应于孤立原子的情形，我们可以知道

体系的能量可以很简单的写成： 

1 0 2 0= + (2 )N T N T U                 （4.7） 

也就是说每个格点的电子都有两个能级 0T 和 0T U 。很显然从（4.7）式我们可以看出，

有 N1个格点被一个电子占据，N2个格点被两个电子占据。当非对角元不为 0 的时候，此

时就将形成以 0T 和 0T U 为中心的两个能带，且能带的带宽是随 B/U 变化的，如图 4.2

所示。这时我们就观察到了两个能带，能量低的那个带我们通常称之为下 Hubbard 带，

能量相对较高的带我们称之为上 Hubbard 带。 

特别的，对于能带半满的情形，按照传统紧束缚的观点，这将是一个导体，但是我

们考虑 U 的效应之后，我们发现，当 U 比较大的时候，上、下 Hubbard 带之间没有交

叠，此时下 Hubbard 带被填满，上 Hubbard 带是空着的，这就对应着一个绝缘态。因此

当 U 从小逐渐增大时，半满带的 Hubbard 将会从金属态转变为绝缘态，这就是我们所说

的 Mott 金属—绝缘相变。 

4.2.2 实际材料中的金属绝缘相变 

在实验上，我们研究最广泛的是 d 电子体系。特别是铜氧化物高温超导体的研究和

庞磁电阻效应的相关进展，越来越多的科学家对过渡族金属产生了很大的兴趣。特别的

是 Ti, V, Cr, Mn, Fe, Co, Ni, Cu 和 Ru 的相关化合物，它们都展现了非常丰富的物理现

象。通常 Mott 金属—绝缘相变的决定性参数有能带的填充情况，带宽和维度等。在实

验上，我们可以采用掺杂、压力、不同的化学组成以及磁场等参数来实现理论上这些关

键因素的改变，因此有大量的实验用于金属—绝缘相变的研究，很多在理论上都可以很
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图 4.3 V2O3的相图
① 

好的进行解释。 

在 Imada, Fujimori 和 Tokura 的文章第四章中，它们较全面的阐述了各种实验上对

Mott 金属—绝缘相变的事例分析[57]。比如实验物理学家用光电效应和 X 射线吸收光谱

来研究带宽决定型三氧化二钒的

MIT。如图 4.3 所示，这就是三氧化二

钒的相图，其中带宽就由我们所加的

压强来决定。 

在 2007 年 Science 上发表了一篇

由中科院物理所与美国合作的一篇有

关纯电子关联驱动的Mott金属—绝缘

相变的文章[58]。这种纯电子的驱动就

避免了以往电荷、电子自旋以及晶格

三者的相互影响。首次实现了对理论

上纯的电子驱动的 Mott 相变的验证。

对于研究Mott金属—绝缘相变具有非

常重要的意义。 

4.3 程序测试 

下面是我们用连续时间蒙特卡洛方法来观察Bethe晶格上的Mott金属—绝缘相变的

过程。我们设定反温度 =40 （对应室温的情形），跃迁系数 t=0.5。我们只考虑半满的

情况，此时有化学式 =
2

U 。我们采用自洽 DMFT 循环 20 次，在相互作用 U 不是特别

小的情形下，我们都可以得到很好的收敛的结果。为了加速我们程序的实现，这里我们

采用 MPI 并行的方法就行抽样。在这次蒙特卡洛抽样中，为了节约时间和提高抽样的次

数，我们采用 8 个 CPU 的计算核心，每个核心抽样的次数为 200,000,000 次，加上我们

采用 20 个 DMFT 的迭代循环与一次 bin 文件的采集(为计算谱函数用)，这样总的蒙卡

抽样数目就为 21*8*200,000,000 次。可见这将是一个非常大的蒙卡抽样次数，但是我们

的基于强耦合展开的连续时间蒙特卡洛方法特别是在仅有密度-密度相互作用时（不考

虑自旋翻转项与对跃迁项）是非常高效的。 

①此图选自参考文献【2】,pp:59. 



 

湖南大学毕业论文  
 

 

- 26 - 

首先我们观察计算结果自能在 DMFT 自洽迭代循环中是否达到了收敛的情况，如图

4.4 所示。我们可以清楚的看

见，在自洽循环的前几步中，

我们的 sig_curr 的值很大，随

着迭代循环的次数增多，我们

发现 sig_curr 的值在很迅速的

下降。但是我们也很容易发现

一个问题，到最后我们的

sig_curr 的值在我们的收敛值

附近波动，并不能完全收敛到

我们所设的精度上,但这并不

是我们的计算程序出现了问

题。我们知道量子蒙特卡洛方法本来就是一个随机抽样过程，在抽样过程中就存在着物

理量的涨落。一般而言，当我们的结果在精度范围内波动且连续两次与所设精度在同一

数量级时，我们就认为我们的结果达到了精度的要求。 

下面我们观察我们所得到的格林函数，首先是虚时格林函数，如图 4.5 所示，当

U=1.0， =40 ，t=0.5 时，为了达到半满的情况，我们就必须将化学势设为 = =0.5
2

U 。

图 4.5 虚时格林函数 ( )G 
（U=1.0） 

图 4.6 虚时格林函数 ( )G 
（U=2.5） 

图 4.4 电子自能收敛情况 
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图 4.7 ( )G  随 U 的变化示意图 

这时虚时格林函数曲线将非常的平滑，在 =0 ， =40 时， ( )G  对应着-0.5，这就是对

应着粒子占据数为 0.5 的情形。此外在曲线中部平滑的部分，曲线与 0 轴之间有一定的

距离。一般而言，这样的情形对应着金属态，所以 U=1.0 对应着金属相。 

同样的分析，对于 U=2.5 时的情形，如图 4.6 所示。在这里我们看到曲线的形状并

没有大的改变，只是在曲线中部贴到了 0 轴上，这就是典型的绝缘态的特征。虽然这种

判断方法只是定性上的判断，最终的结果分析还是得从谱函数上去分析。但是我们可以

确定 Mott 转变点就在 U=1.0 与 U=2.5 之间。 

我们做出 ( )G  随 U 的变化示意图如图 4.7 所示，我们可以很清楚的看到金属—绝缘相变

的变化趋势与过程。 

同样的，我们还可以分析虚频格林函数的虚部。首先我们也需要保证曲线足够的平

滑，这样说明我们的取样是合理的。在虚频格林函数的低频区，我们就可以判断系统时

处在什么样的相上。当曲线的形状呈现一个勾的形状时，就说明我们的系统处在绝缘相，

当然这样方法判断也是定性上的。正如如图 4.8 所示，就给出了虚频格林函数的虚部随

U 变化的示意图。 
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在此程序中，由于对松原频率点的所有点进行采集数据的话，将具有非常大的工程量。

而且在蒙特卡洛抽样过程中，我们可以直接测量 ( )G iw 的值，这是一个复数运算，这样

多种因素的共同作用下，将会导致我们的采集效率变低。通常情况下，我们只测量低频

下的一些松原频率点，在本此计算中，我们采用 128 个低频的松原频率点，高频时的那

些点我们采用原子极限时的数据补齐。上图也可以看出，我们发生的 Mott 金属—绝缘

相变的相变点也在 U=2.0 与 U=2.5 之间。 

同样的，我们从自能函数也能大致看出发生 Mott 金属—绝缘相变的相关情况。如

图 4.9 所示， 

图 4.8 ( )G iw 虚部随 U 变化示意图 
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首先我们也需要观察我们的曲线是否光滑，从图中我们可以看出对 U 较小时，我们

的虚频自能函数的曲线并不是十分的光滑，与 ( )G iw 相反的是，当曲线呈现一个勾的形

状时，对应的是体系处在金属相的情况。从这个图中我们也清楚的看到，我们的 Mott

金属绝缘相变同样是发生在 U=2.0 与 U=2.5 之间。为了解决 U=1.0 时曲线不光滑的情况，

我们将我们的取样个数乘以 10 倍，将两个自能函数的曲线进行了对比，我们可以看出，

随着取样次数额增加，曲线将变得更加光滑。如图 4.10 所示，其中用小圆点表示的红色

曲线对应着取样次数乘以 10 的情形。 

图 4.9 ( )iw 虚部随 U 变化示意图
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以上的分析都只是定性上

来看的。观察 Mott 金属—绝缘

相变最直观、可靠的方法就是

观察其谱函数 ( , )A k  [59]。谱函

数 ( , )A k  的确切物理意义可以

解释为给定自旋的电子在状态

空间 k 点的态密度。在固体物

理理论中，特别是相互作用电

子系统的谱函数是我们经常需

要用到的。对于无相互作用的

自由电子系统，其格林函数可

以写为如下形式： 

(0) 1
( , )r

k

G k
E i


 


 


                  （4.8） 

其中 2 / 2kE k m ， 0   。所以电子的谱函数为： 

                 (0) (0)( , ) ( 1/ ) Im ( , ) ( )r kA k w G k w w E    
 

        （4.9） 

是一个 函数。在 A-w 平面上自由电子的谱函数是一个中心位于 kE 处的表示电子寿命

无限长的稳定电子态的谱函数。 

     对于有相互作用的这种较为复杂的体系，根据 Dyson 方程，我们可以求出其谱函

数为： 

                 
2 2

( 1/ ) Im ( , )
( , )

[ Re ( , )] [Im ( , )]
r

k r r

k w
A k

w E k k w




 


    


       （4.10） 

这里谱函数 ( , )A k  的峰宽的倒数就是准粒子的寿命。 

例如在我们这个问题里，当系统处在金属相时，在费米面附近有电子的占据。当发

生金属—绝缘相变而使系统处于绝缘相时，费米面附近就没有电子的占据，相应的能隙

就被打开了。为了得到电子的谱函数，我们需要对虚时格林函数进行解析延拓①，我们

用最大熵求谱函数的方法②[60-64]。如图 4.11 所示，这就是我们用最大熵方法获得的 A(w) 

① 格林函数解析延拓的有关介绍可参看附录 A. 

② 最大熵求谱函数的基本思想可以参看附录 B. 

图 4.10 对比不同抽样次数对

自能函数的影响 
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随 U 变化的示意图，在这个图里我们人为的把谱函数的值依次总体平移 0.5 个单位，这

样就可以很清楚的看到能隙的变化情况。我们看到在 U=1.0 的时候，费米面附近存在很

宽的峰，费米面附近的电子参与导电，这就是典型的金属特征。当 U=2.0 时，中间的准

粒子峰依然存在，两边的 Hubbard 峰更加的明显，但是我们发现 Hubbard 峰相对理论值

1.0 更向外偏移了。这种偏移在我们的计算中是可以理解的，因为我们所采用的强耦合

展开的方法在 U 较小的时候就会表现的误差较大。当 U=2.5 时，能隙就已经被打开，此

时的准粒子峰消失，Hubbard 峰与理论值 1.25 相差很小。当 U=3.0,4.0 时，能隙打开的

更加明显，Hubbard 峰的位置也与理论值相符的很好。在这里，我们就观察到了 Bethe

晶格上单带 Hubbard 模型的 Mott 金属—绝缘相变。 

 对于 Mott 金属—绝缘相变，我们还可以从准粒子权重 Z 来观察相变的过程。准粒

子权重 Z 大于 0 的有限值时意味着金属相，当权重 Z 趋于 0 时则表示体系此时是处在绝

缘相。准粒子权重 Z 的定义由 ( , ) ( ( ))kA k Z E k    出发，理论公式为： 

图 4.11 谱函数 ( )A  随 U 变化示意图 
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1
( )

( )

[ ( ( ) Re ( , )) | ]

1
Re ( , )

1 |

k w E k

w E k

Z k k

k

  











   




 




          （4.11） 

通常在数值计算时，我们采用近似的计算公式： 

                           
0

0

1
( )

1
Z

i






                     （4.12） 

在(4.12)中， 0 表示第一个松原频率点的值，相应的 0( )i 就表示在第一个松原频率点

上所对应的电子自能函数的虚部。 如图 4.12 所示，我们给出了 t=0.5 与 t=1.0 时准粒子

权重 Z 随 U 的变化示意图。我们可以看到在 t=0.5， 2.5U  ，Z 的值确实趋于 0。 

我们前面已经提到，在 Hubbard 模型中，t 表示的跃迁系数与 U 之间存在着一种竞

争关系，这种竞争关系从上图两种不同跃迁系数 t 的分析就可以看出，t 越大时，也就

是说电子的巡游性越强时，就需要用更大的 U 与之平衡。一般情况下我们用 U/t 作为

Mott 金属—绝缘相变的一种量度。这样的话参照 t=0.5 时的情形，对于 t=1 的情况，我

图 4.12 准粒子权重 Z 随 U 的变化示意图 
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们分析在 U=5 左右将发生金属—绝缘相变，从图 4.12 内图中，我们发现，在 U=5 附近，

准粒子权重 Z 的值确实趋于 0。 

前面多次提及在 U 比较小的时候，我们的算法所暴露的不足，比如自能函数的曲线

不够光滑，得提高蒙特卡洛取样的次数。另一方面我们的谱函数在 U 较低时与理论上还

是有所偏差。前面我们已经提到我们的强耦合展开是图形量子蒙特卡洛算法的一种，我

们需要将我们哈密量的杂化项进行 k 阶展开。但是我们知道我们的矩阵是一个 k*k 阶的

矩阵，k 的增大将会导致矩阵计算量迅速的增大，不仅影响到我们的计算效率，而且对

我们的抽样次数也提出了新的挑战。如图 4.13 我们就可以看出图形微扰展开阶数随 U

变化的示意图。 

所以在 U 较小的时候，我们的计算存在一定的误差。此外，从大量的计算实践中我

们也很明显的可以得出，当 U 较小时，系统处于金属相时的计算时间要高于系统处在绝

缘相时的计算时间。自此，我们的单轨道 Hubbard 模型 Mott 金属—绝缘相变就分析结

束了。 

 

 

图 4.13 图形微扰展开阶数分布示意图 
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5.平方晶格的金属—绝缘相变 

在上一章我们已经向大家介绍了DMFT自洽循环中Bethe晶格的构造以及此晶格上

单带 Hubbard 模型的金属—绝缘相变。在这一章中，我们将对上一章的问题更深一步，

我们将这一章的内容分为如下几个部分： 

第 5.1 节将介绍一般晶格的构造方法，并给出二维平方晶格的构造过程，当我们构

造平方晶格之后，就可以在此基础上就行进一步的计算，并简要讨论此金属—绝缘相变

是否是一级相变。 

第 5.2 节我们将给出对平方晶格两轨道 Hubbard 模型的计算，并从中寻找轨道选择

Mott 金属—绝缘相变。 

5.1 平方晶格的构造 

5.1.1 对布里渊区积分法构建自洽方程 

在上一章之所以我们选用 Bethe 晶格作为研究对象，就是在于它的拓扑结非常特殊，

在研究中具有它的方便性（具有递归的特征）和参考性（研究无序相互作用）。但是对

于更一般的晶格我们该如何去构造呢？ 

正如第 2 章动力学平均场自洽方程所说的那样，如果我们知道晶格的态密度，就可

以根据希尔伯特变换以及倒数函数求出格林函数。对于比平方晶格更普通的方晶格来

说，假设晶格常数为 1，维度为 d，我们得到： 

1

2
cos

2

d

k i
i

t
k

d




                       （5.1） 

得到能量色散关系之后，我们就可以计算它的态密度： 

( ) ( ) ( )
(2 )

d

k kd

d k
D       


                （5.2） 

因为（5.2）式中包含着 函数，要数值求解的话必须采用 函数的其他形式： 

                         2 2
0

1
( ) limx

x


 


                    （5.3） 

但是在本次测试中，我们并没有采取求态密度的方法构造晶格，而是采用直接对布里渊

积分的形式进行平方晶格自洽方程的构造： 
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22 2

2 2

1 1
( ) ( )

2 ( )n x y
n k n

G iw dk dk
iw iw

 

     


          （5.4） 

通过上面这个式子我们就得到了虚频格林函数与自能函数的关系，使函数得以更新，构

成 DMFT 自洽循环的一部分。 

5.1.2 程序测试 

当我们用对布里渊区积分的方法构成 DMFT 自洽循环的一部分之后，我们在此基础

上进行了单轨道二维平方晶格的测试。 

我们选取反温度 =16 ，跃迁系数 t=1。同样采用单带半满的情况，此时化学式

=
2

U 。我们分别测试了 U=0,1,2,4,6,8,10,12 这八组数据。为了检测我们程序的可靠性，

我们将我们得到的谱函数与精确对角化方法这种方法得到的谱函数进行对比。如图 5.1

所示，我们展示了六组数据，在 U 较小的时候，我们看到体系也是出于金属相，在费米

能级附近有电子的占据。随着 U 的不断增大，费米面附近的电子密度逐渐降低，准粒子

峰逐渐消失，Hubbard 峰的距离逐渐增大。同时由于我们的体系是单带半满下的情况，

所以位于费米面上下的带具有对称性，也就是所谓的电子—空穴对称性。注意图中红色

曲线部分为精确对角化方法给出的结果①，我们可以清楚的看出，红色曲线由一系列的

尖峰构成，这些尖峰是分立的，所以精确对角化的分立谱函数中蕴含着非常多的物理，

但是这些分立的尖峰来观察谱函数并不是一件非常直观的过程，这也是精确对角化方法

在我们观察谱函数时所遇到的苦难。反之，我们的量子蒙特卡洛给出的连续曲线谱函数

就非常的直观，因此在量子蒙特卡洛方法在研究 Mott 金属—绝缘相变细节问题时将变

得非常受大家的亲睐。从图中我们可以清楚的看出，我们两种方法所得到的谱函数非常

的一致。这也间接说明我们方法的正确性。但是这其中也存在一个问题，从谱函数随电

子库仑相互作用 U 变化的过程中去看，当我们的 U=10 时，从精确对角化的方法中我们

就已经得到了一个较小的能隙，此时说明体系已经进入了绝缘相，发生了 Mott 金属—

绝缘相变。但是我们的连续时间量子蒙特卡洛方法所得到的谱函数在费米面附近还是存

在一个小的准粒子峰，这说明我们的体系还是处在金属相，并没有发生说预期的金属—

绝缘相变。 

 

①此 ED 算法的计算与数据由中科院物理所 T03 组师姐林赫羽提供。 
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图 5.1 平方晶格谱函数 ( )A  随 U变化示意图 

我们不禁要思考，就不知道到底是精确对角化方法在提前估计了金属—绝缘相变的

相变点还是我们的连续时间量子蒙卡估计的不准确还是这其中蕴含着别的物理现象。 
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图 5.2 金属—绝缘相变两相共存 

在 2005 年 R.Arita 与 K.Held 的工作中，他们就讨论了 Mott-Hubbard 相变是一级相

变还是二级相变[65,66]。很早之前 Liebsch 就观察两带 Hubbard 模型每个带各自发生了一

阶金属—绝缘相变。在统计物理里，艾伦费斯特（Ehrenfest）在 20 世纪 30 年代就提出

了相变的分类方案，其中一级相变是在相变点两相的化学势相等，化学势的一级偏微商

不相等。二级相变在相变点，两相的化学势和化学式的一级偏微商全部相等，但化学势

的二级偏微商不相等。我们知道与一级相变相比，二级相变没有两相共存，也没有亚稳

态。因此我么就在考虑这个问题，是不是在 U=10 的附近，我们也可以观察到两相共存

的状态，即从不同的状态出发，我们就可以得到不同的稳定状态。在我们的程序中，我

们可以用不同状态的杂化函数作为初始输入，比如我们从绝缘相出发就是将绝缘态的杂

化函数带入 DMFT 循环的初始条件中，同样的，从金属相出发就是将金属态的杂化函数

带入自洽循环初始条件。在 R.Arita 与 K.Held 的文章里，他们就提到，绝缘相是一个亚

稳态的相，我们也可以想象，当只有我们从亚稳态绝缘相的初始杂化函数出发，才有可

能使体系最终落在绝缘相上。如图 5.2 所示，在 U=10.54 时，我们从不同的相出发就得

到了不同的体系状态，其中绿线表示绝缘相，红线表示在费米面附近好有少量的粒子状

态，此时还是具有金属的某些特性。换句话来说，就是在 U=10.54 时，我们发现了金属
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相与绝缘相的共存，这也说明了二维平方晶格的 Mott—Hubbard 相变是一级相变。这也

是我们所采用连续时间量子蒙特卡洛方法在研究金属—绝缘相变时优于严格对角化方

法的原因，我们的方法可以更细节更直观的表现出相变的某些特性。 

5.2 选择轨道 Mott 金属—绝缘相变 

在前面的研究中，我们已经对单轨道的 Mott 金属—绝缘相变有了一定程度的理解。

我们分别在 Bethe 晶格与二维平方晶格上观察到了相变的过程，并简要说明了此相变是

一个一级相变。但是我们的讨论只是一个简单的分析，其中还是有些问题等待以后的具

体深入，比如我们从绝缘相出发有时会得到一个金属相，对应的此时若从金属相出发对

应的确是一个绝缘相。我们猜测可能是因为蒙卡包含量子涨落的原因，导致结果从一个

相出发演化至另一个相，这些不确定性就在共存相时通过蒙卡过程的随机性给表现出来

了，具体的分析可以参考 R.Arita 与 K.Held 等其他的相关文献[65]。 

5.2.1 两轨道金属—绝缘相变基本哈密顿量 

下面我们开始讨论更为复杂的选择轨道 Mott 金属—绝缘相变。选择轨道 Mott 金属

—绝缘相变的提出是为了解释某些材料的电子混合性质。在这种材料中，一部分导带电

子具有巡游性质，表现出金属性，另一些导带电子则表现出局域性。这种奇特的物理性

质引起了物理学家们广泛的关注，为了解释这种现象，我们提出了一系列的机制，选择

轨道 Mott 转变的概念也就这样被提出来了[67-81]。一般情况下，为了方便，我们先研究

最为简单的两轨道 Hubbard 模型。我们写出两带 Hubbard 模型的哈密顿量为： 

2
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   （5.5） 

在上面的式子中，m 代表能带指标， †ĉ 代表电子的产生算符， ĉ代表电子的湮灭算符。

U 代表轨道间的库仑相互作用，表现为轨道间电子的库仑排斥相互作用。U 代表轨道

内的相互作用，表示电子在同一个格点上自旋向上与自旋向下电子之间很强的排斥相互

作用。J 为 Hund 交换相互作用，上式的最后两项分别代表自旋翻转项和对跃迁项。在
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具有 SU(2)对称性电子中，我们选取 = 2U U J  ，这样我们的哈密顿量就具有旋转对称

性，这样的形式就被称为广义相互作用的形式。但是我们现在的程序还不具有广义相互

作用的形式，相应的程序还在编写之中。因为广义相互作用具有较严重的负符号问题，

要解决这个问题，我们就需要将我们的程序就行进一步的改进，采用更为复杂的计算方

法。现在我们采用的依然是研究单带问题中的密度—密度相互作用。密度—密度相互作

用就不存在这样的负符号问题，所以开发此程序也较为简单。但是采用密度—密度相互

作用就不能考虑自旋翻转项与对跃迁项，因此采用这种算法展现出来的物理现象就没有

那么的丰富，但是依然可以看到选择轨道 Mott 金属—绝缘相变的精髓。  

5.2.2 程序测试 

在此次程序测试中，我们将两带的带宽选择为不同的值，其中宽带的跃迁系数 t=1，

窄带的跃迁系数为 t=0.5。然后我们选取了 3 组不同的 Hund 交换相互作用 J，每组 J 中

又选取了不同的 U，从而研究相变与 U 的关系。首先我们看 J=1 时候的情形，由于我们

采用 = 2U U J  这个限定关系，所以我们的 U 值最小取为 2，然后依次逐渐增大。从测

试结果中我们可以看出带宽是发生选择轨道 Mott 金属—绝缘相变的一个决定性因素，

窄带由于带宽小，所以先从金属相进入绝缘相。当 U 不断的增大宽的那个带也从金属相

也进入了绝缘相。例如在 J=1 时，我们看到当 U=1 的时候，窄带和宽带都处在金属相之

中，在费米面附近有很高的准粒子峰，此时的电子具有很高的巡游性质。在 U 一直增大

到 U=6 时，准粒子峰的高度不断下降，Hubbard 峰越来越明显。当 U 增大到 U=7 时，

窄带的能隙被打开，但是此时我们的宽带依然处在金属相当中，我们此时就可以认为我

们观察到了选择轨道 Mott 金属—绝缘相变。随着 U 的进一步增大，窄带的能隙将打开

的越来越大，宽带也逐渐向绝缘相演变，在 U=11 时，很明显两带都进入了绝缘相。这

样我们就观察到了选择轨道 Mott 金属—绝缘相变的全过程。这个过程也是由于 U 的增

大导致的，只不过是窄带和宽带发生相变的 U 不同而已。也就是说我们分别的观察到了

两个带各自发生了 Mott 金属—绝缘转变，但是具体的这两个带是如何相互影响的，我

们这里还无法具体的观察出更为细节过程。在以后的研究中，我们将继续深入探讨这个

问题，看看窄带和宽带是因为什么机制相互影响着的。如图 5.3 所示，我们就给出了 J=1

时谱函数随 U 变化的示意图。 

前面我们已经提到，准粒子权重 Z 可以很准确的体现出金属—绝缘相变的相变过

程。因此我们继续采用（4.12）式 
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图 5.3 选择轨道金属—绝缘相变（J=1）
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来计算准粒子权重。我们做出两轨道的准粒子权重随 U 的图如图 5.4 所示，其中红色曲

线表示窄带的准粒子权重 Z 随 U

的变化示意图，绿色曲线代表宽带

的准粒子权重随 U 变化示意图。

此时对应着 J=2 的情形，我们看到

J=2 时，当 U=6 时，窄带就进入了

绝缘相，此时宽带处在金属相，我

们可以说此时我们观察到了选择

轨道金属—绝缘相变。我们继续增

大 U，当 U=10 时，宽带和窄带都

进入了绝缘相。我们再将此结果与

J=1 的情形进行对比，J=1 时，U=7

才发生窄带的转变比 J=2 时 U=6 要大。同样的宽带的情形也正是如此。我们可以看出 J

的增大有利于选择 Mott 金属—绝缘相变的到来。如图 5.5 我们还给出了 J=3 时的谱函数

随 U 变化在相变点附近的示意图，我们清楚的看到，在 U=6 时窄带就已经进入了绝缘

相，不存在金属相的情况。我们分析可知，交换作用 J 越大，代表着电子波函数交叠产

生的相互作用越强，有利于绝缘相的形成。 

在这里，我们不再对两轨道的 Mott 金属—绝缘相变是一级相变还是二级相变进行

讨论。由于我们程序密度—密度相互作用算法的局限性，我们也不在对选择轨道 Mott

—Hubbard 转变是否融合为一个单一的相变的具体细节进行讨论。我们在 R.Arita 与

图 5.4 两轨道准粒子权重 Z 随 U
变化示意图 

J=2 

图 5.5  J=3 时的谱函数在相变区示意图 
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K.Held 的工作中就可以看到在考虑全 Hund 交换作用的情况下，选择轨道 Mott 金属—

绝缘相变是一级相变，且两个轨道的相变是各不相同的，并不会融合为单一的一级相变。

通过我们前面的工作，我们用基于强耦合展开的连续时间量子蒙特卡洛对两轨道二维平

方晶格的选择轨道 Mott 金属—绝缘相变进行了研究，首先是证实了带宽驱动的 Mott 转

变，然后进一步证实 U 是 Mott 相变发生的决定性因素，最后还说明了 Hund 相互交换

作用 J 有利于 Mott 转变的形成。至此，我们的工作就基本完成了。 
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6. 总结与展望 

在此次毕业设计中，我们学习和应用了研究强关联电子体系非常广泛和有效的动力

学平均场理论。前面我们已经提到这种新方法开创于上个世纪末，由于它具有非常大的

优势，在短短的几十年间，已经成为求解强关联体系最有力的工具。量子杂质模型是动

力学平均场理论的核心部分，而量子杂质模型的数值计算更是在强关联体系中取得了一

系列突飞猛进的成就，和实验上的符合也相当的成功。 

因此在我的工作中，我主要学习了动力学平均场理论的基本知识，对 DMFT 自洽循

环有了更进一步的认识。在对量子杂质模型理解的基础上，着重对基于强耦合展开的连

续时间蒙特卡洛算法进行了解，在基于前人工作成果的基础上学习自己编写 CT-HYB 程

序。目前对程序总体框架已经把握，并开始对晶格够建的部分进行修改和扩展，用不同

的方法完成了 Bethe 晶格与二维平方晶格的构建。还将单带 Hubbard 模型的量子杂质模

型求解器扩展为两个带宽不同两带量子杂质模型求解器。 

在实际的程序测试与应用上，我们用量子杂质求解器求解了Bethe晶格单带Hubbard

模型，通过对格林函数、自能函数、谱函数、准粒子权重的分析，完成了对单带 Mott

—Hubbard 转变的研究。此后我们还研究了二维平方晶格上的单带与两带 Hubbard 模型。

为了展示我们 CT-HYB 算法的可靠性与优越性，我们将得到的结果与精确对角化算法

（ED）进行比较，发现我们结果的一致性。我们还从谱函数的对比上看，展示了我们

算法对谱函数观察的直观性。在单带 Hubbard 模型的情况下，我们还简要分析了 Mott

金属—绝缘相变是一级相变。在两带 Hubbard 模型的研究中，我们取了跃迁系数 t=1 的

宽带和 t=0.5 窄带的情况，发现带宽不同导致的选择轨道 Mott-Hubbard 转变，随着 U 的

不断增大，窄带先进入绝缘相，宽带仍然为金属相，最后到两个带都转变为绝缘相。通

过对上面几个模型的测试，我对其中的理论与程序的把握和理解都更进了一步，也看到

了强关联电子体系一些新奇的物理现象。 

但是现在我们的程序还只是仅仅考虑了密度—密度相互作用，没有包含全部的

Hund 交换相互作用，因此我们下一步的目标就是将密度—密度相互作用推广到包括全

部 Hund 交换相互作用的这种广义相互作用程序的开发。这其中我们要克服我们必然要

遇到的负符号问题。此外，我们还需要对我们的程序进行进一步的改进，我们还要把它

推广到多个轨道每个轨道都具有不同带宽的情形，不同轨道间具有不同相互作用 U 的情

形，甚至是否可以考虑带与带之间跃迁的问题以及考虑多个格点的情况。这些推广是困
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难的，需要我们一步一步的去解决。 

研究多体问题一般我们可以从两种角度去考虑，一种是从费米面附近的电子态出

发，构造相应的哈密顿量，这也就是我们量子杂质模型采用的方法。还有一种方法就是

从给定的晶格参数与结构出发，通过第一性原理的计算获得相关的物理量。由于我们的

量子杂质求解器仅仅是一个求解器而已，对于简单的晶格我们可以给定自设的 DMFT

自洽循环与初识的杂化函数作为输入。但是对于实际的很多复杂晶格来说，我们的

DMFT 自洽循环就不好构造，用任意的杂化函数作为初始的输入收敛可能也会比较慢。

同样的，第一性原理计算也是应用了局域密度近似（LDA），在强关联体系 U 较大时，

所得到的结果也并不是十分的可靠，与实验上数据对比也有很多的不同。我们就在想，

能不能把 LDA 与 DMFT 结合起来。 

现在的强关联体系的研究中，已经有越来越多的人把 LDA+DMFT 结合起来了，并

在研究中取得了非常大的优势。现在我已经开始熟悉 WIEN2K，下一步就是用正交基的

变换与 WIEN2K 提供的初始数据作为量子杂质求解器的初始输入，把两种方法结合起

来，用于强关联体系的研究。 
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附   录 

附录 A 格林函数的解析延拓 

格林函数（Green’s function）法是凝聚态物理里常用的方法之一。在多体理论中，

格林函数又经常指各种形式的关联函数，且有格林函数的极点就是准粒子的能谱。格林

函数极点的实部是准粒子的能量，极点的虚部的倒数是准粒子的寿命。 

我们通常可以定义推迟格林函数为： 

1( , ) ( ) ( ), ( )RG t t i t t A t B t                  (A.1) 

其中 ( )x 表示阶跃函数，
1 0

( )
0 0

x
x

x



  

 。在这里我们已经采用了约化标准，即 1 。

其中费米型为反对易关系，角标取为 1；玻色型为对易关系，角标取为-1。<···>表示对

系综的统计平均。 

我们可以证明 ( , )= ( )R RG t t G t t  ，因此 RG 代表传播子，表示在 t时刻 r 处的一个态

或是粒子在 t 时刻传播到了 r处。 

格林函数的虚部和实部之间还满足 Kramers-Kronig 关系： 

Im ( )1
Re ( ) R

R

G
G P d

 
  








               （A.2） 

在海森堡绘景中，我们考虑一个哈密顿量为 H，场算符为 B 的系统，我们写出它的推迟

格林函数为： 

                       †( ) [ ( ), (0)] 0RiG t B t B t                 （A.3） 

它的傅里叶变换(Fourier transform)为: 

                            
0

( ) ( )
2

i t
R R

dt
G e G t




                   （A.4） 

相应的谱密度(spectral density)为: 

1
( ) Im ( )RA G 


                      (A.5) 

前面我们已经提到，大部分的蒙特卡洛方法得到的有限温度格林函数都是表示成虚时的

形式，我们将 it   ，就可以得到： 

                            †( ) ( ) (0)G T B B                    （A.6） 

其中T 为虚时编时算符。我们知道虚时格林函数具有周期性 ( ) ( )G G     ，所以我
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们同样可以写出它的傅里叶变换为： 

0
( ) ( )ni

nG i d e G
                         (A.7) 

其中 n 表示松原频率(Matsubara frequencies)（取 (2 1) /n   表示费米子，2 /n  表示

玻色子）。我们将谱密度带入可得： 

( ) ( )
1

e
G d A

e



  





                 (A.8) 

其中 ( , )
1

e
K

e



 





，正号表示费米子，符号表示玻色子系统。 

     一般而言，谱函数与实验观测量紧密相连。如果我们可以获得谱函数，那么我们

就可以将我们的蒙特卡洛模拟结果与实验数据联系的更加紧密。统计关联函数是很容易

获得的，但是我们要从中获得动力学信息一般而言并不这么容易。解析延拓(analytic 

continuation)就是为了从蒙特卡洛模拟方法得到的虚时关联函数获得实频的动力学信

息。我们只需要得到谱函数 ( )A  就可以从公式(A.5)获得实频格林函数的虚部，然后通

过 Kramers-Kronig 关系获得格林函数的实部，这样我们就获得了整个定义在实频上的格

林函数。 
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附录 B 最大熵法求谱函数 

    从积分方程 ( ) ( , ) ( )G d K A    



  中获取谱函数 ( )A  是十分困难的。因为在

相对较大时， ( , )K   很小。此时给定 ( )G  ，对 ( )A  的估计可以有非常大的振荡范围。 

为了解决这个问题，我们就需要用到最大熵方法（maximum entropy method, MEM）。

这时我们得用到贝叶斯推理(Bayesian inference)来找到 ( )A  。我们给定两个事件 a 和 b，

根据贝叶斯定理，我们有： 

Pr[ , ] Pr[ | ]Pr[ ] Pr[ | ]Pr[ ]a b a b b b a a                （B.1） 

其中Pr[ ]a 是事件 a 的概率，Pr[ | ]a b 是给定事件 b 下 a 发生的条件概率，Pr[ , ]a b 为联合

概率。根据概率论的相关知识，我们有： 

Pr[ ] Pr[ , ]a db a b  ，Pr[ ] Pr[ | ]Pr[ ]a db a b b          （B.2） 

归一化条件为： Pr[ ] 1da a  ， Pr[ | ] 1da a b  。 

  在我们这个问题中，我们的事件就是 ( )G  和 ( )A  。其中 ( )G  为我们对 ( )G  的估计

值。我们将概率写为： 

                      Pr[ | ] Pr[ | ]Pr[ ] / Pr[ ]A G G A A G                  （B.3） 

其中Pr[ | ]A G 叫做后验概率，Pr[ | ]G A 为 likehood 函数，Pr[ ]A 为先验概率。我们的出发

点就是找到一个 ( )A  ，使得Pr[ | ]A G 达到最大。 

我们将(B.3)式对 A 进行积分，于是得到： 

Pr[ ] Pr[ | ]Pr[ ]G DA G A A                      (B.4) 

这样我们就得到Pr[ ]G 只依赖与 likhood 函数与先验概率的形式。从(B.3)式我们就可以清

楚的看出它将后验概率的问题转化为了 likehood 函数与先验概率的问题，对于后面这两

个概率我们是较熟悉和方便讨论的。 

首先我们讨论 likehood 函数的部分，也就是要找到特定的 A 使得Pr[ | ] LA G e 最

大化。根据中心极限定理，我们有： 
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2 /2Le e                           （B.5） 

其中 

2 1

,

( )[ ] ( )
L

i i ij j j
i j

G G C G G      ， ( )

1

1 M
j

i i
j

G G
M 

           （B.6） 

C 为协方差矩阵，表示蒙特卡洛抽样过程中的误差信息，表示如下： 

( ) ( )

1

1
( )( )

( 1)

M
j j

ik i i k k
j

C G G G G
M M 

  
             （B.7） 

     接着我们来看熵的先验概率部分，Pr[ | ] SA G e 。我们的出发点就是要找到熵 S

的最大值，其中 为一个可调的参数。熵 S 的形式通常写为下面的形式： 

( ( ) ( ) ( ) ln[ ( ) / ( )])S d A m A A m            （B.8） 

     由（B.3）式我们可以知道，最终的 Pr[ | ]A G 是上面两部分的乘积，也就是说

Pr[ | ] QA G e ，其中： 

                              21

2
Q S                           (B.9) 

对于给定的一个 A，我们要找到一个使Pr[ | ]A G 最大的 ( )A  就是去求 Q 的极大值： 

ˆ

=0
A A

Q

A


 

                        (B.10) 

通过以上步骤，对于一个给定的参数 ，我们找到最大的 Q，就可以确定谱函数

( )A  。但是 的选取要求合理，既不能过大也不能过小。当 参数的取值太大，我们

给出的谱函数就会过于平滑，失去一些物理细节，但是当 参数选取过小时，那么蒙特

卡洛抽样数据中的噪声就会影响到 ( )A  ，使得 ( )A  出现非物理的振荡。如图 B.1 所示，

我们分别选取了 为 0.001,0.005,0.008 三组值。这三组值的选取也是我们在大量的计算

中总结出来的，从图中我们可以看出当 取为 0.005 和 0.008 时，我们用最大熵方法得

出的谱函数并没有太大的区别。但是当 取为 0.001 时，曲线的振荡非常明显，与实际

情况相差的非常明显。那么我们该如何正确选取这个 的值呢？ 
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有一种被称为 historic 最大熵的方法。在这种方法下，我们选取的 必须使得 2 =N 。

其中 N 为实轴频率点的数目。在一般计算下，采用 historic 最大熵的方法还是可以获得

比较准确的谱函数 ( )A  。 

图 B.1 不同 对应 ( )A  示意图


