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摘摘摘 要要要

近年来，由Yang和Pines引入的二流体唯象理论揭示了重费米子领域诸多

的实验谜团，同时提供了一个处理近藤晶格模型问题的可操作的理论框架。这

个理论基于同时显示局域和巡游行为的f电子的二重性，此性质起源于局域f电

子和巡游导带电子间的集体杂化行为。为了理解重费米子体系中的杂化行为，

我们利用严格的密度矩阵重整化群方法，研究了一维近藤-海森堡模型，以下

即是我们的主要工作内容：

（1）利用密度矩阵重整化群方法，我们研究了一维近藤-海森堡模型中局

域和巡游行为的相互作用。通过导带电子动量分布与局域自旋自旋关联谱的分

析，我们发现由于集体杂化的影响，局域自旋同时表现出局域和巡游的行为。

我们首次引入了一个微观观测量来刻画局域自旋的退局域化程度，即局域自旋

自旋关联谱的谱权重转移。这个参数与费米面和反铁磁关联能的演化密切相

关，并且反应出非局域杂化的特点。我们的工作提供了一个可能的f电子退局

域化的微观描述，同时也在理论上支持了重费米子体系中的二流体现象。

（2）我们采用密度矩阵重整化群方法，研究了一维近藤-海森堡模型中近

藤空穴引起的杂化振荡。在实空间，此杂化表现出周期性振荡类型，并从近藤

空穴处到链端呈指数衰减行为。在弱耦合、中间耦合和强耦合区的振荡行为

中，我们在动量空间发现了分别与小费米面，大费米面和自旋电荷分离相联系

的三个特征波矢。进一步地分析振荡行为的空间形式和指数衰减长度后，我们

指出导带电子的电荷密度分布与f电子的磁关联函数共同决定了重费米子系统

中的杂化物理过程。在非半满情形时，前者起主要作用；在半满情形时，杂化

由后者主导。

（3）针对导带中包含非平庸拓扑态的半满受限费米子的一维近藤-海森堡

模型，我们通过密度矩阵重整化群方法，研究了体系中拓扑态与近藤物理的相

互作用。我们在分析了导带电子边缘态的密度分布、局域自旋与导带电子的局

域杂化以及自旋能隙后，确认了在有限的临界近藤耦合J c
K处，体系存在从拓扑

态到近藤单态的相变。我们还发现在导带电子近似双占据的拓扑边缘态处具有

退耦合的效应，在临界近藤耦合J c
K之下，限制了此位置的近藤单态的形成，并

使系统的自旋能隙保持关闭。
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Abstract

Recently, a phenomenological two-fluid theory introduced by Yang and Pines

reveal many experimental puzzles in heavy fermion systems and provide a prac-

tical and theoretical framework to solve the Kondo lattice model. This theory

is based on the dual nature of the f electrons showing both itinerant and lo-

calized behaviors, which stems from the collective hybridization between the

localized f electrons and itinerant conduction electrons. To investigate the hy-

bridization behavior in heavy fermion systems, we study the one-dimensional

Kondo-Heisenberg model through the exact density matrix renormalization group

methods, and the following are the main contents of our research:

(I) We study the interplay of localized and itinerant behaviors in the one-

dimensional Kondo-Heisenberg model by the density matrix renormalization group

method. By the analysis of the momentum distribution of conduction electrons

and spin-correlation spectrum of local spins, we find that local spins show simu-

taneously itinerant and localized behaviors, and attribute it to the results of

collective hybridization. We firstly introduce a microscopic measuring parame-

ter, i.e. the spectral weight transfer of spin-correlation spectrum, to characterize

the degree of itinerancy of local spins. This parameter have a closely relationship

with the evolution of the Fermi surface and the antiferromagnetic correlation

energy and show a nonlocal hybridization behaviors. Our work provide a possi-

ble microscopic description of the delocalization of f electrons and theoretically

support the two fluid behaviors in heavy fermion systems.

(II) Kondo hole induced hybridization oscillations in the one-dimensional

Kondo-Heisenberg model is studied by the density matrix renormalization group

method. In real space, the hybridization show a pattern of periodic oscillation

and decay exponentially from the Kondo hole to the boundary of the chain.

We also find that there are three characteristic wave vectors for the oscillations

from weak to intermediate and strong coupling regime in the momentum space,

resulting from small and large Fermi surface and spin-charge separation respec-
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tively. Moreover, an analysis of spacial patterns and exponential decay length

in the oscillations indicate that both charge density distribution of conduction

electrons and f electrons’ magnetic correlations impact the process of the hy-

bridization in heavy-fermion systems. In half-filling case，the latter dominate

the hybridization; and in the other case, the former play the key role.

(III) To investigate the interplay of topological state and Kondo physic-

s, a one-dimensional Kondo-Heisenberg model that contains half-filling trapped

fermions with nontrivial topological state in the conduction band, is studied by

the density matrix renormalization group methods. We analyze the density pro-

file of the end state of conduction electrons, the local hybridization and the spin

gap in the system, and confirm that there is a phase transition from topological

state to Kondo singlet state at finite critical Kondo coupling J c
K . We also find

that the topological end state with approximately double occupied conduction

electrons have a decouple effect, which restricts the formation of Kondo singlet

in the same lattice site and keep the spin gap closing in the system below J c
K .

Keywords: heavy fermion system, two-fluid theory, density matrix renormal-

ization group, Kondo-Heisenberg model, collective hybridization
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第第第一一一章章章 引引引言言言

在凝聚态物理中，作为强关联电子领域的典型方向，重费米子体系的研究

虽已有四十余年的历史，现今仍呈现出历久而弥新的发展态势。最近，随着实

验观测和材料生长相关技术的不断进步，与其它分支领域（如超导和拓扑态

等）的交叉结合，重费米子体系涌现出丰富的新奇量子现象，吸引了众多研究

者投身于相关的研究工作中，同时也对重费米子物理的理论发展提出了新的更

高的要求。

1.1 重重重费费费米米米子子子材材材料料料

这一节我们将以实验为主线，介绍重费米子体系的基本特点；同时我们将

简述与当前的热点研究问题相关的两种典型重费米子材料：重费米子超导和拓

扑近藤绝缘体。

1.1.1 基基基本本本特特特点点点

1975年，美国贝尔实验室的Andres等人测量了极低温情况下的Ce基金属化

合物CeAl3的比热，在0.015K到0.150K 的温度区间内，他们发现了此材料的线

性比热系数达到惊人的γ=1620 mJ/mol K2，比常规金属的比热系数高出两到

三个数量级 [1]。这是实验上发现的第一个重费米子体系。随后人们在YbCuAl、

CeCu2Si2和UPt3等其它稀土或锕系元素的金属化合物中也发现了类似实验现

象 [2]：这类材料低温下表现出很高的比热系数，同时电阻随温度T演化满足费

米液体的T 2行为。根据朗道费米液体理论，较高的比热系数表明体系的准粒子

有效质量很大（是裸电子质量的成百上千倍），因而这类材料被称为重费米子

材料。

重费米子材料主要为f电子体系（或少量d电子体系，如LiV2O4等 [3]），

这类电子的库仑排斥作用比较强，往往表现为局域磁矩的行为，如高温

下CeCuSi2测得的有效磁矩为µeff = 2.68µB [2]。重费米子材料的磁化率在高温

下满足Curie-Weiss定律：χ ∼ (T + θ)−1。重费米子体系中周期性排列的局域磁
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矩会与巡游的导带电子发生集体杂化，使得导带电子能带重整化，其复合粒子

表现出较慢的运动速度，被称为重电子。

作为典型的强关联电子系统，重费米子材料的另一个特点是其能量尺度较

低，只有几毫电子伏的量级（低于铜基超导和铁基超导）。体系随外界参数如

化学掺杂、压力、磁场等的变化十分敏感，在低温下表现出丰富的相图，存在

多种多样的有序态和新奇量子现象，如非常规超导 [4, 5]、隐藏序 [6]、非费米

液体行为 [7]以及量子临界点 [8, 9]等。接下来，我们将具体介绍近些年引起大

量关注的两类重费米子材料：重费米子超导和拓扑近藤绝缘体。

1.1.2 重重重费费费米米米子子子超超超导导导

1979年，德国马普所的物理学家Steglich等首次发现了重费米子超导

体CeCu2Si2，其超导转变温度为Tc=0.6K [10]。这一发现极大冲击了人们对

超导体的传统认识，主要表现在两方面：1、实验上发现磁性环境不利于超导

相的出现 [11]，理论上磁性的存在对Cooper对的形成也具有破坏作用 [12]；2、

CeCu2Si2中声子的Debye温度ΘD ≈ 200K，远高于电子的费米温度TF ≈ 10K，

基于电-声耦合的BCS超导理论(ΘD < TF ) [13]无法解释。可见，CeCu2Si2作为

第一个被发现的非常规超导体，使人们对超导的起源和内涵有了全新的认识，

同时对于后续的铜基超导和铁基超导的研究也具有借鉴意义。

虽然处于不同的物理体系，令人惊奇的是许多重费米子超导与铜基、铁基

等非常规超导体具有许多共同的特征 [14]：1、这些材料的超导都发生在准二

维的含有d或f电子的阳离子层状区间；2、从相图上看，超导相总是出现在反

铁磁（或者为自旋密度波）附近，二者具有竞争或共存的关系；3、中子散射

实验在超导相中观察到的自旋共振峰表明，很可能是自旋涨落诱导了非常规

的超导配对。图1.1所示为部分铜基超导和重费米子超导的超导转变温度T c与

自旋涨落特征温度T0的函数关系图 [5]，二者存在一定的线性相关性。理论上，

Davis和Lee提出了一种描述上述超导的具有两组分的统一有效哈密顿量，分为

与具体材料相关的反映费米面拓扑结构的跃迁项，和体现反铁磁关联的相互作

用项（具体见引文 [15]）：

Heff =
∑

k

′∑

s

ϵ(k)ns(k) +
∑

i,j

JijSi · Sj. (1.1)
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图 1.1: 部分铜基超导体和重费米子超导体的超导转变温度T c与自旋涨落特征

温度T0 的函数关系图。T c与T0近似表现为线性关系。摘自引文 [5]。

此外，重费米子超导也具有自身的特殊性 [5]。它的超导转变温度Tc一

般比较低，最高Tc为在2001年于PuCoGa5中发现的18.5K [16]。由于重费米子

材料能量尺度较低，具有对外界调控的敏感性，再考虑到晶体场效应与自

旋轨道耦合的影响，使得重费米子超导的出现伴随着丰富的竞争序 [17]。

如,URu2Si2在17.5K 以下出现的隐藏序 [6]，CeCoIn5在强磁场下出现的Q-相

[18]等。

重费米子非常规超导系统所体现出来的共性和个性，一方面为寻找新的高

温超导体，并建立非常规的特别是自旋涨落诱导配对的超导统一理论提供了借

鉴和指导；另一方面也丰富了关联电子系统的量子演生现象，促进了极端条件

下相关实验技术的发展。

1.1.3 拓拓拓扑扑扑近近近藤藤藤绝绝绝缘缘缘体体体

近藤绝缘体的研究可以追溯到1969年Menth等人对SmB6的工作 [19]，至

今已发现数十种材料，如U2Ru2Sn [20]、Ce3Bi4Pt3 [21]等。虽然近藤绝缘体具

有强的电子相互作用，但是他们的基态可以通过绝热演化与能带绝缘体相联

系 [22]。近藤绝缘体的出现，源于导带电子能带与f电子能带杂化后，被重整化
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的两条能带（E−和E+）在费米面附近产生了杂化能隙。如图1.2所示，当费米

面穿过打开的杂化能隙，能量较低的E−能带电子满占据，而较高能量的E+能

带为电子空占据时，这类金属化合物成为绝缘体。

k 

εk conduction 
band 

localized 
f band 

μ 
hybridization 

Unhybridized band 

k 

εk 

μ* 

Kondo insulator 

Ε+ 

Ε- 

图 1.2: 近藤绝缘体杂化图像。巡游导带电子的能带与局域f电子的能带经过杂

化后，形成了两条重整化的重费米子能带。费米面穿过两条重费米子能带的带

隙，体系表现为绝缘体。

2007年，Fu和Kane提出 [23]：三维情形下，体系所有高对称点Γi处的占

据态宇称δ之积满足Z2 =
∏

Γi
δ(Γi) = −1时，则为拓扑绝缘体。显然，当奇宇

称态能带与偶宇称态能带反转一次时，拓扑不变量Z2改变一次符号。2010年，

Dzero等人发现 [24]，对于合适的近藤绝缘体材料，当具有奇宇称的f电子能带

与具有偶宇称的d电子能带杂化并发生能带反转后，可能出现具有关联电子效

应的Z2拓扑绝缘体，即拓扑近藤绝缘体。随后的材料计算和多种实验测量表明

（输运、光电子能谱、扫描隧道显微镜等） [25]，重费米子材料SmB6即是一种

拓扑近藤绝缘体。

拓扑近藤绝缘体材料的发现，开辟了关联电子拓扑绝缘体的新领域，有助

于人们对新奇量子现象的探索，如拓扑表面态与近藤效应的相互影响、磁性在

拓扑表面态的行为等 [25]。

1.2 重重重费费费米米米子子子基基基本本本物物物理理理

这一节我们介绍重费米子体系丰富实验现象背后的基本物理内容，分为近

藤效应、RKKY相互作用与基本模型三个部分。
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1.2.1 近近近藤藤藤效效效应应应

图 1.3: 低温下，三类典型金属的电阻行为。稀磁合金宿主金属的电阻表现出

随温度降低呈对数增加的行为（红线），贵金属表现出与温度无关的剩余电阻

行为（蓝线），以及简单金属表现出电阻消失的超导现象（绿线）。修改自引

文 [27]。

在上个世纪30年代，人们通过对稀磁合金的研究，发现了低温电阻极小现

象。在扣除声子散射的贡献后，磁性杂质的电阻贡献为Rimp = a− blnT，表现

出随温度降低呈对数增加的行为 [26]。如图1.3所示，这一现象（红线）与贵金

属产生的与温度无关的剩余电阻行为（蓝线），以及简单金属的超导现象（绿

线），表现出截然不同的低温演化趋势，因而引起了人们的广泛关注。1964年，

日本物理学家近藤（Kondo）考虑到稀磁合金中磁性杂质对导带电子的散射效

应，引入近藤单杂质模型 [28]：

H =
∑

k,σ=±

ϵkc
†
k,σck,σ +

J

N

∑

k,k′

∑

σ,σ′

S · c†k,στσ,σ′ck′,σ′ , (1.2)

其中ϵk为导带电子的能级，c†k,σ（ck,σ）表示在动量k处产生（湮灭）自旋为σ的

电子，J为交换积分（也称为近藤耦合），N为原子数，S为杂质自旋。当他计

算到自旋散射的二阶微扰过程时，在总散射振幅模方的J（J > 0,一般为反铁
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磁交换）的三次方项中出现了− lnT的对数修正 [26]：

− J3ρln

(
T

D

)
, (1.3)

其中ρ为费米面附近的电子态密度，D为导带电子能带的半带宽。如无特别标

明，本论文采用自然单位，玻尔兹曼常数和普朗克常数均设为1。近藤的工作

成功地解释了宿主金属中磁性杂质的电阻随温度降低的对数增加行为，因而这

一现象也被称为“近藤效应”。

但是对数项的电阻在温度接近零时，会趋向无穷大，这与相关实验中观测

到电阻随T 2行为达到饱和不符。后来，人们在近藤工作的基础上考虑了更高阶

的微扰散射，得到了一个重要的特征温度，即近藤温度 [29]：

TK ≈ ρ−1e−1/ρJ . (1.4)

在近藤温度TK以下，系统为强耦合状态，参与散射过程的导带电子的量子态相

互关联，导致微扰论的处理不再适用（在TK之上，近藤的处理方法仍然适用）。

因而在TK之下，需要新的理论和方法来处理。随后从Anderson等人的标度理

论工作 [30, 31]，到Wilson提出数值重整化群方法求解单杂质近藤问题 [32]，上

述问题才基本解决。人们认识到，近藤温度出现后，在磁性杂质周围有大量导

带电子参与屏蔽其磁矩（近藤屏蔽），它们的基态为稳定的自旋单态 [33]。

1.2.2 RKKY相相相互互互作作作用用用

如果增加稀磁合金的磁性杂质浓度（如在CexLa1−xCu6，增加Ce元素的浓

度x），形成局域磁矩在晶格上的周期排布，会出现一种新的作用：与导带电子

存在近藤耦合的局域磁矩，通过导带电子的传递，在局域磁矩之间形成了间

接的自旋交换作用。这种间接的自旋交换作用由Ruderman、Kittel、Kasuya以

及Yosida等人的理论工作所揭示，因而称为RKKY相互作用 [34–36]。其具体表

达式为 [26]：

HRKKY =
∑

i,j

′
Sn · SmJ(|Rn −Rm|), (1.5)

其中相互作用强度：

J(|R|) = 9π

2

(
J2

EF

)
F (2kFR), F (x) =

x cos x− sin x

x4
. (1.6)
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从上述公式可以看出，随着距离R增大，RKKY相互作用表现出以2k−1
F 为振荡

周期的幂数衰减行为。 在重费米子系统的研究中，必须同时考虑近藤作用

AFM 

Fermi 
Liquid 

-~U 1 J
KT e" # U

~ 2
RKKYT J U

Jρ 

T 

QCP 

图 1.4: Doniach相图。在近藤耦合较小时，RKKY相互作用占主导，体系处于

磁有序态。在近藤耦合较大时，近藤效应占主导，体系进入费米液体区域。在

二者的临界近藤耦合处，可能存在量子临界点。

和RKKY相互作用。

1977年，Doniach利用平均场方法研究了近藤晶格模型，指出体系含有

两个重要的能量尺度，近藤温度TK（见公式1.4）和RKKY相互作用能量标

度 [37]:

TRKKY ∝ J2ρ. (1.7)

二者存在竞争的关系，并共同决定了体系的基态性质，这就是著名的Doniach相

图。如图1.4所示，当Jρ比较小时，TRKKY占主导作用，体系的基态为反铁磁

相；而Jρ比较大时，TK > TRKKY，体系基态进入由近藤作用主导的费米液体

区。此后，人们意识到，在TK ≈ TRKKY时，体系基态还有可能处在从反铁磁

区到费米液体区的量子临界点附近（QCP）。Doniach相图为理解重费米子物理

提供了简单的图像，同时也定性符合许多实验现象。

1.2.3 基基基本本本模模模型型型

在重费米子系统的研究中，近藤晶格模型是使用最广的基本模型之一，它

是以近藤单杂质模型（见公式1.2）为基础的磁性杂质的晶格扩展情形，定义如
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下：

H = −t
∑

i ̸=j,σ

(c†i,σcj,σ +H.c.) + JK

∑

i

Si · si, (1.8)

模型中，第一项为导带电子的动能部分，第二项表示在每一个格点上的局域磁

矩Si和导带电子自旋si =
1
2

∑
σ,σ′ c

†
i,στσ,σ′ci,σ′ 之间都存在的近藤耦合JK。在此

基础上，为了考虑局域磁矩的最近邻耦合，可以引入一项海森堡交换相互作

用JH项：

H = −t
∑

i ̸=j,σ

(c†i,σcj,σ +H.c.) + JK

∑

i

Si · si + JH

∑

i ̸=j

Si · Sj, (1.9)

此模型称为近藤-海森堡模型，也是在本论文的研究中所采用的主要模型。

另外，在某些重费米子材料中，f电子的电荷涨落和轨道效应较显著，需

要采用周期性安德森模型：

H = −t
∑

i ̸=j,σ

(c†i,σcj,σ +H.c.) + ϵf
∑

i,σ

f †
i,σfi,σ

+V
∑

i,σ

(f †
i,σci,σ +H.c.) + U

∑

i

nf
i n

f
i . (1.10)

模型中第二项为f电子的能级项，V表示f电子和导带电子的杂化，U为f电子

的在位库仑排斥作用。在U很大的情况下，f电子电荷涨落被抑制，通过施里

弗-沃尔夫变换 [38]，展开到V的二阶项，周期性安德森模型即可转化为近藤晶

格模型：

JK = V 2

(
1

−ϵf
+

1

ϵf + U

)
. (1.11)

对于导带电子半满情形ϵf = −U/2，则JK简化为4V 2/U。

1.3 论论论文文文结结结构构构

本论文将基于重费米子体系的相关实验和理论背景，以导带电子和局域

磁矩的杂化作用为主线，通过一维近藤-海森堡模型的相关计算和分析展开论

述。

第二章我们主要介绍在组织分析了大量的重费米子实验数据后，由Yang和Pines发

展起来的基于f电子局域与巡游二重性的重费米子二流体唯象模型。此模型成
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功地在一个统一的理论视野及框架下组织和理解了大量复杂的重费米子实验现

象。

第三章我们将介绍本论文的研究方法部分，即密度矩阵重整化群（DMRG）

数值方法。这是一种处理一维强关联问题十分有效的数值方法。

第四章我们主要介绍针对一维近藤-海森堡模型中电子局域与巡游双重行

为的研究工作，讨论二流体模型的微观机理，以及f电子退局域化的微观描

述。

第五章我们讨论在一维近藤-海森堡模型中引入近藤空穴后，对系统导带

电子电荷密度、局域自旋次关联以及杂化行为的影响。

第六章我们考虑具有拓扑性质的导带电子通过近藤相互作用，与海森堡自

旋链耦合后，拓扑态与近藤效应的相互作用。

第七章将对以上内容做一个总结和展望。

附录中我们介绍了DMRG计算的一个具体例子，以及贝里相位和陈数相关

公式的推导过程。





第第第二二二章章章 重重重费费费米米米子子子体体体系系系的的的二二二流流流体体体理理理论论论

重费米子体系的研究已有四十年的历史，但是如何在一个统一的理论

框架下去组织和理解大量的重费米子实验现象，仍然是一个悬而未决的

问题。类似于超流和超导早期研究中的二流体模型，这一章，我们主要介

绍Yang和Pines针对上述问题所发展起来的重费米子二流体理论，简述其基本

内容，重点讨论二流体理论中的关键物理量或公式：特征温度T ∗、近藤液体普

适标度律、杂化效率f0等。最后，我们将介绍二流体理论的微观发展情况，引

出本论文的研究动机。

2.1 概概概述述述

早在上个世纪三十年代，人们在对超流和超导的研究中，就提出了二流体

的思想和图像。对于氦4超流，超流二流体理论认为体系含有超流组分和正常

组分两个部分，它们的共存和转化共同决定了体系的物理性质，如无粘滞的超

流性和机械致热效应等。近些年来，在铜基超导 [40, 41]和铁基超导 [42–44]的

研究中，人们也发现了所谓的二流体现象，其基本物理内容为体系中电子局域

和巡游两个独立部分的共存和竞争，可粗略地对应于系统中的反铁磁相和超导

相（可参考1.1.2小节）。如多轨道的铁基超导中，研究发现Fe元素3d电子在不

同轨道的占据具有不同的局域化程度 [45]。

重费米子体系的原始二流体理论，由Nakasuji、Pines和Fisk于2004年首先

提出 [46]，之后主要由Yang和Pines发展和改进，并在唯象层面最终完善起

来 [47, 48]。如图2.1所示 [47]，重费米子二流体模型，主要讲述了在近藤晶格

系统中：低温下既存在着局域f电子通过自旋耦合而形成的自旋液体（spin

liquid）；也含有由于f电子与巡游导带电子之间的集体杂化而产生的近藤液体

（Kondo liquid），即巡游重电子。二种流体互相混合并转化，在实验上表现出

可区分的物理行为特征，共同决定了重费米子体系的性质。重费米子二流体行

为的独特性在于其电子的局域和巡游二重性，完全由单一f电子的退局域化行

为决定。并且，通过唯像分析发现，这一退局域化物理过程，可以由普适的特

征温度和标度行为简洁地描述。



12 一维近藤-海森堡模型的密度矩阵重整化群研究

图 2.1: 二维近藤晶格模型图示。局域自旋通过自旋交换作用形成自旋液体。导

带电子由于受到局域自旋的近藤耦合作用，使得自身运动变得缓慢，表现出重

电子行为。摘自引文 [47]。

以下将具体介绍重费米子二流体理论的主要内容：标记了近藤液体出现

（巡游重电子产生）的RKKY特征温度T ∗（2.2 节）；体现在各类实验观测量上

的近藤液体约化态密度的普适标度行为（2.3节）；基于巡游重电子性质演变，

由杂化效率描述的重费米子低温相图（2.4节）。

2.2 特特特征征征温温温度度度T ∗

在重费米子体系中，局域磁矩和导带电子的耦合会产生两个竞争的特征

能标：近藤温度TK和RKKY能标。它们分别描述了大量导带电子对单个磁性

杂质的屏蔽效应以及局域磁矩之间通过导带电子传递的非直接交换相互作用。

然而长期以来理论预言的RKKY能标，在实验上却无法普遍地判断和证实，

与RKKY相互作用相关的电子特征行为也难以深入认识。

2008年，Yang等人在整理和提炼了过去三十多年内大量的重费米子材料实

验数据后，发现可以引入一个普适的特征温标T ∗ [49]，来刻画局域f电子由于

集体相干性导致的退局域化行为。实验上，此温标对应了磁化率偏离居里-外

斯定律，电阻率出现峰值，以及核磁共振（NMR）实验中奈特位移出现反常
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等现象。同时他们发现，大部分重费米子材料的近藤温度TK与特征温度T ∗相

差较大，表现出明显不同。此外Nakatsuji等人对Ce1−xLaxCoIn5的实验分析表

明 [50]，T ∗与最近邻格点间的局域磁矩的耦合相关。因此Yang等人猜想特征温

标T ∗和RKKY相互作用存在着内在的联系：假定T ∗ = cJ2ρ，可以得到，

Jρ = −1/ln(TK)ρ =
√
c−1T ∗ρ. (2.1)

上述公式中费米面处导带电子态密度ρ可以通过相关重费米子材料在非磁

极限下（如CexLa1−xCoIn5，令x = 0）的比热系数测量获得，而近藤耦合J可

以依据公式1.4通过近藤温度TK的测量得到。如图2.2所示 [49]，当c ≈ 0.45时，

拥有不同晶格结构和基态有序相的一系列重费米子材料，以及在不同压强环

境下的CeRhIn5，他们的特征温度都符合公式2.1。可见，重费米子材料中的特

征温度T ∗、近藤温度TK和导带电子态密度ρ，由近藤耦合J而广泛地联系起来，

表现为一个简单的普适关系。特征温度T ∗的普适性和对大量观测量的反常现象

的标记，表明其普遍地刻画了重费米子体系中最近邻f电子间的RKKY 相互作

用以及局域f电子集体相干行为的出现。

图 2.2: Ce基、U基和Yb基等部分重费米子材料的T ∗、TK与态密度ρ的关系。虚

线来自公式2.1，实线是CeRhIn5在不同压强下（从1GPa到5GPa）的变化。摘

自引文 [49]。

不同于由近藤温度TK刻画的导带电子对单个磁性杂质的屏蔽作用，特征温

度T ∗体现了导带电子与晶格自旋的集体响应过程。在T ∗以下，导带电子受到了
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强烈的相干散射，形成了复合重电子态。同时f电子与导带电子发生非局域的

集体杂化，不再表现为独立的自旋自由度，体系整体磁熵受到很强地抑制（偏

离自由局域磁矩的磁熵Rln2），出现了退局域化行为。

2.3 近近近藤藤藤液液液体体体普普普适适适标标标度度度律律律

在特征温度T ∗之下的广大温度范围内，f电子逐渐地退局域化（不是一个

瞬时的变化），系统存在着近藤液体和自旋液体的共存和转化，它们共同决定

了系统的物理行为。根据二流体理论，如对于系统的总磁化率χ，可以写为近

藤液体总磁化率χKL 和自旋液体总磁化率χSL之和的形式 [51]：

χ = f(T )χKL + [1− f(T )]χSL. (2.2)

上述公式中，f(T )为系统二流体中近藤液体所占权重，实验数据分析发现其满

足以下关系：

f(T ) = f0(1−
T

T ∗ )
3/2, (2.3)

权重f(T )只决定于与具体材料有关的特征温度T ∗与杂化效率f0（将在下一节重

点讨论）。

在重费米子众多材料的实验中，存在着低温下的奈特位移反常现象：高温

时奈特位移与磁化率表现出与一般金属类似的线性关系：K = K0 + Aχ（K0为

常数项），而在某一温度之下这一线性关系出现反常的偏离。考虑到奈特位移

来源于核磁共振实验中，由于电子自旋与原子核自旋的超精细相互作用，对产

生赛曼劈裂的原子核能级的扰动。Yang等人认为，重费米子材料中，元素的原

子核同时与近藤液体和自旋液体产生超精细相互作用，且具有不同的超精细耦

合常数A和B，因而对体系的奈特位移K有不同的物理贡献：

K = K0 +KKL +KSL, (2.4)

KKL = Af(T )χKL, KSL = B[1− f(T )]χSL. (2.5)

上式中χKL为近藤液体摩尔磁化率，χSL为自旋液体摩尔磁化率。T ∗以下

出现近藤液体，χKL不为零，导致奈特位移反常，表示为：

Kanom = K −K0 −Bχ = (A−B)f(T )χKL. (2.6)
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由于近藤液体的额外贡献，奈特位移反常正比于近藤液体部分的总磁化

率f(T )χKL，假设朗道费米液体理论仍然适用，即正比于近藤液体约化态密度:

ρKL = (1− T

T ∗ )
3/2(1 + ln

T ∗

T
). (2.7)

等号右边的第一部分为近藤液体权重f(T )，第二部分(1 + lnT ∗

T )为近藤液体准

粒子的约化有效质量 [51]。

图 2.3: 二十多种重费米子材料的奈特位移反常随温度的变化。实线取自公

式2.7，标记了近藤液体的态密度随温度的演化。摘自引文 [51]。

如图2.3所示，大部分重费米子材料的奈特位移反常与近藤液体约化态密度

的温度演化行为十分吻合。近藤液体约化态密度的普适标度行为，同时体现在

重费米子材料的许多物性测量中，如自旋-晶格弛豫率 [52]、霍尔系数 [53]等。

这些实验结果共同验证了二流体理论的合理性和普适性。

2.4 杂杂杂化化化效效效率率率f0和和和二二二流流流体体体相相相图图图

在以上两节，我们介绍了二流体模型对正常态重电子的描述，如特征温
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度T ∗标记了近藤液体的出现，近藤液体约化态密度的普适标度律等。最近，

Yang等人结合实验发展了二流体唯象理论，把低温有序态和重电子正常态有

机的结合起来，提出了基于重电子演化行为的新的重费米子相图（未考虑铁磁

相） [56]。

如图4.4所示，特征温度T ∗以下，局域f电子由于与导带电子发生集体杂

化，逐渐地退局域化，形成了近藤液体。在较大范围的温度和压强区间内，近

藤液体和杂化的自旋液体相互共存。二流体理论认为，当温度趋于零时，近藤

液体权重即为杂化效率f0（f(T = 0) = f0），它表征了低温下两种流体在具体

材料中的成分大小，可以通过压强、磁场、化学掺杂等手段来调制。

图 2.4: 基于二流体理论中的杂化效率f0的重费米子相图。f0可由外界参数如压

强和磁场等调制。摘自引文 [56]。

低温下，当杂化比较弱时（f0 < 1），仍存在未杂化的局域f电子，它们在

有效的磁交换作用下可以形成反铁磁序（温度低于尼尔温度TN）。当杂化比较

强时（f0 > 1），在有限温度TL = T ∗(1− f0)−2/3以下，所有的局域f电子完全杂

化形成巡游重电子（同时伴随着费米面的重构）。f0 = 1时，体系零温时正好处

于f电子局域性完全消失的量子临界点附近，此处不稳定的巡游重电子可能形

成自旋涨落诱导配对的超导相。

由于体系的磁化率主要由杂化的自旋液体贡献，通过合理地假定自旋液体
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动力学磁化率的平均场形式:

χSL(k,ω) =
1− fSL

1− zJqfSLχ0 − iω/γSL
. (2.8)

并结合实验的相关测量结果，我们可以定性甚至定量地估计杂化效率f0（详细

内容请查阅引文 [56]）。

2.5 二二二流流流体体体理理理论论论的的的微微微观观观进进进展展展

重费米子二流体模型，从简洁的图像出发，辅以关键的实验物理量，指出

了f电子局域磁矩间的近邻耦合在重费米子物理中的重要作用，发现并描述了

近藤液体的普适标度行为，并通过杂化效率f0把重费米子正常态和低温有序态

自然衔接起来。这一理论在唯象层面的巨大成功，激发了研究者对二流体理论

的微观机理的研究热情。这一节，我们将简述其相关进展，分为解析进展和数

值进展两部分。

2.5.1 解解解析析析进进进展展展

2006年，在重费米子二流体理论刚提出不久，Barzykin就尝试从平均场理

论出发进行解释 [57]。他采用隶玻色子表象结合大N极限展开的方法，求解周

期性安德森模型，定义近藤液体权重：

f(T ) = 1−Nnf (ϵf ), (2.9)

其中ϵf为重整化的f电子能级，nf (ϵf )表示其占据数，N为f电子能级的简并度。

他们认为隶玻色子平均占据数标记了巡游重电子的生成，而平坦的f电子能带

对应于近藤单杂质的贡献（即二流体模型中的自旋液体）。但是，其比热和磁

化率的计算结果并未得到二流体理论所揭示的重电子有效质量的lnT依赖关

系。

注意到施温格玻色子（Schwingerboson）表象有效地描述了局域自旋

之间的磁性耦合，以及局域自旋的费米表象对重费米液体相的成功刻画，

Coleman等人于2016年尝试引入自旋的超对称表象把二者结合起来 [58]：

Sα,β = f †
αfβ + b†αbβ, (2.10)
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其中f †
α和b†α分别为费米和玻色产生算符。这一表象的波函数可以由Gutzwiller投

影得到：

|ψ⟩ = PG |ψF ⟩ |ψB⟩ , (2.11)

公式中|ψF ⟩ 和|ψB⟩分别描述了波函数的费米和玻色部分。他们计算了两杂质和
有阻挫的三杂质情形，得到了费米子和玻色子共存的混合相的解，但是如何推

广到近藤晶格系统，在具体处理方法上仍需进一步的研究。

上述两类理论工作不失为在二流体微观理论上的有益尝试，但一般平均

场方法限于单离子杂化的描述，却忽略了二流体理论中巡游重电子产生的关

键，即集体杂化效应导致的f电子的近邻耦合。Lonzarich等人在最近的一篇综

述文章中指出 [59]，为得到合理的二流体微观描述，可以考虑针对块f电子态

（block f states）的Gutzwiller平均场近似来增强非局域的杂化，并引入f电子

间的近邻海森堡自旋交换作用来增强f电子的近邻磁相互作用。

2.5.2 数数数值值值进进进展展展

在重费米子二流体理论的微观研究中，也有基于数值计算的诸多工作：

如Jian-Xin Zhu小组基于两杂质数值重整化群（NRG）方法对RKKY温标和近

藤温标的研究比较 [60]，Scalettar等人通过行列式蒙特卡罗（DQMC）方法对

周期性安德森模型的磁化率进行奈特位移反常部分的二流体分析 [61]等。这

里我们主要介绍的是2007年，Kotliar小组利用局域密度近似与动力学平均场

相结合（LDA+DMFT）的方法，对CeIrIn5中4f电子退局域化行为的谱权重分

析 [62]。

如图2.5(a)所示：在300K时，他们计算发现Ce元素中的f电子完全局域化，

f电子态密度主要分布在-2.5eV和3eV的下Hubbard带和上Hubbard带，谱权重

在费米面附近几乎没有分布。而在50K以下时，f电子开始退局域化，具有了

较弱的色散关系，其态密度在费米面处出现了一个尖锐的窄峰。这个窄峰的高

度随着温度的降低持续增加，表明f电子在费米面处的谱权重不断增大，退局

域化行为不断加强。

图2.5(b)中的实线表示f电子在费米面处准粒子峰的高度随温度的变化，

反映了f电子退局域化行为的演化规律。在2008年，Yang等人取实验特征温

度T ∗ = 31K，利用二流体约化态密度公式2.7，对其进行了拟合（如图中点标
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图 2.5: （a）CeIrIn5中Ce的4f电子态密度在10K和300K时的LDA+DMFT计算

结果，摘自引文 [62]。（b）近藤液体态密度（点标记）与LDA+DMFT计算

的f电子态密度准粒子峰高度随温度演化结果（实线）的比较。摘自引文 [51]。

记所示），发现二者表现出几乎一致的行为。两种研究思路下，对f电子退局域

化行为演化规律的判断不谋而合，表明了二者合理地把握了f电子退局域化的

演化规律。

2.6 本本本章章章小小小结结结

作为传统而又富有新鲜活力的研究领域，重费米子体系的理论研究一直难

以在纷繁的实验现象中组织提炼出一个统一的理论框架，而最近发展起来的二

流体唯象模型不禁使人看到了些许曙光。这一章我们介绍了重费米子二流体模

型，包括重电子退局域化的特征温度、近藤液体的普适标度行为和基于杂化图
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像的二流体相图。二流体唯象模型在实验层面的巨大成功，推动了相关领域的

微观层面的解析和数值研究工作，我们对此也做了部分介绍。



第第第三三三章章章 密密密度度度矩矩矩阵阵阵重重重整整整化化化群群群数数数值值值方方方法法法

这一章我们将主要介绍本论文的研究方法部分，即密度矩阵重整化群

（DMRG）数值方法 [63, 64]。主要有以下内容：与严格对角化方法和数值重

整化群方法相关的背景知识；DMRG方法本身的流程和特点，如环境块和系

统块的划分以及约化密度矩阵的引入等；构造本论文研究涉及到的Kondo-

Heisenberg模型，求解基态波函数的Lanczos算法等。

3.1 背背背景景景介介介绍绍绍

DMRG方法的数值计算基础即为矩阵对角化求解本征值，同时它的出现也

离不开数值重整化群方法带来的启示和借鉴，下面我们将简要介绍这两种“先

驱”方法。

3.1.1 严严严格格格对对对角角角化化化

在量子力学中，物质的量子态由薛定谔方程求解得到的波函数描述，数学

上对应于希尔伯特空间中的一个矢量。而在凝聚态理论物理中，我们可以使量

子晶格模型在一组基矢下展开，把哈密顿量写为矩阵形式，并求解其本征值

（即波函数），进而获取系统的相关物理量。

例如对一个具有l个格点的一维量子晶格模型，一种简便的基矢处理方式

是把它在希尔伯特空间的量子态写为如下形式 [65]：

|1⟩ ⊗ |2⟩ ⊗ ...⊗ |l − 1⟩ ⊗ |l⟩ , (3.1)

其中|n⟩描述的是晶格上第n个格点的态，符号⊗表示对不同格点的态的直乘。
对于自旋S = 1/2的系统，|n⟩ = |↑⟩或者|↓⟩。显然，一个格点对应希尔伯特空
间的维度是2，n个格点即为2n，希尔伯特空间的大小随格点增加呈现出指数增

长。

我们再考虑一个作用在n格点处的算符Ôn，它的矩阵元可以表示为：

⟨l| ... ⟨1| Ôn |1′⟩ ... |l′⟩ = δ11′ ...δn−1,(n−1)′δn+1,(n+1)′ ...δll′Onn′ . (3.2)
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其中Onn′即为算符Ôn在n格点的矩阵元。可以发现，上式中的δ函数使得哈密顿

量在整个希尔伯特空间表现为稀疏矩阵的形式，即其绝大部分的矩阵元素都为

零。考虑到哈密顿量中的算符大多作用在同一个格点和最近邻的两个格点上，

其对应矩阵表现为三对角的形式（哈密顿量的厄米性，保证其元素沿矩阵对角

线对称分布）。

由于哈密顿量为稀疏矩阵特别是三对角矩阵的特点，在对矩阵求本征值时

可以采用特殊的方法快捷地求解其基态和低激发态，如我们将在第3.3.2节讨论

的Lanczos方法。但是，因为哈密顿量所在希尔伯特空间还具有随晶格尺寸增

加呈现对数增长的特点，单纯利用对角化方法进行本征值求解受到尺寸的严

格限制，所以还需要发展新的物理思路和算法去处理相关量子晶格模型。接下

来，我们介绍的数值重整化群方法，即是在此基础上的成功尝试。

3.1.2 数数数值值值重重重整整整化化化群群群

重整化群的基本思想是利用连续重整化群变换，逐渐地积掉体系不重要

的自由度。在处理单杂质近藤问题时，Wilson以一种数值的方式来实现重整化

群 [32]：在单杂质哈密顿量的基础上，不断增加体系自由度，同时利用截断变

换处理掉体系的高能态空间，保留体系的低能态空间，以生成新的有效哈密顿

量。 Wilson首先把近藤杂质问题映射到一维量子杂质模型，一维链的第一个

LHLL

+1LH

图 3.1: 数值重整化群算法过程图示。参考自引文 [65]。

格点为杂质部分，剩余半无限链为格点动能（随链长降低）呈对数分立化的

导带电子部分，所有格点间仅有最近邻的相互作用。数值重整化群的过程如

下 [65]：

1、选取包含杂质格点的若干格点作为HL，保证其大小可以严格对角化即

可。对角化HL，得到其m个最低本征值和本征矢。
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2、对HL及相关算符AL做相应的截断变换H̃L = T †
LHLTL及ÃL = T †

LALTL，

使得体系处在由m个最低能量的本征态所构成的态空间中。

3、对H̃L增加一个格点形成新的哈密顿量HL+1。用HL+1代替第一步中

的HL，重复迭代过程。如图3.1所示。

4、直到迭代过程达到给定链长时结束运算。

0 L 2L

图 3.2: 一维无限深势井（宽度为L和2L）的单粒子低能本征态示意图。

Wilson的数值重整化群方法成功地解决了单杂质近藤问题，但在处理有

相互作用的量子晶格问题时却不太理想，其原因就在于重整化过程对边界部

分的处理不合理。在连续极限情形下，可以把固定边界条件的一维紧束缚模

型描述为：运动粒子在两端具有无穷大势垒的一维深势井中的状态问题。如

图3.2所示，其波函数可以表示为ψn ∼ sin nxπ/L，则HL的低能态在边界处趋

于零。对于H2L，ψ0在L处不为零。但是由两个HL的低能态来构造H2L时，其

低能态在L处为零！因此需要HL保留大量的在边界处不为零的高能态，用来构

造H2L时才能避免数值重整化群方法的失效，而这恰恰与其截断高能态空间的

核心思想相违背。

3.2 DMRG简简简介介介

在上一节中，我们讨论了严格对角化方法和数值重整化群方法，这一节我

们主要讨论在上述方法基础上发展起来的处理一维问题的DMRG方法，主要包

括四部分：超块与约化密度矩阵、DMRG算法、算符和关联函数以及对称性与

好量子数。
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3.2.1 超超超块块块与与与约约约化化化密密密度度度矩矩矩阵阵阵

针对数值重整化群方法对边界处理的失效，White把体系（超块：superblock）

分为系统块（system block）和环境块（environment block）两部分，既考虑系

统的性质又考虑环境的影响。而对于如何保留最优目标态的问题，采用了约化

密度矩阵投影的方法 [66, 67]。

i j

superblock 

system environment 

图 3.3: 系统块和环境块构成超块的示意图。参考自引文 [65]。

如图3.3所示：系统块和环境块构成超块，超块的目标状态|ψ⟩可以表示
为 [63, 65]：

|ψ⟩ =
∑

i,j

ψi,j |i⟩ |j⟩ , (3.3)

其中|i⟩和|j⟩分别代表系统块和环境块部分。系统块对应的约化密度矩阵为:

ρ̂ = TrE |ψ⟩ ⟨ψ| , ρi,i′ =
∑

j

ψi,jψ
∗
i′,j , (3.4)

设ρ̂有NS个本征值，其正交本征态和本征值分别表示为|uα⟩和wα，有

ρ̂ =
NS∑

α=1

wα |uα⟩ ⟨uα| ,
NS∑

α=1

wα = 1. (3.5)

对于系统块的算符Â，其期望值为：

⟨Â⟩ = ⟨ψ| Â |ψ⟩ / ⟨ψ|ψ⟩ = TrS ρ̂Â =
NS∑

α=1

wα ⟨uα| Â |uα⟩ . (3.6)
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我们把体系的态空间压缩到仅保留MS个本征值最大的本征态|uα⟩，则算符Â的

近似期望值为：

⟨Â⟩approx =
MS∑

α=1

wα ⟨uα| Â |uα⟩ , (3.7)

误差为：

∣∣∣⟨Â⟩approx − ⟨Â⟩
∣∣∣ !

⎛

⎝
NS∑

α>MS

wα

⎞

⎠ cA ≡ ϵρcA. (3.8)

当ϵρ = 1 −
∑MS

α=1 wα趋于零时，误差可以忽略。可见，我们只要保证保留

的MS个约化密度矩阵的最大本征值之和接近1即可，此处理方法也避免了由于

尺寸增加导致计算量指数增长的问题。

3.2.2 DMRG算算算法法法

通过把体系分为系统块和环境块组成的超块，我们可以采用系统块约化密

度矩阵投影的方案获得最优目标态。接下来，我们先以无限体系的算法为例，

具体介绍相关的DMRG算法 [63]：

1、初始化。选取l个格点组成系统块S，在M个基矢
∣∣MS

l

〉
上写出哈密顿

量HS
l。对环境块E做类似操作。

2、增加格点。如图3.4所示，在系统块S上增加一个格点（态空间大小

为N）形成系统块S’，S’的基矢与哈密顿量表示为
∣∣mS

l σ
〉
=
∣∣mS

l

〉
|σ⟩和HS

l+1，其

希尔伯特空间的大小为M ∗N。类似地生成环境块E’。

3、形成超块。把系统块S’和环境块E’结合形成超块，哈密顿量为H2l+2，

其希尔伯特空间的大小为M2 ∗N2。

4、求解超块基态。利用Lanczos或Davidson方法对角化H2l+2，得到基态波

函数|ψ⟩和基态能量Eg。

5、求解截断矩阵T。利用|ψ⟩生成超块的密度矩阵，求解系统块S’的约化

密度矩阵ρ。选取ρ 中的M个最大本征值对应的本征矢|u⟩作为新的基矢。截断
矩阵T的列包含了ρ的最高的M个本征矢。

6、更新哈密顿量。在新的M个基矢上，将Hl+1更新为H tr
l+1 = T †Hl+1T

（对其他算符做类似处理）。
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block S block E

System block Environment block

Superblock

2 sites

图 3.4: 密度矩阵重整化群无限体系算法过程示意图。

7、重复2过程。当达到设定链长时，停止无限体系算法过程。

如图3.5所示，DMRG有限体系算法与上述过程类似，主要是固定链长后，

系统块和环境块的长度要相对地改变，过程如下 [63]：

1、初始化。总链长为L时，完成无限体系的DMRG步骤，并保留每一步骤

中的H̃和相关算符，以便在有限体系流程中用来构造相关的哈密顿量。此时环

境块E哈密顿量为Hl（2l + 2 = L）。

2、执行无限体系算法的2-6步。得到环境块哈密顿量Hl′=l+1。

3、形成新的超块。此时系统块链长为l′′ = L − l′ − 2，超块由系统块哈密

顿量Hl′′、中间两个格点、环境块哈密顿量Hl′共同构成。

4、增长环境块。重复步骤2-3，直到系统块长度为1，环境块长度为L-3。

5、增长系统块。重复步骤2-5，注意系统块和环境块做互换处理。

6、结束DMRG过程。按收敛条件停止计算，求得系统基态能量和波函

数。

以上就是DMRG算法的基本流程。当然，为了提高计算效率，可以对标

准DMRG算法流程进行修改：如系统块和环境块的连接部分只保留一个格点，

减少计算量 [68]；把链长分为并列的几部分，分别做DMRG过程，再合并求解，

以利于并行计算 [69]等等。
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2 sites block Eblock S

图 3.5: 密度矩阵重整化群有限体系算法过程示意图。

3.2.3 算算算符符符与与与关关关联联联函函函数数数

在利用DMRG算法得到系统基态后，我们如何求得相关的算符和关联函

数，以研究其物理性质呢？接下来这一小节，我们主要讨论DMRG框架下算符

和关联函数的求解。

首先考虑作用在格点i上的算符Ôi，其矩阵表达为⟨σ| Ôi |σ̃⟩。当格点i加入

到链长为l-1的块中时 [63, 65]:

⟨ml| Ôi |m̃l⟩ =
∑

ml−1,σ,σ̃

⟨ml|ml−1σ⟩ ⟨σ| Ôi |σ̃⟩ ⟨ml−1σ̃|m̃l⟩ , (3.9)

其中|ml⟩和|ml−1⟩分别为新块（长度为l）和旧块（长度为l-1）的约化基矢，

⟨ml|ml−1σ⟩可由求得的密度矩阵本征矢给出。

当上述新块继续增加一个格点时，算符Ôi将作用到基矢|ml+1⟩上，此时:

⟨ml+1| Ôi |m̃l+1⟩ =
∑

ml,m̃l,σ̃

⟨ml+1|mlσ⟩ ⟨ml| Ôi |m̃l⟩ ⟨m̃lσ|m̃l+1⟩ , (3.10)

类似的，我们可以通过对应的密度矩阵本征矢求解⟨ml+1|mlσ⟩。
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到最后一步DMRG运算时，|ψ⟩为超块的基态波函数，i格点位置处在系统

块，我们有：

⟨ψ| Ôi |ψ⟩ =
∑

mS ,m̃S ,mE

〈
ψ|mSmE

〉 〈
mS
∣∣ Ôi

∣∣m̃S
〉

×
〈
m̃SmE|ψ

〉
. (3.11)

对于两点关联函数⟨ÔiÔj⟩的情形，需要考虑i和j处在同一块或不同块两种

情况。若i和j处于不同块，由单格点算符可得：

⟨ψ| ÔiÔj |ψ⟩ =
∑

mS ,m̃S ,mE ,m̃E

〈
ψ|mSmE

〉 〈
mS
∣∣ Ôi

∣∣m̃S
〉

×
〈
mE
∣∣ Ôj

∣∣m̃E
〉 〈

m̃Sm̃E|ψ
〉
. (3.12)

若i和j处于同一块，我们假设i处在l-1个格点内，j在第l个格点，则有：

⟨ml−1| Ôi |m̃l−1⟩ , ⟨σ| Ôj |σ̃⟩ . (3.13)

此时两点关联函数可以表示为：

⟨ml| ÔiÔj |m̃l⟩ =
∑

ml−1,m̃l−1,σ,σ̃

⟨ml|ml−1σ⟩ ⟨ml−1| Ôi |m̃l−1⟩

× ⟨σ| Ôj |σ̃⟩ ⟨m̃l−1σ̃|m̃l⟩ . (3.14)

如果求解多点关联函数，可以利用类似的方法计算得到。

3.2.4 对对对称称称性性性与与与好好好量量量子子子数数数

假设算符Ŝ与系统的哈密顿量Ĥ满足对易关系：[Ŝ, Ĥ] = 0，则算符Ŝ刻

画了体系的某种对称性。此时，若Ŝ |ψ1⟩ = s1 |ψ1⟩以及Ŝ |ψ2⟩ = s2 |ψ2⟩，则
当⟨ψ1| Ĥ |ψ2⟩ = 0 时，有s1 ̸= s2，即Ĥ不能联系两个具有不同好量子数的态空

间。可见，由于物理系统本身所具有的对称性，因而在处理相关哈密顿量时，

可以分别在由不同好量子数刻画的希尔伯特子空间进行，以减少数值上的计算

量，并保证物理结果的可靠性。

为了标记好量子数，在DMRG计算过程中，需要额外引入一组向量，并

且在每次生成新的哈密顿量时，更新向量。一般而言，最常用的好量子数即
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为刻画U(1)对称性的总粒子数Ntot和总自旋的z分量Sz
tot。等价地，我们也可以

采用自旋向上的总粒子数N↑和自旋向下的总粒子数N↓，满足Ntot = N↑ + N↓

和Sz
tot = 1/2(N↑ −N↓)。

在DMRG计算中，另外一种常用的对称性是描述自旋旋转对称性的SU(2)对

称性（无外加磁场） [70, 72]，具体涉及到基矢更新时Clebsh-Gordan（CG）系

数的求解，以及对算符的优化可以采用Wigner-Eckart定理 [71]。对于两组基矢

做外积，新基矢为 [70]：

|jm(j1j2α1α2)⟩ =
∑

m1,m2

Cj1j2j
m1m2m |j1m1(α1)⟩ |j2m2(α2)⟩ , (3.15)

其中Cj1j2j
m1m2m为CG系数，j和m分别为总自旋量子数和其z分量量子数，指标

“1”和“2”分别标记系统和环境，α标记了DMRG计算中给定量子数(j,m)后

的第α个基矢。对于系统的密度矩阵表示为：

ρ =
∑

m,α′,α

|jm(α′)⟩ψjm(α′)ψ
∗
jm(α) ⟨jm(α)| , (3.16)

公式中|Ψ⟩ =
∑

α ψjm(α) |jm(α)⟩为总自旋的本征态。利用公式3.15，把环境块

基矢求和掉，可得系统块部分的约化密度矩阵：

ρSj1(α
′
1,α1) =

∑

m1,j2,m2,α2

ψj1m1(α′
1);j2m2(α2)ψ

∗
j1m1(α1);j2m2(α2). (3.17)

这里，把一般DMRG算法的(2j1 + 1)重简并分别标记，且当j1 = 0时，退化到

一般情形。

利用Wigner-Eckart定理，可以把算符指标中的量子数m用CG系数代替：

⟨j′m′(α′)|TJ
M |jm(α)⟩ = CjJj′

mMm′⟨j′(α′) ∥ TJ ∥ j(α)⟩, (3.18)

其中TJ
M为2J + 1阶张量算符TJ的第M个分量，⟨j′(α′) ∥ TJ ∥ j(α)⟩为与量子

数m无关的约化矩阵元，∥ j(α)⟩为相应的一组完备的约化基矢。同时，超块的
波函数可写为：

∥ ψ⟩ =
∑

j1j2α1α2

∥ j1(α1)⟩ ∥ j2(α2)⟩, (3.19)

∥ j1⟩⊗ ∥ j2⟩ =∥ |j1 − j2|⟩ ⊕ · · ·⊕ ∥ j1 + j2⟩. (3.20)
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表 3.1: 近藤-海森堡模型单格点基矢的表示
二进制数 十进制数 导带电子态 f电子态

0010 2 | ⟩
∣∣ ↑

〉

0011 3
∣∣ ↑

〉 ∣∣ ↑
〉

0110 6
∣∣ ↓

〉 ∣∣ ↑
〉

0111 7
∣∣ ↓ ↑

〉 ∣∣ ↑
〉

1000 8 | ⟩
∣∣↓

〉

1001 9
∣∣ ↑

〉 ∣∣↓
〉

1100 12
∣∣ ↓

〉 ∣∣↓
〉

1101 13
∣∣ ↓ ↑

〉 ∣∣↓
〉

相关的约化密度矩阵简写为：

ρSj1(α
′
1α1) =

∑

j2,α2

ψj1α′
1;j2α2ψ

∗
j1α1;j2α2

. (3.21)

作用在不同块的算符的张量积Tk1 ⊗Uk2可以通过Wigner系数表示为：

⟨j′(α′
1α

′
2j

′
1j

′
2) ∥ [Tk1 ⊗Uk2 ]k ∥ j(α1α2j1j2) = (3.22)⎡

⎢⎢⎣

j1 j2 j

k1 k2 k

j′1 j′2 j′

⎤

⎥⎥⎦ ⟨j′1(α′
1) ∥ Tk1 ∥ j1(α1)⟩⟨j′2(α′

2) ∥ Uk2 ∥ j2(α2)⟩. (3.23)

其中[· · · ]为相关的9j系数 [71]。通过以上的构造，所有的DMRG步骤都可以通

过约化基矢表示。

3.3 哈哈哈密密密顿顿顿量量量的的的构构构造造造和和和本本本征征征值值值求求求解解解

3.3.1 自自自然然然基基基构构构造造造近近近藤藤藤-海海海森森森堡堡堡模模模型型型

为了对具体的晶格模型进行计算，需要构造相应哈密顿量所需算符的矩阵

形式，这是基于对角化数值方法的共同步骤。这一小节我们以本论文主要关注

的近藤-海森堡模型为例，讨论如何定义相关基矢和算符。

计算机的基本语言是二进制的“0”和“1”，我们采用二进制数为基矢

（即所谓自然基），定义相关模型的单格点的态空间。我们假定一个比特为“0”
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表 3.2: 近藤-海森堡模型单格点基矢在算符c†↑、c†↓、S+
f 和Sz

f作用下的变化

c†↑ c†↓ S+
f Sz

f

|0010⟩ |0011⟩ |0110⟩ 0 0.5|0010⟩
|0011⟩ 0 −|0111⟩ 0 0.5|0011⟩
|0110⟩ |0111⟩ 0 0 0.5|0110⟩
|0111⟩ 0 0 0 0.5|0111⟩
|1000⟩ |1001⟩ |1100⟩ |0010⟩ −0.5|1000⟩
|1001⟩ 0 −|1101⟩ |0011⟩ −0.5|1001⟩
|1100⟩ |1101⟩ 0 |0110⟩ −0.5|1100⟩
|1101⟩ 0 0 |0111⟩ −0.5|1101⟩

表示电子空占据，为“1”表示电子满占据，由于电子具有上下自旋，这样我

们只需要两个比特就可以描述一个单格点上的电子。这里统一规定二进制较低

位数描述自旋向上的电子，较高位数描述自旋向下的电子。对于导带电子（即

为单带Hubbard模型），有四种占据情况：

|00⟩ = | ⟩ , |01⟩ =
∣∣ ↑
〉
, |10⟩ =

∣∣↓
〉
, |11⟩ =

∣∣↓ ↑
〉
, (3.24)

分别对应电子空占据，自旋向上的电子单占据，自旋向下的电子单占据，自旋

向上和自旋向下的电子双占据。

因为近藤-海森堡模型同时具有导带电子和f电子，故其单格点态空间需要

四个比特的二进制描述。同时考虑到f电子作为局域磁矩，只有自旋向上或自

旋向下的电子单占据两种情形，共可以写出八种状态，如表3.1所示。

接下来，我们将算符c†↑、c†↓、S+
f、Sz

f作用到这组基矢上，结果如表3.2所

示。以自旋上升算符为例：S+ |↓⟩ =
√

(j −m)(j +m+ 1) |↑⟩，对于电子态|↓⟩，
j = 1/2,m = −1/2，其对应的系数为1。这样我们就可以顺利的写出四个算符

的矩阵形式，进而构造相应的哈密顿量。需要注意的是，导带电子算符作用后

的基矢系数有为负数的情形，这是由于费米符号的影响。对于电子自旋向下的
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产生算符c†↓，其矩阵表示为：

c†↓ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (3.25)

对于f电子的自旋z分量Sz
f，我们可以得到类似的矩阵表示：

Sz
f =

1

2

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 −1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (3.26)

3.3.2 lanzcos算算算法法法求求求解解解基基基态态态波波波函函函数数数

除了物理上的独特处理，DMRG算法本质上是对角化求解本征值。针对哈

密顿量矩阵具有稀疏性和厄米性的特点，我们可以采用Lanzcos算法求解哈密

顿量基态波函数 [73]。

Lanzcos算法的主要思路是利用变换矩阵V，把维数较大的哈密顿量矩

阵H化为等效的、维数较小的三对角矩阵T，三对角矩阵的本征值即为所求哈

密顿量矩阵的本征值。即：

V †HV = T, V †V = 1, (3.27)
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T =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α1 β1

β1 α2 β2

β2 α3 β3

. . .

. .

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (3.28)

我们把变换矩阵写为一系列列向量的形式：V = (v1, v2, v3, ..., vN)。由于：

HV = V T, (3.29)

有：

Hv1 = α1v1 + β1v2,

Hv2 = β1v1 + α2v2 + β2v3,

...

HvN = βN−1vN−1 + αNvN + βNvN+1. (3.30)

我们选取v1为单位向量，使得：

α1 = v†1Hv1, (3.31)

由于H的厄米性，α1为实数，接下来利用v†2v2 = 1并计算：

β1v2 = Hv1 − α1v1, (3.32)

可求得β1和v2。类似地，我们可以计算：

αi = v†iHvi, βivi+1 = Hvi − βi−1vi−1 − αivi. (3.33)

通过迭代求解，最后我们可以得到变换矩阵V和三对角矩阵T。这里，显然

有：

v†1v2 = 1/β1[v
†
1(Hv1 − α1v1)] = 1/β1(α1 − α1) = 0. (3.34)

通过数学归纳法，可以证明所有的Lanczos向量保持正交：v†i vj = δij。

需要注意的是，初始向量v1的选择要保证与基态波函数不完全正交。另外，

当计算的Lanczos向量数目足够多时，其正交性可能无法保证，因而需要对一

般的Lanczos算法进行改进。
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3.4 本本本章章章小小小结结结

在本章中，我们首先介绍了DMRG数值方法的背景知识，包括同样是基于

解矩阵本征值问题的严格对角化方法和数值重整化群方法。接着，我们重点讨

论了DMRG方法的基本流程和主要特点，其中超块的构造和基于约化密度矩阵

本征矢的基矢变换是其核心内容。我们还介绍了DMRG方法涉及到的算符和

关联函数的计算，以及利用对称性对哈密顿量矩阵作块对角化处理。最后从

算法实现的角度，我们讨论了如何构造近藤-海森堡模型的相关算符，如何利

用Lanczos方法求解基态波函数。



第第第四四四章章章 一一一维维维近近近藤藤藤-海海海森森森堡堡堡模模模型型型局局局域域域与与与巡巡巡游游游的的的相相相互互互作作作用用用

作为重费米子体系二流体理论的微观探索之一，这一章我们主要介绍一维

近藤-海森堡模型中的电子局域与巡游双重行为的研究工作。此工作采用了处

理一维问题十分有效的DMRG数值方法，通过动量空间关联函数的分析，提供

了f电子退局域化程度的基于谱权重转移的一种微观描述。本章主要分为以下

部分：概述、模型与方法、结果与分析以及讨论等。

4.1 概概概述述述

我们在第二章中详细谈到：基于f电子局域性与巡游性共存的想法，

Yang和Pines等建立了统一描述重费米子材料多种实验现象的二流体唯象理

论，并发现了巡游重电子遵循的对数温度依赖的普适标度行为 [47–49, 51]。该

理论认为：重费米子体系存在着两种既共存又竞争的量子液体，由部分杂化

的f电子构成的自旋液体，以及导带电子与局域自旋磁性涨落通过集体杂化形

成的复合态――近藤液体。二流体理论为理解重费米子物理提供了一个简洁的

理论框架，同时也指出了一个可能的解决近藤晶格问题的途径。

在二流体理论的微观机理发展方面，虽然人们进行了许多尝试（参

见2.5节） [57–62]，但是需要继续探索和努力的地方仍然很多。如为了处理

近藤晶格的集体杂化和f电子近邻耦合行为，必须要超出平均场理论的框架并

引入长程关联效应。在这个工作中 [74]，为了有效地处理电子关联效应，我们

拟采用DMRG数值方法 [63, 66, 67]求解一维近藤-海森堡模型 [75, 76]，讨论f电

子局域与巡游行为的相互作用。我们认为在一维情况下，系统的磁性涨落得到

加强，促进了集体杂化，二流体行为仍然存在。

近藤-海森堡模型包含导带电子和局域自旋两部分，利用DMRG计算不同

近藤耦合下导带电子的动量分布以及局域自旋的自旋关联谱，进而可以获得两

部分的微观演化行为。我们希望，能给出f电子巡游和局域二重性同时存在的

证据以及相关的微观语言和图像，同时引入相关物理量定量描述f电子的巡游

化程度。
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4.2 模模模型型型与与与方方方法法法

我们采用以下的一维近藤-海森堡模型：

H = −t
N−1∑

n=1

∑

σ=±

(
c†n,σcn+1,σ +H.c.

)

+JK

N∑

n=1

sn · Sn + JH

N−1∑

n=1

Sn · Sn+1, (4.1)

其中t是导带电子的跃迁参数，JK > 0是导带电子和局域自旋之间的在位反

铁磁近藤耦合，JH > 0是自旋链内的最近邻海森堡交换耦合。S为局域自旋

的自旋算符，c†n,σ(cn,σ)产生（湮灭）一个在第n个格点的自旋为σ的导带电子，

sn =
∑

α,β c
†
n,α(σ/2)α,βcn,β是其自旋算符（σ为泡利矩阵）。在导带电子偏离半满

且JH = 0时，局域自旋能够产生铁磁关联，所以我们设定JH/t = 0.5来抑制铁

磁关联的产生 [77]。

我们利用改进后的DMRG++程序包进行计算 [78]，主要计算格点数N =

50的情形，采用了开边界条件，同时每个DMRG块保留500个态（我们保留不

同态的数目，确认了结果的稳定性）。针对不同链长（N = 30, 50, 80），我们

核对了计算结果的收敛性（详见第4.3.3小节）。我们采用的好量子数为导带电

子的平均占据数nc = N−1
∑

nσ c
†
nσcnσ，以及总自旋的z分量Sz

tot =
∑

n(s
z
n + Sz

n)

（当取JH/t = 0.5时，Sz
tot = 0）。

4.3 结结结果果果与与与分分分析析析

这一节我们将从动量空间的关联函数分析、杂化效率的一种微观定义以及

尺寸效应分析等三方面介绍DMRG的计算结果，重点讨论局域自旋局域与巡游

共存的现象以及其巡游化程度的定量微观描述。

4.3.1 动动动量量量空空空间间间的的的关关关联联联函函函数数数分分分析析析

我们首先研究导带电子的动量分布函数：

nk =
1

N

∑

n,m,σ

eik(n−m)⟨c†n,σcm,σ⟩. (4.2)

图4.1（a）显示了nc = 0.72, JH/t = 0.5时，nk随JK增大的变化。JK较小

时，nk从布里渊区中心的满占据突变为边界处的零占据情形；JK较大时，nk在
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图 4.1: （a）导带电子动量分布nk;（b）nk的导数dnk/dk。参数为nc =

0.72和JH/t = 0.5。图中虚线分别标记了小费米面和大费米面的波矢kS
F =

0.36π和kL
F = 0.86π。摘自引文 [74]。

布里渊区中心的占据变小，且零占据临界处的k位置变大。我们进一步计算

了nk的导数dnk/dk，结果如4.1（b）所示。在JK较小时，在kS
F = π

2n
c = 0.36π

处出现了明显的峰（对应nk最大变化），对应了导带电子形成的小费米面。

在JK/t = 2.3和2.6时，由于导带电子与局域自旋的耦合，此峰逐渐消失，

在JK/t > 2.6时kL
F = 0.86π处又出现了一个新的峰。计算表明kL

F = (1 + nc)π/2，

恰好对应了所谓的包含了局域磁矩的大费米面。当进一步地增加JK时，nk曲线

几乎不再变化，表明体系已进入拥有稳定大费米面的强耦合极限。此现象可做

如下解释：每个局域自旋与一个导带电子形成一个近藤单态，等效的看，系统

每个格点即有1 − nc空穴在近藤单态的背景下运动，因而运动空穴对应的费米

波矢为kh = π − π(1− nc)/2 = kL
F。在JK/t = 2.6附近的中间区域，导带电子分

布在整个布里渊区，因而没有良好定义的费米面。此时，导带电子和局域自旋

处于较强的非局域集体杂化，但是没有形成自旋单态。
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图 4.2: （a）局域自旋的自旋关联谱。（b）局域自旋与导带电子的杂化谱。

参数为nc = 0.72和JH/t = 0.5。插图示意Sff在JK = 0与有限JK处的面积

差A(JK)，用于fA(JK)的计算。摘自引文 [74]。

当JK增大时，伴随着导带电子在布里渊区重新分布，自旋链中的自旋关联

谱Sff (k)也会改变。定义如下：

Sff (k) =
1

N

∑

n,m

eik(n−m)⟨Sn · Sm⟩. (4.3)

如图4.2（a）所示：在JK = 0时，局域自旋与导带电子没有耦合，在自旋链内

形成了一个整体的自旋单态；我们在k0 = π处发现了一个很强的反铁磁涨落峰，

与一维海森堡模型连续极限情形相符。增大JK，k0处的峰逐渐被抑制，表明局

域自旋开始与导带电子发生杂化。在JK/t = 2.3时，k1 = 0.28π和k2 = 0.72π处

出现了两个新的峰。但是，进一步增加JK时，k2处的峰被抑制，只有k1逐渐增

长，最终达到饱和。当JK/t > 4时，自旋关联谱分布基本不再改变，体系进入

强耦合极限。
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类似的现象也在杂化谱Scf (k)中出现，定义如下：

Scf (k) =
1

N

∑

n,m

eik(n−m)⟨sn · Sm⟩. (4.4)

如图4.2（b）所示，我们也发现了k2 = 2kS
F = 0.72π处有一个峰，此峰来源于小

费米面附近的导带电子产生的有效交换耦合作用，在k1 = 2π − 2kL
F = 0.28π处

出现的峰则与大费米面的形成有关。

4.3.2 杂杂杂化化化参参参数数数的的的微微微观观观定定定义义义

结合nk与Sff (k)的结果，我们发现重电子态是导带电子和局域自旋的复合

态。随JK增加，Sff (k)和Scf (k)曲线的逐渐变化反应了自旋链内反铁磁关联的

抑制，以及大费米附近复合重电子态的出现。此外，在JK/t = 2.3处自旋关联

谱中出现的三个峰意味着重电子产生于部分杂化的局域自旋背景下，它同时与

导带电子以及其它自旋产生纠缠以最大限度的分散他们的磁熵。从宏观来看，

巡游重电子和剩余局域磁矩的共存可以反映到热力学与磁性的测量上，图4.3即

是一个f电子局域与巡游双重性的示意图。

图 4.3: 二流体行为的图像说明。在弱耦合和中间耦合区域，杂化参数fh < 1，

局域自旋部分地与导带电子发生纠缠。摘自引文 [74]。

在近藤-海森堡模型中的局域自旋，尽管它们会通过集体杂化参与形成重

电子而表现出巡游的行为，但它们依然是局域着的自旋。它们的自旋关联谱满

足以下求和法则 [79]：
∫ π

0

dk

π
Sff (k) =

1

N

∑

n

⟨S2
n⟩ =

3

4
. (4.5)

上述公式意味着总的谱权重是与耦合强度无关的守恒量，我们可以考虑利用谱

权重的结构分布去分析局域自旋的局域性或巡游性的比重。可是从图4.2（a）

中可知，二者在动量空间对应的k0和k1混合在一起，因而难以区分开来。



40 一维近藤-海森堡模型的密度矩阵重整化群研究

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

f A

6543210
JK/t

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

fE

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

f A
/S

|dn
k /dk|m

ax  (arb. unit)

图 4.4:（a）建议的杂化参数fA，平均杂化强度fS以及|dnk/dk|的最大值随JK变

化图；（b）fA与归一化的反铁磁关联能fE随JK变化的比较。摘自引文 [74]。

我们注意到，局域自旋在JK = 0时形成了自旋液体，但是在大JK区域表现

出完全的巡游性。考虑到求和法则，随着JK增大，自旋液体态到重电子态的转

变过程，可以看作是自旋关联谱曲线的形变联系了这两个极限情况。因而我们

定义如下：

fA(JK) =
A(JK)

A(JK/t = 6)
, (4.6)

其中A(JK)代表某JK处的自旋关联谱相对JK/t = 0处的谱权重相对转移，近似

对应于曲线Sff (k)在某JK处与JK/t = 0处的包围面积（如图4.2（a）所示）。尽

管fA不是真实的演生重电子的谱权重，我们把它作为一个近似合理的出发点。

作为比较，我们计算了局域杂化⟨sn · Sn⟩，定义如下:

fS(JK) =
N−1

∑
n⟨sn · Sn⟩JK

−3nc/4
, (4.7)

其中−3nc/4为强耦合极限下的平均局域杂化。fA与fS的结果如图4.4（a），二
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图 4.5: （a）动量分布nk；（b）局域自旋的关联谱Sff (k)；（c）杂化参数fA、

fE以及|dnk/dk|的最大值随JK的变化。参数设定为JH/t = 0.5，N = 50以

及nc = 0.2和0.4。（d）动量分布；（e）自旋关联谱；以及（f）参数fA、fE以

及|dnk/dk|最大值随JK的变化。对应参数为N = 30, 50和80，JH/t = 0.5，nc =

0.72。修改自引文 [74]。

者随JK增加而增大，显示出定性的符合。他们的区别可以由Scf (k)对k的较强

依赖来理解。如图4.2（b），当JK增大时，从k0 = π到k1 = 0.28π体系的杂化会

发生改变，表现出非局域的集体行为。因此，fS不是一个很好的测量局域自旋

巡游性权重的物理量。如图4.4（a）所示，当Sff在JK/t > 2.6时已达到饱和，

fA也趋近于1，但是平均局域杂化fS仍然随着JK增大。

我们现在关注fA的行为，并思考它是否是一个描述集体杂化的好的参数，

并且能够给我们提供杂化系统的哪些信息。在二流体理论中，杂化参数fh描述

了f电子中巡游性的权重，同时在决定系统基态性质和正常态热力学和磁性行
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为中扮演了核心角色。当fh < 1时，f电子会保留部分的局域性直到零温，进

而形成长程磁序；而当fh = 1时，所有的f电子完全巡游化，系统基态可能为

费米液体态。在退局域化的量子临界点，导带电子的费米面会出现突变以形成

包含局域f电子的大费米面，同时还可能产生超导。如果fA是对杂化参数fh的

良好近似，它应该也与反铁磁以及费米面的改变相关。

考虑到由于一维近藤-海森堡模型中强的量子涨落，反铁磁长程序被抑制，

我们研究反铁磁关联能：

EH(JK) = JH

∑

n

⟨Sn · Sn+1⟩. (4.8)

我们也发现了EH(JK)在JK/t ≥ 4时，趋于饱和。作为比较，我们把JK/t = 6作

为非磁性基态的一个参照，并定义：

fE(JK) =
EH(JK)− EH(0)

EH(JK/t = 6)− EH(0)
. (4.9)

图4.4（b）比较了具有不同nc和JH时系统的fE和fA，对于所有情况，我们发现

二者十分吻合。这表明，fA很好地描述了自旋链中反铁磁关联随杂化增强时的

抑制程度。这一结论同时在自旋链具有次近邻耦合的阻挫情形下仍然成立。

在重费米子材料中，在反铁磁序的量子临界点附近已经观测到了费米面的

突变 [80, 81]。但是在一维系统中，精确的转变位置仍存在争议。某些理论分析

表明费米面的变化发生在JK = 0处 [82]，而DMRG的数值结果显示转变位于有

限JK处 [77, 95]。此处我们不试图去解决这一问题，仅仅想指出我们的结果显

示fA和导带电子在布里渊区的重新分布密切相关。正如图4.4（a）所示，在临

界耦合JK/t = 2.8处，fA接近1，同时与nk斜率被抑制到几乎为零的位置相符合

（如图4.1（b）所示，对应kS
F 到kL

F的突变）。

4.3.3 补补补充充充计计计算算算

如图4.5（a）所示，对于nc = 0.2和nc = 0.4的情形，取JK/t = 0, 2, 6，尽

管nc较小时导带电子对局域自旋的屏蔽作用会降低，但仍然出现了导带电子费

米面随JK增大而体积增加的行为。在图4.5（c）中，我们画出了上文推断的杂

化参数fA/E随JK的变化。他们表现出几乎一致的行为：在费米面突变的磁性临

界点处趋近饱和。这些结果表明：伴随着大费米面出现的重电子的生成，具有
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导带电子和局域自旋涨落的复合性质；而近藤晶格的集体杂化行为也超出了局

域近藤耦合的图像。

我们还补充计算了不同链长下的相关结果。图4.5（d）、（e）和（f）比较

了晶格尺寸为N = 30, 50, 80的三种结果（仍设JH = 0.5, nc = 0.72）。我们发现

在不同尺寸情形下，nk和Sff (k)几乎不变，fA与fE也十分吻合，表明了我们的

数值结果对不同尺寸的收敛性。对于|dnk/dk|在N = 30, 50和80表现出的不一

致，来源于在费米面附近动量分布的奇异点斜率（JK = 0时）随尺寸增加而增

大的行为。然而，fA/E的饱和值处仍然与|dnk/dk|的最大值处表现出一致的对
应关系。

4.4 讨讨讨论论论

由于还没有满意的理论和数值计算能够定量地解释相关实验现象，二流体

模型从直观和唯象的角度十分成功地提供了一种组织各种复杂实验数据的方

案。本章相关结果的分析和对比表明，fA体现了二流体模型中杂化参数的诸多

性质，可以作为其良好近似。基于此，我们的工作首次对二流体唯像模型提供

了可能的微观描述。在较小JK值时，我们观察到反铁磁自旋关联增强了集体杂

化的行为，突破了前人对二者只存在简单竞争关系的认识，对相关微观理论的

探索具有积极意义。实验上，上述动量依赖的增强的退局域化行为可以通过扫

描隧道谱和角分辨光电能谱来观测检验 [84, 85]。

应该指出，在动量空间，电子巡游与局域两组分对自旋关联谱表现出的

纠缠行为，使得精确地确定它们的谱权重转移变得困难（特别是图4.4（b）所

示nc = 0.92的情形）。当磁性浓度较小时，大部分的局域自旋被移除，反铁磁

自旋关联因而被抑制，二流体的分离现象可能消失。不管怎样，我们相信我

们的工作是研究f电子退局域化行为微观起源的一个良好出发点。我们的结果

表明二流体行为起源于局域自旋与导带电子的集体杂化和部分的纠缠，基于

大N展开的平均场近似已不再是描述巡游重电子的好的图像。这里要强调的

是，重电子的生成不是一个相变过程，与Mermin-Wagner定理 [86] 亦相符合。

我们的结果也可以延生到与实际材料更相关的高维和有限温度情形，由于方法

的限制，本论文不再做相关问题的讨论。

一个更好的研究二流体行为的方式是，针对动力学自旋关联函数的计算。

最近，中子散射实验在铁基超导中也发现了类似的局域与巡游共存的二流体现
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象，二者在能量尺度上表现出较明显的分离分布。我们建议可以通过重费米子

材料的中子散射实验直接探测体系的二流体行为。

4.5 本本本章章章小小小结结结

本章主要讨论了DMRG方法针对一维近藤-海森堡模型中局域与巡游行为

相互作用的研究。我们观察到了局域自旋巡游与局域共存的双重属性，正如自

旋关联谱的多峰结构所显示的，它起源于局域自旋与自旋链内的其他自旋以及

巡游的导带电子之间的共同纠缠。我们建议此自旋关联谱的谱权重转移fA作为

测量二流体唯象模型杂化参数的候选物理量，并确认了fA与费米面的改变与反

铁磁的抑制相联系。我们的结果提供了一种关于f电子局域与巡游二重性的微

观理解，对二流体物理相关实验和理论的进一步探索具有借鉴意义。



第第第五五五章章章 一一一维维维近近近藤藤藤-海海海森森森堡堡堡模模模型型型中中中近近近藤藤藤空空空穴穴穴诱诱诱导导导的的的杂杂杂化化化振振振荡荡荡

在这一章中，我们考虑在一维近藤-海森堡模型中引入一个近藤空穴

（Kondo hole，去掉链中央的局域磁矩），考察在关联电子背景下，单个局

域f电子对整个体系的导带电子电荷密度分布、导带电子与局域自旋的杂化以

及局域自旋反铁磁关联的影响。本章主要分为以下内容：概述、模型与方法、

导带电子非半满情形以及半满情形，最后是讨论部分。

5.1 概概概述述述

在一个能量尺度较低的范围内（低于几十开尔文），通过改变压强、化学

掺杂以及外加磁场等外界参量，重费米子体系基态能够演生出许多新奇的量子

现象，如量子临界点 [8, 9]、非常规超导 [4, 5] 和巡游重电子 [49, 56]等。近些年

来，通过在重费米子体系中引入杂质或缺陷，提供了一个新的方式和角度去理

解重费米子基态的关联电子杂化行为。特别是最近在近藤空穴系统杂化波的研

究中，实验和理论上都有许多进展 [87–91]。

在2011年的基于平均场理论的研究论文中 [87]，作者指出近藤空穴导致了

导带电子密度分布和局域杂化的波类型的空间振荡衰减行为。研究还发现，相

关振荡波的特征波长唯一决定于未杂化的导带电子费米波矢。这一发现被随后

的针对U0.99Th0.01RuSi2材料的谱成像扫描隧道显微镜（spectroscopic imaging

scanning tunneling microscopy，即SI-STM）实验所证实 [88]。然而，为了充分

考虑近藤空穴系统中局域磁矩的磁关联效应，以及局域磁矩与导带电子的集体

杂化行为，需要超出平均场框架的研究方法。

在这个工作中，我们采用DMRG数值方法 [63, 66, 67]研究一维近藤-海森堡

模型中的近藤空穴问题。与早期DMRG相关工作侧重系统的磁和输运行为不

同 [92, 93]，我们主要关注近藤空穴导致的相关物理量的空间振荡行为，尤其是

杂化振荡的特点。利用处理一维强关联问题十分有效的DMRG方法，我们研究

了不同近藤耦合强度JK和导带电子平均占据数nc下，杂化波的长程振荡衰减行

为，考察局域f电子和导带电子各自对重费米子体系杂化过程的影响。
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5.2 模模模型型型和和和方方方法法法

我们采用的哈密顿量为近藤-海森堡模型：

H = −t
N−1∑

i=1

∑

σ=±

(
c†i,σci+1,σ +H.c.

)

+JK

N∑

i=1

′si · Si + JH

N−1∑

i=1

′Si · Si+1, (5.1)

公式中求和符号
∑ ′包括近藤空穴外的所有晶格格点。我们去除链中心的两个

局域自旋（ih = N/2, N/2 + 1）作为近藤空穴。在我们的DMRG计算中 [78]，

考虑开放边界条件，格点数取N = 100的情况，每个DMRG块保留态的数目

为800，并检验了不同链长和态数目下计算结果的收敛性。

我们引入导带电子电荷密度nc
i、局域杂化Vi和局域自旋最近邻自旋关联函

数χi等物理量：

nc
i =

∑

σ

⟨c†i,σci,σ⟩, Vi = ⟨Si · si⟩, χi = ⟨Si · Si+1⟩. (5.2)

其中局域杂化Vi反映了局域自旋与导带电子的杂化行为，其在实空间的振荡衰

减行为即称之为杂化波。为了研究近藤空穴产生的净效应，同时消除开边界条

件带来的影响，我们仅仅考虑系统掺入近藤空穴后和掺入前，导带电子密度、

局域杂化和局域自旋最近邻自旋关联函数的相对变化值δnc
i、δVi和δχi。

5.3 导导导带带带电电电子子子非非非半半半满满满情情情形形形

在导带电子浓度非半满（nc ̸= 1）与半满（nc = 1）时，近藤空穴导致的

物理行为有很大不同，我们将分别论述，最后统一讨论。

5.3.1 实实实空空空间间间分分分析析析

首先我们以nc = 0.2为例。如图5.1（a）和（b）所示，δnc
i和δVi表现出类

似的空间振荡波行为，振幅从近藤空穴位置到链的边界逐渐衰减。由于近藤

空穴的存在，使得相同格点处的导带电子倾向于屏蔽周围的局域自旋，因而

近藤空穴处δnc
i < 0（i = N/2和N + 1/2）。在弱耦合区（JK/t = 0.8），由于近

藤耦合较弱，仅在δnc
i中发现微小的振荡行为，δVi 几乎没有振荡。在强耦合
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图 5.1: 不同近藤耦合强度下，系统掺杂近藤空穴后与掺杂前若干物理量的相对

变化。（a）与（d）导带电子密度相对变化值δnc
i ;（b）与（e）局域杂化相对变

化值δVi；（c）与（f）局域自旋自旋关联函数相对变化值δχi。导带电子平均占

据数为nc = 0.2或0.8，链长N = 100。

区（JK/t = 4），δnc
i和δVi的振荡明显，它们具有同样的波长和相反的振荡方

向。与在弱耦合区与强耦合区的行为不同，在中间耦合区域（JK/t = 1.6, 2.4），

δnc
i和δVi的振幅更大，而且表现出比较杂乱的空间振荡行为。这些现象表明体

系处于弱耦合与强耦合之间的“临界区域”。
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对于局域自旋磁关联δχi，从图5.1（c）可以看出，在JK/t = 0.8的弱耦合

区，为典型的反铁磁关联行为。在中间耦合区域，与δnc
i和δVi的结果类似，振

荡行为变得杂乱无章。在强耦合区，δχi表现出与δnc
i和δVi相同波长的振荡波。

可见，随着近藤耦合的增强，δχi逐渐从自旋链内的反铁磁关联行为转变为受

导带电子杂化影响的振荡波行为。

接下来，我们讨论nc = 0.8情形，如图5.1（d）、（e）和（f）所示。总体上

看，nc = 0.8与nc = 0.2 在三个耦合区的振荡行为十分相似。只是在JK/t =

1.6的中间耦合区域，δnc
i和δVi表现出具有明显波长的振荡波行为。整体看来，

近藤空穴引起的空间振荡衰减行为具有一定的普遍性（nc = 1的情形将在5.4节

讨论）。

5.3.2 动动动量量量空空空间间间分分分析析析

为了进一步的研究δnc
i、 δVi和δχi的性质，我们在图5.2 中画出了它们在

动量空间的分布，这里主要给出nc = 0.2的结果。如图5.2（a），弱耦合时，

δnc
i在k = 0.2π处出现了一个小峰，分析发现即为k = 2kS

F = 2 ∗ (πnc)/2 = 0.2π，

其中kS
F对应未杂化的导带电子费米波矢（即小费米面）。上述特征峰与前人

理论和实验结论一致 [87, 88]，对应实空间波长λ1 = 2π/2kS
F = 2/nc = 10（晶

格常数设为1）与图5.1所示也相吻合。由于耦合较弱，我们并未在δV(k)中发
现k = 2kS

F处的峰。

在强耦合区，δn(k)和δV(k)的特征峰为k = 4kS
F = 0.4π，实空间波长λ2 =

2π/4kS
F = 1/nc = 0.5λ1 = 5。4kS

F的特征峰来源于一维系统的自旋电荷分离

（spin-charge separation）效应 [94]：导带电子与局域自旋间形成了近藤单态，

使得导带电子自旋自由度被抑制，而电荷部分表现为无自旋的费米子，进而

导致了费米波矢扩大一倍（自旋简并解除）。由于波矢4kS
F = 4πnc/2 = 2πnc =

0.4π和波矢4kL
F − 2π = 4π(1 + nc)/2− 2π = 2πnc = 0.4π相等（其中kL

F为常见于

强耦合区的大费米面波矢 [77, 95]），我们并不能区分这是来自于小费米面还是

大费米面的相关效应。

在中间耦合区域：我们发现当JK/t = 1.6时，在k = 2π−2kL
F = 2π−2π(1+

nc)/2 = 0.8π处出现了强烈的散射峰。与2kL
F相关的特征峰的出现，反映了随

着近藤耦合的增强，局域自旋逐渐参与到大费米面的形成。在JK/t = 2.4时，

k = 2π − 2kL
F = 0.8π处的峰更加明显，但是同时在k = 4kL

F − 2π处出现了
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图 5.2: 图5.1中nc = 0.2情形下对应的傅里叶分量（Fourier component）。（a）

δnc(k)；（b）δV(k)；以及（c）δχ(k)。图中垂直虚线为与2kS
F、2kL

F（2π− 2kL
F）

和4kL
F （4kL

F − 2π）相关的散射峰。

一个新的特征峰。在进入强耦合区时，与2kL
F 相关的峰已经被完全抑制，只

在4kL
F − 2π处保留一个散射峰。由上述变化可知，强耦合区的散射峰显然与大
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费米面波矢有关，而与小费米面波矢无关。从中间耦合到强耦合区域的过程

中，在出现了大费米面的背景下，自旋电荷分离逐渐主导了δnc(k)和δV(k)，相
应的特征峰从k = 2π − 2kL

F变为k = 4kL
F − 2π。

现在，我们讨论δχ(k)。如图5.2（c），JK/t = 0.8时，在k = π处出现了一

个明显的反铁磁散射峰，同时在δnc(k)和δV(k)中k = π也对应地出现了一个较

小的峰。随着近藤耦合的增强，散射峰转移到k = 0.8π，并在强耦合极限下出

现在k = 0.4π处并趋于饱和。

综合上述分析：在弱耦合时，δnc(k)和δV(k)受到δχ(k)反铁磁关联的影响，
在k = π处同时出现散射峰；在中间耦合与强耦合区时，δχ(k)与δV(k)的行为
与δnc(k)几乎一致，体现出大费米面和自旋电荷分离的特征（散射峰分别位

于k = 0.8π与k = 0.4π）。可见，系统的杂化同时受到局域磁矩磁关联与导带电

子电荷密度的影响，它们共同决定了重费米子的杂化过程。

δν
i

ξ =20.6

δn
c i

ξ =19.6

δn
c i

ξ =16.7

δν
i

5045403530252015

i-51

ξ =17.5

图 5.3: 公式5.4的拟合图示。（a）δnc
i与（b）δVi，nc = 0.8, JK/t = 1.6。（c）

δnc
i与（d）δVi，nc = 0.2, JK/t = 4。图中实线为公式拟合曲线。
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5.3.3 指指指数数数衰衰衰减减减拟拟拟合合合

接下来我们对振荡波随其与近藤空穴距离x的变化行为进行拟合分析，主

要考察中间耦合区与强耦合区的δnc
i和δVi：

δnc
i ∼ Cn cos(kx+ δn)e−x/ξn , (5.3)

δVi ∼ CV cos(kx+ δV)e−x/ξV , (5.4)

公式中x = i− L/2− 1(i > L/2 + 1)，k为动量空间特征波矢，δV/n为相位部分，

e−x/ξV/n为指数衰减部分。我们这里给出nc = 0.8, JK/t = 1.6与nc = 0.2, JK/t =

4）的拟合结果。如图5.3所示，点标记为计算所得，实线为拟合曲线，二者

十分符合。进一步分析发现，在nc = 0.2的强耦合区，振幅C随着近藤耦合的

增强而降低，并趋于饱和。对于衰减长度ξ，我们发现对于固定的导带电子浓

度nc和近藤耦合JK，导带电子电荷密度δnc
i和局域杂化δVi的衰减长度十分相近

（与磁关联δχi的衰减长度明显不同）。衰减长度的相关性表明，在非半满情形

下，导带电子电荷密度对体系的杂化行为起主导作用。
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图 5.4: 对数坐标下，δχi与δVi随i− 51的变化，JK/t = 0.8, 1.6。插图为JK/t =

0.8时，δχi与δVi的实空间振荡分布。参数取nc = 1，链长N = 100。
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5.4 导导导带带带电电电子子子半半半满满满情情情形形形

在导带电子半满情形下（nc = 1），与非半满情形不同，由于导带电子粒

子空穴对称性，对于任意的近藤耦合强度，δnc
i = 0。所以我们主要考察物理

量局域杂化和局域自旋最近邻自旋关联函数的相对变化值δVi与δχi。如图5.4插

图所示，我们画出了δVi与δχi在JK/t = 0.8下的变化，可以发现它的振荡空间

范围主要集中在离近藤空穴十个晶格常数范围内。相比于非半满情形的结果，

δVi与与δχi在远离边界处就表现出快速衰减的行为，这可能源于δnc
i = 0削弱了

杂化振荡行为，使得δVi 的衰减长度减小。

接下来，我们讨论δVi和δχi的衰减行为。如图5.4，纵坐标为对数坐标，

对于JK/t = 0.8与JK/t = 1.6，δVi和δχi随距离变化表现出线性关系，即δVi

和δχi完全符合指数衰减行为。随近藤耦合从JK/t = 0.8增加到JK/t = 1.6，斜

率变小，表明指数衰减长度迅速降低。同时对于相同的近藤耦合，它们的斜率

几乎完全一致，表明δVi和δχi具有近似相同的衰减长度。可见，在nc = 1，局

域磁矩最近邻的磁关联行为完全决定了体系的杂化过程。

5.5 讨讨讨论论论

通过对导带电子浓度半满与非半满情形的计算结果的分析和对比，我们

发现杂化振荡δVi同时受到了导带电子电荷密度分布与局域自旋磁关联的影响，

表明重费米子系统的杂化过程要同时考虑电荷与自旋两种自由度的影响，具有

非局域的特征，是导带电子与局域f电子协同作用的结果。在nc ̸= 1时，导带

电子电荷分布对体系的杂化起主导作用；而当nc = 1时，局域自旋磁关联决定

了系统的杂化行为。

在重费米子体系中，由于巡游导带电子与局域f电子的纠缠，意味

着杂化来源于电子的集体行为。它不单单受到同一格点的导带电子近

藤屏蔽作用的影响，同时还与局域f电子的格点间磁关联效应相关。正

如Nakatsuji在Ce1−xLaxCoIn5体系的研究中所揭示的 [50]，Ce元素间的磁关

联效应有促进集体杂化的作用。为了在实验上观测近藤空穴系统中的实空间振

荡行为，我们建议通过SI-STM与共振弹性X射线散射（resonant elastic X-ray

scattering）技术探测杂化波与导带电子密度分布。
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5.6 本本本章章章小小小结结结

这一章我们主要介绍了利用DMRG方法研究的一维近藤-海森堡模型中的

近藤空穴问题。我们发现随着近藤耦合强度的增加，近藤空穴引起的空间振荡

行为有三个特征波长，分别与导带电子单独构成的小费米面、局域磁矩参与形

成的大费米面以及自旋电荷分离效应相联系。此外，对衰减长度的分析表明，

导带电子的电荷分布与局域磁矩的磁关联共同影响了体系的杂化行为。
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这一章的研究工作仍然是基于DMRG方法对一维近藤-海森堡模型的求解。

这里，我们设定导带电子部分具有两套子格子，并对其化学式项和动能项的参

数引入周期调制，使其具有非平庸的拓扑性质。我们进一步考虑具有拓扑性质

的导带电子通过近藤相互作用，与海森堡自旋链耦合后，拓扑态与近藤效应如

何作用。本章主要分为以下部分：概述、导带电子的拓扑态、拓扑边缘态与近

藤作用以及相图等。

6.1 概概概述述述

近些年来，作为一个全新的量子物态，拓扑绝缘体吸引了当代凝聚态领域

众多研究者的关注 [98,99]。拓扑绝缘体的体态是绝缘态，但是却具有自旋-动量

锁定的新奇金属表面态 [100, 101]。这个特殊的表面态来源于系统波函数在参数

空间表现出的非平庸拓扑结构，并且不受弱的无序和杂质散射的干扰。然而，

在拓扑绝缘体中引入较强的电子关联后，可能出现一些新的量子态 [102–105]。

一个有趣的领域即是拓扑态与近藤物理的相互作用 [24, 106–108]：一些研究

表明在拓扑近藤绝缘体SmB6表面可能存在着近藤崩塌（Kondo Breakdown）

[109, 110]；另外有平均场的理论研究指出，近藤屏蔽情形下的近藤晶格模型

（六角晶格）中可能出现一个新的拓扑绝缘相 [111]。

在一维准周期光晶格系统里，通过引入一个周期调制参数作为动量

之外的另一个维度后，人们也发现了非平庸的拓扑相以及相应的边缘态

[112, 113]。这个一维的拓扑相来源于体系与具有量子霍尔效应的二维霍夫施塔

特（Hofstadter）模型 [114]的内在对应关系，实验上可以通过电子的密度分布

观测得到。因此，我们具有了一个新的实验和理论平台，即在易调控的一维光

晶格系统中去研究和模拟相关的拓扑态。

在这个工作中，我们将考虑具有非平庸拓扑性质的一维半满受限费米子光

晶格，与海森堡自旋链产生近藤耦合后的物理行为。为了考虑超越平均场理论

的关联电子效应，我们采用密度矩阵重整化群数值方法 [63, 64, 66] 进行研究。

模型上，我们考虑一维周期调制的导带电子气与具有反铁磁关联的自旋链发生
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近藤耦合：

H = Hc +HI , (6.1)

其中Hc为导带电子部分，HI为相互作用部分。

6.2 导导导带带带电电电子子子的的的拓拓拓扑扑扑态态态

6.2.1 模模模型型型的的的设设设计计计

首先我们考虑上述哈密顿量的导带电子部分Hc（此处暂不引入导带电子自

旋指标）：

Hc =
∑N−1

i ti(c
†
ici+1 +H.c.) +

∑N
i µic

†
ici, (6.2)

上述公式中，N为总格点数，跃迁项为ti = [1 + (−1)iλcosδ]，化学式项为µi =

(−1)iµsinδ，δ为范围在0到2π的一个相位调制参数。实际上，这个模型可以表

示为每个元胞含有两套子格子（记为A和B）的情形，我们改写为以下形式：

Hc =
∑

i

(t1c
†
A,icB,i + t2c

†
A,i+1cB,i +H.c.) +

∑

i,α=A,B

µαc
†
α,icα,i. (6.3)

其中跃迁项t1 = 1− λcosδ, t2 = 1 + λcosδ，化学势项µA = −µsinδ, µB = µsinδ。

当δ = ωt时，即为Rice-Mele模型 [115]。当化学势µ = 0时，退化为SSH（Su-

Schrieffer-Heeger）模型 [116]。在周期性边界条件下，有cα,j = 1/
√
N ′
∑

k e
ikjcα,k，

N ′ = N/2为元胞数，α为A或B。此时，哈密顿量可以改写为以下形式：

H = ψ†
kh(k)ψk, (6.4)

其中ψ†
k = (c†A,k, c

†
B,k)。我们有：

h(k) =

(
µA t1 + t2exp(−ik)

t1 + t2exp(ik) µB

)
. (6.5)

把h(k)写为如下分量形式：

h(k) = hI(k)I+ d(k) · σ, (6.6)
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图 6.1: 公式6.6中矢量d(k)的三维空间图示。（a）参数取为λ = 0, µ = 1；（b）

参数取为λ = 0.5, µ = 1。格点数N = 100。

上式中，hI为单位矩阵，σ = (σx, σy, σz)为泡利算符。hI(k) = (µA + µB)/2，

dx = t1 + t2cosk，dy = t2sink，dz = (µA − µB)/2。

哈密顿量h(k)的本征值为hI ± |d|。在二能级系统中，标记系统拓扑属性
的贝里相位（Berry phase）可以由d(k)旋转得到闭合曲面对应的一半立体角获

得 [117]。如图6.1所示，对于µ = 1和λ = 0和0.5，我们分别画出了d(k)的三维

空间结构。显然，当λ = 0.5时，d(k)的闭合曲面包围了原点，可以贡献一个有

限的立体角，可能具有非平庸的拓扑结构。而对于λ = 0，原点正好落在非闭

合的圆柱曲面上，因而立体角为零，拓扑结构平庸。因而我们推断λ = 0.5时，

体系可能具有非平庸的拓扑态。

6.2.2 拓拓拓扑扑扑态态态的的的计计计算算算

为了进一步确认体系的拓扑性质，我们在参数空间(k, δ)计算陈数（Chern

number） [118]：

cn =
1

2π

∫ 2π

0

dδ

∫ 2π

0

dk(∂δAk − ∂kAδ), (6.7)

其中，贝里联络表示为（Berry connection）Ak/δ = i ⟨φn(k, δ)| ∂k/δ |φn(k, δ)⟩，
|φn(k, δ)⟩为第n个能带的布洛赫占据态（相关细节参见附录B）。对于λ =

0.5, µ = 1，我们得到第一个能带的陈数c1 = 1，第二个能带的陈数c2 = −1。对

于λ = 0, µ = 1，c1/2 = 0。由此，我们可以确认当λ = 0.5, µ = 1时，体系具有

非平庸的拓扑态。
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图 6.2: 随相位δ变化的系统能谱。（a）参数取为λ = 0, µ = 1；（b）参数取

为λ = 0.5, µ = 1。格点数N = 100。

我们假设Hc中的第n个本征态|ψn⟩ =
∑

i ui,nc
†
i |0⟩的本征值方程为H |ψn⟩ =

En |ψn⟩，我们可以写出开边界条件下此方程在福克空间的形式：

tiui+1,n + ti−1ui−1,n + µiui,n = Enui,n. (6.8)

如图6.2所示，取µ = 1，解方程我们可以求得λ = 0和λ = 0.5的能谱（取格

点数为100）。对于λ = 0，能隙在δ = ±π, 0处关闭。而对于λ = 0.5，在δ ∈
[−0.5π, 0.5π]时，有两条能带连接了价带和导带，并在δ = 0处相交，此即为

开边界条件下拓扑边缘态对应的能带。实际上，当µ = 0时，哈密顿量退化

到SSH模型 [116]，且在δ ∈ [−0.5π, 0.5π]具有由粒子空穴对称性和反射对称性保

护的二重简并的零模 [119]。反过来，如果在SSH模型基础上引入交错分布的化

学势µ，零模劈裂为两个非简并的并在δ = 0处相交的边缘态能带。

此外，我们也可以通过DMRG对链端导带电子密度分布的计算验证边缘态

是否存在，进而推断体系的非平庸拓扑属性是否改变。由于边缘态表现为，填

充在半满处能带的导带电子的波函数聚集在一维链某一端，即链端的反常密集

几率分布，因而边缘态的观测可以通过计算相应的导带电子密度分布得到。定

义填充在半满处能带的导带电子的密度分布ρi为：

ρi = [nc
i(N

c = N)− nc
i(N

c = N − 2)]/2, (6.9)

上式中N c代表导带电子的总粒子数，nc
i = ⟨c†ici⟩，除以二是因为DMRG计算考

虑了导带电子自旋简并。如图6.3所示，点标记为DMRG通过公式6.9的计算结

果，实线为公式6.8 计算所得，二者十分吻合。对于δ = ±0.25π，导带电子密
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度分布主要位于一维链的左端和右端，并向链中心迅速衰减，此即对应了图6.2

（b）中的连接导带和价带部分的边缘态。而对于δ = ±0.75π，在链的两端没有

发现导带电子的密集密度分布，一维链整体仅有由两套子格子产生的交错锯齿

形密度分布，对应了图6.2 （b）中能带结构中存在能隙的相位区域。

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

ρ i

403020100
i

δ=−0.25π
  δ=0.25π
  δ=−0.75π
  δ=0.75π

图 6.3: 系统导带电子密度分布图。点标记为来源于DMRG对公式6.9的计算结

果，实线为来源于公式6.8计算的半满能带处填充电子密度分布，二者十分吻

合。格点数N = 40，λ = 0.5, µ = 1。相位δ = −0.75π,−0.25π, 0.25π和0.75π。

6.3 拓拓拓扑扑扑边边边缘缘缘态态态与与与近近近藤藤藤作作作用用用

在上一节的基础上（主要考虑λ = 0.5, µ = 1），接下来我们引入哈密顿量

中的HI部分（考虑导带电子自旋）:

HI = JK

∑N
i Si · si + JH

∑N−1
i Si · Si+1. (6.10)

为了抑制自旋链产生铁磁相，这里我们仍然设定JH = 0.5 [77]。同时我们

主要计算了N = 40的情形，每个DMRG块保留400个态。其他算符的说明以

及DMRG的数值细节，参见4.2，兹不赘述。我们考虑一维拓扑导带电子气通

过近藤耦合与反铁磁关联的自旋链产生作用，主要通过DMRG对导带电子密度

分布、局域杂化和自旋能隙等物理量的计算，来判断导带电子拓扑态与近藤作

用的相互影响。
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在导带电子非半满情形时，引入的近藤耦合会使导带电子产生强烈的电

荷涨落，对相关电子密度分布的结果分析造成干扰，因此这一节我们只考

虑导带电子半满情形的DMRG计算。此时，我们可以比较相位δ1 ∈ [−0.5π, 0]

（具有拓扑边缘态）和相位δ2 = π + δ1（不具有拓扑边缘态）的结果。对

于δ1和δ2，系统奇数格点与偶数格点的跃迁系数（ti = 1 + (−1)iλcosδ）和化学

势（µi = (−1)iµsinδ）刚好互相对换，在物理量的空间分布上具有反射对称性。

在互相对称的链端，二者的区别仅仅来自于δ1系统具有拓扑边缘态，而δ2系统

没有。通过比较二者相应链端的导带电子密度分布是否相同，我们就可以判

断δ1参数系统的拓扑边缘态在近藤相互作用下是否仍然存在。

6.3.1 导导导带带带电电电子子子密密密度度度分分分布布布

我们首先考虑对称分布的参数(δ = −0.25π, i = N)和参数(δ = 0.75π, i =

1)情形下的导带电子密度分布。如图6.4（a）所示，当近藤耦合JK = 0时，

对于δ = −0.25π和δ = 0.75π，它们在i = N和i = 1处的导带电子密度分别

为1.9和1.5左右，相差0.4，表现出显著不同。考虑到两组参数具有空间分布的

反射对称性，这一差异恰恰反映了δ = −0.25π时，由于边缘态的出现，半满填

充的导带电子在i = N处的聚集分布。

为了进一步验证以上判断，我们还选取参数为δ = −0.25π, i = N/2的导

带电子密度分布。从图6.4（a）可以发现，它和(δ = 0.75π, i = 1)在整个JK区

间几乎完全一致，其细微差别仅仅来自于边界效应对后者的影响。而与

参数(δ = −0.25π, i = N)对比，它们在JK = 0处的nc
i分布差异显著，反映

了δ = −0.25π时边界处拓扑边缘态的存在，与图6.2（b）的能谱结果保持一

致。

当JK较小时，随着JK的增加，δ = −0.25的导带电子密度nc
i=N几乎不变，

直到达到临界值J c
K。在J c

K 处，nc
i=N曲线突然降低，之后随JK增加达到强耦合

极限的饱和值1。然而，对于δ = 0.75π，当JK > 0时，nc
i=1随着近藤耦合的增加

连续降低，平缓地趋向强耦合极限。对比二者，我们推断，δ = −0.25时出现的

临界值J c
K，很可能对应着近藤耦合导致导带电子边缘态（拓扑相）消失的相变

处，因而使得电子密度nc
i=N出现突变。再考察δ = −0.25π的nc

i=N/2值，此处没

有边缘态的存在，与δ = 0.75π时nc
i=1的变化相类似，也表现出随近藤耦合JK增

大而光滑下降的行为。
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图 6.4: 系统特殊相位和格点位置的（a）导带电子密度分布nc
i和（b）局域杂

化Vi随近藤耦合的变化。格点数N = 40，λ = 0.5, µ = 1。

在图6.4（a）中，我们还画出了δ = −0.1π和δ = −0.4π在i = N处的导带电

子密度nc
i=N。与δ = −0.25π的结果类似，nc

i=N也在某个临界的近藤耦合J c
K处出

现了急剧下降，这一变化也佐证了近藤耦合破坏了拓扑边缘态的推断。在小

于J c
K的区域，由于化学势µi = (−1)iµ sin δ的调制，对比处于拓扑边缘态的三

个不同相位δ的nc
i=N值，它们表现出随δ增加而降低的行为。在强耦合极限下，

nc
i都趋于导带电子平均占据数1。而在上述两个区域之间，nc

i随δ增大而增加。

6.3.2 局局局域域域杂杂杂化化化

接下来，我们考察局域杂化：Vi = ⟨Si · si⟩。如图6.4（b）所示：在整个近
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藤耦合区域，Vi与nc
i的变化行为十分类似。δ = −0.4π,−0.25π和−0.1π时，Vi曲

线也出现了一个急剧下降的临界点J c
K，此临界点与nc

i曲线判断所得完全一致。

而在弱耦合区域，Vi几乎为零，明显高于其它不具有拓扑边缘态的相关参数结

果（图中紫线和红线），表现出较明显的对近藤相互作用的退耦合效应。结合

图6.4（a）和（b）可知，这个破坏了近藤相互作用的退耦合效应，来源于拓扑

态导致的导带电子在链端的近似双占据状态，它抑制了有限近藤耦合作用（小

于J c
K）下近藤单态的形成。在大于J c

K的区域，由于边缘态被破坏，近藤作用

恢复，局域杂化随JK增加趋于强耦合极限值-0.75。

6.3.3 自自自旋旋旋能能能隙隙隙

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

∆ s

21.510.50
JK

δ=−0.25π
δ=0.75π
 δ=−0.4π
 δ=0.6π
 δ=−0.1π
 δ=0.9π

图 6.5: 不同相位下系统自旋能隙随近藤耦合的变化。格点数N = 40，λ =

0.5, µ = 1。

为了进一步地研究边缘态对形成近藤单态的抑制作用，我们引入自旋能隙

的计算，定义如下：

∆s = E0(S = 1)− E0(S = 0), (6.11)

其中E0为体系的基态能量，S为体系的总自旋。如图6.6所示，对于δ = 0.6π、

0.75π和0.9π时系统没有边缘态的情形，自旋能隙在JK = 0时几乎为零，并

随着近藤耦合JK的增加（每个格点逐渐形成近藤单态），自旋能隙连续而
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缓慢地增大。在JK > 1.5时，形成较稳定的近藤单态，∆s随JK表现出线性

关系。对于δ = −0.4π,−0.25π和−0.1π时系统有边缘态的情形，在JK比较小

时自旋能隙保持∆s ≈ 0，直到达到临界值J c
K。在临界值J c

K处，∆s发生突

变，并随着JK增大迅速与对应相位（满足δ2 = π + δ1）的结果保持一致。对

于δ = −0.4π,−0.25π和−0.1π，正是由于边缘态的退耦合作用抑制了近藤单

态的形成，使得在小于J c
K的整个耦合区域自旋能隙都保持∆s ≈ 0，而在大

于J c
K的耦合区域，由于边缘态被破坏，含参数δ的系统（具有边缘态的相位参

数）与含参数π + δ的系统（具有边缘态的相位参数）表现一致。对比导带电子

密度分布nc
i=N、局域杂化Vi=N以及自旋能隙∆s，三者的近藤耦合临界值J c

K完

全一致，进一步确认了系统存在着拓扑边缘态到近藤单态的相变。

6.4 相相相图图图

2

1.5

1

0.5

0

J K

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0
 δ/π

图 6.6: 相位δ与近藤耦合JK确定的相图。 δ ∈ (−0.5π, 0)，格点数N = 40，

λ = 0.5, µ = 1。

最后，我们可以得到一个关于临界近藤耦合J c
K与调制相位δ（在(−0.5π, 0)区

间）的相图。如图6.6 所示，J c
K随δ增加而降低，并表现出近似线性的关系。这

是因为更小的相位δ使得链端的化学势（µ = (−1)iµ sin δ，i = 40）变得更低，

对双占据的拓扑边缘态具有增强占据的效果，导致相关的临界近藤耦合值J c
K

增加。
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6.5 本本本章章章小小小结结结

我们在本章研究了具有非平庸拓扑性质的一维半满受限费米子光晶格与海

森堡自旋链产生近藤耦合后，体系拓扑边缘态与近藤效应的相互作用。通过体

系导带电子密度分布、局域杂化和自旋能隙等物理量的分析，我们确认了在临

界近藤耦合J c
K处，有一个拓扑态到近藤绝缘态的相变发生。我们还发现了近似

双占据的导带电子边缘态抑制了近藤单态的形成，具有退耦合的效应。



第第第七七七章章章 总总总结结结和和和展展展望望望

针对重费米子体系导带电子和局域自旋相互作用的杂化行为，本文主利要

用DMRG数值方法对一维近藤-海森堡模型进行了相关问题的研究。

论文第一章引言部分，我们主要介绍了重费米子系统的典型特点、热点材

料和基本物理，并提问：如何把丰富而复杂的重费米子实验现象组织起来，在

一个统一的物理观点和理论框架下理解重费米子系统的物理行为。

基于第一章的提问，论文第二章介绍了为此做出有益尝试的重费米子体系

的二流体理论，主要包括以下基本内容：如标记f电子巡游化或近藤液体出现

的RKKY相互作用特征温度T ∗；由多种实验观测量验证的近藤液体约化态密度

普适标度律；基于重电子演化行为并由杂化效率f0描述的二流体低温相图。同

时我们还讨论了二流体理论在微观层面的相关解析和数值进展。我们希望利用

较严格的强关联数值方法，在考虑体系集体杂化作用后，对二流体理论的微观

研究做出进一步尝试。

第三章中，我们介绍了本论文的主要研究方法，即DMRG数值方法。在

关联电子系统中，这是一种研究一维模型的严格数值方法。我们主要讲解

了DMRG的产生背景、基本流程和主要算法，并在附录A中给出了一个具体的

计算例子。借助此方法，有利于我们理解一维近藤-海森堡模型中局域磁矩与

导带电子的杂化行为，以及由此导致的局域磁矩的退局域化过程。

第四章中，从重费米子相图的二流体理论的杂化效率解释出发，利

用DMRG数值方法对一维近藤-海森堡模型局域磁矩与导带电子的相互作用

进行了研究。我们发现了自旋关联谱中与反铁磁关联涨落、小费米面和大费米

面相关的三个散射峰，验证了局域自旋局域性与巡游性的共存。通过对自旋关

联谱的谱权重转移分析，结合局域自旋反铁磁关联能的相对变化以及费米面的

演化行为，我们首次在微观上定义了一个描述局域磁矩巡游化程度的物理量：

自旋关联谱谱权重的相对转移。

第五章中，我们研究了一维近藤-海森堡模型的近藤空穴系统。我们发现

引入近藤空穴后，从近藤空穴到边界，会导致系统的杂化以波的形式振荡并呈

指数衰减的行为。我们还发现了在非半满情形下，随近藤耦合增加分别出现了
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与小费米面、大费米面以及自旋电荷分离相关的三个散射峰，同时导带电子密

度与局域杂化具有相近的指数衰减长度。在半满情形下，导带电子密度相对变

化为零，局域自旋磁关联函数与局域杂化表现出一致的指数衰减长度。我们发

现，导带电子密度分布和局域磁矩的磁关联对系统的杂化过程都存在重要影

响。

第六章中，我们考虑具有非平庸拓扑性质的一维半满受限费米子光晶格通

过近藤相互作用与海森堡自旋链耦合，研究近藤耦合与拓扑态的相互作用。我

们发现随着近藤耦合的增强，表现为电子近似双占据的拓扑边缘态在某个临界

值处突然消失，相应格点的局域杂化与系统的自旋能隙也发生突变，表明近藤

作用使体系发生了拓扑态到非拓扑态的相变。同时相变处局域杂化的明显增

大，以及自旋能隙的打开，表明电子近似双占据的拓扑边缘态对近藤作用具有

退耦合的效应。

我们的研究工作主要是基于一维近藤-海森堡模型的DMRG方法数值求解。

一方面，为了全面而深入的理解局域自旋通过集体杂化后的退局域化过程，需

要研究频率空间的相关动力学行为，作为本论文动量空间谱分析的重要补充。

另一方面，实际重费米子体系主要是二维和三维系统，如何把我们相关一维问

题的结果推广到高维，也是后续工作的一个重点。

诚然，在强关联电子体系中，至今缺乏一个完整的统一理论框架，也没有

同时适用多数物理问题的普适研究方法。具体到本文在重费米子体系的相关工

作，从f电子局域与巡游双重属性的思路出发，更迫切的需要是发展超出平均

场框架的能够同时处理高维局域自旋磁关联和集体杂化行为的理论工具，进而

在微观层面上加深对重费米子物理的理解，同时为其它强关联电子领域的研究

（如铜基超导和铁基超导）提供借鉴和思考。



附附附录录录 A DMRG计计计算算算举举举例例例

此附录中我们讨论利用DMRG算法计算海森堡S = 1/2链的一个简单例子。

如图A.1，首先我们构造包含四个格点的超块。对于单个格点的单粒子基矢

为 [120]：

图 A.1: DMRG计算流程中构造四个格点的超块结构。摘自引文 [120]。

|1⟩ ≡ |↑⟩ =
(
1

0

)
, |2⟩ ≡ |↓⟩ =

(
0

1

)
, (A.1)

其中|1⟩和|2⟩分别代表自旋向上和向下。同时我们可以写出单粒子算符的矩阵
形式：

Sz =

[
1/2 0

0 −1/2

]
;S+ =

[
0 1

0 0

]
;S− =

[
0 0

1 0

]
, (A.2)

考虑两个格点的AB块，把系统基矢写为单格点基矢的直乘形式：

|1⟩ ≡ | ↑⟩ ⊗ | ↑⟩ = | ↑↑⟩, |2⟩ ≡ | ↑⟩ ⊗ | ↓⟩ = | ↑↓⟩, (A.3)

|3⟩ ≡ | ↓⟩ ⊗ | ↑⟩ = | ↓↑⟩, |4⟩ ≡ | ↓⟩ ⊗ | ↓⟩ = | ↓↓⟩. (A.4)

(A.5)

对于两自旋海森堡模型（海森堡交换作用设为1）的AB系统，哈密顿量写

为：

H12 = Sz
1 ⊗ Sz

2 +
1

2
(S+

1 ⊗ S−
2 + S−

1 ⊗ S+
2 ). (A.6)
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写成矩阵形式，我们有：

H12 =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

1/4 0 0 0

0 −1/4 0 0

0 0 −1/4 0

0 0 0 1/4

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
+

1

2

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
(A.7)

+
1

2

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

1/4 0 0 0

0 −1/4 1/2 0

0 1/2 −1/4 0

0 0 0 1/4

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
. (A.8)

由于AB块的第2格点和CD块的第3格点也存在相互作用，我们把第2格点的算

符在AB块的基矢下写出来：

[Sz
2 ]AB = [δ1]A ⊗ [Sz

2 ]B. (A.9)

类似的处理第3个格点的算符，我们可以写出超块ABCD的整体哈密顿量：

HABCD = H12 ⊗ δ34 + δ12 ⊗H34 + [Sz
2 ]AB ⊗ [Sz

3 ]CD (A.10)

+
1

2
([S+

2 ]AB ⊗ [S−
3 ]CD + [S−

2 ]AB ⊗ [S+
3 ]CD). (A.11)

我们可以利用关系S+
i = (S−

i )
†，简化计算。

显然，超块ABCD的哈密顿量为16 × 16的矩阵，通过对角化我们可以得

到基态波函数|Ψ⟩以及相应的基态能量E0 ≈ −1.616...。利用约化密度矩阵公式

把CD块求和掉：

ρi1i2i′1i′2 =
∑

i3i4

Ψ∗
i1i2i3i4Ψi′1i

′
2i3i4

, (A.12)

可得：

ρ ≈

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

0.0223 0 0 0

0 0.4777 −0.4553 0

0 −0.4553 0.4777 0

0 0 0 0.0223

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
. (A.13)

我们对角化约化密度矩阵ρ，并保留其最大的三个本征值ωα对应的本征矢|uα⟩:
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图 A.2: DMRG计算流程中更新超块示意图。摘自引文 [120]。

|u1⟩ ≈

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0

−0.7071

0.7071

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
, |u2⟩ ≈

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0

−0.7071

−0.7071

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
, |u3⟩ ≈

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
, (A.14)

相应的本征值为：

ω1 ≈ 0.9330, ω2 ≈ 0.0224, ω3 ≈ 0.0223. (A.15)

接下来我们构造截断矩阵O，O的每一行由本征矢ωα构成：

O ≈

⎡

⎢⎢⎣

0 −0.7071 0.7071 0

0 −0.7071 −0.7071 0

0 0 0 1

⎤

⎥⎥⎦ . (A.16)

获得截断矩阵O后，我们更新AB块的相关算符。并标记更新后的AB块为A’，

代替A，流程如图A.2所示。哈密顿量可更新为：

HA′ = OHABO
† ≈

⎡

⎢⎢⎣

−0.7500 0 0

0 0.2500 0

0 0 0.2500

⎤

⎥⎥⎦ . (A.17)





附附附录录录 B 贝贝贝里里里相相相位位位和和和陈陈陈数数数

B.1 贝贝贝里里里相相相位位位、、、贝贝贝里里里联联联络络络与与与贝贝贝里里里曲曲曲率率率

考虑一个物理系统，它由依赖于一系列随时间演化的参数的哈密顿量所描

述，如：H = H (R)，R = R(t)，其中R = (R1,R2,R3, ...)。假设系统做绝热

演化，R(t)在参数空间的某个路径C缓慢移动。在这个过程中，系统的一个初

始本征态|n(R(0))⟩仍然作为系统哈密顿量的瞬时本征态而存在，因而我们额外
获得的自由度即为相关量子态的相位，系统波函数可以写为 [117]：

|ψn(t)⟩ = eiγn(t) exp

[
− i

!

∫ t

0

dt′ϵn(R(t′))

]
|n(R(t))⟩ . (B.1)

在上式中插入时间依赖的薛定谔方程：

i!∂ |ψn(t)⟩
∂t

= H(R(t)) |ψn(t)⟩ , (B.2)

左乘⟨n(R(t))|可得：

⟨n(R(t))|H(R(t)) |ψn(t)⟩

= ⟨n(R(t))|H(R(t))eiγn(t)exp

[
− i

!

∫ t

0

dt′ϵn(R(t′))

]
|n(R(t))⟩

= ϵn ⟨n(R(t))|ψn(t)⟩ ,

(B.3)

和

⟨n(R(t))| i! ∂
∂t

|ψn(t)⟩

= ⟨n(R(t))| i! ∂
∂t

{
eiγn(t)exp

[
− i

!

∫ t

0

dt′ϵn(R(t′))

]
|n(R(t))⟩

}

= ⟨n(R(t))| i!× i
∂γn
∂R

∂R

∂t
|ψn(t)⟩

+ ϵn ⟨n(R(t))|ψn(t)⟩

+ ⟨n(R(t))| i!eiγn(t)exp
[
− i

!

∫ t

0

dt′ϵn(R(t′))

]
∂

∂R
|n(R(t))⟩ ∂R

∂t
.

(B.4)
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结合公式B.3和B.4，可得：

⟨n(R(t))| ∂γn
∂R

∂R

∂t
eiγn(t)exp

[
− i

!

∫ t

0

dt′ϵn(R(t′))

]
|n(R(t))⟩

= ⟨n(R(t))| ieiγn(t)exp
[
− i

!

∫ t

0

dt′ϵn(R(t′))

]
∂

∂R
|n(R(t))⟩ ∂R

∂t
.

(B.5)

进而有：
∂γn
∂R

= i ⟨n(R(t))| ∂

∂R
|n(R(t))⟩ . (B.6)

因而γn可以表达为参数空间的积分形式：

γn =

∫

C

dR · i ⟨n(R(t))| ∂

∂R
|n(R(t))⟩ =

∫

C

dR · An (R) . (B.7)

显然，An(R)与选取的规范有关。我们做一个规范变换：

|n(R)⟩ → eiξ(R) |n(R)⟩ , (B.8)

其中ξ(R)为任意的光滑函数，An(R)可变换为：

An(R) → An(R)− ∂

∂R
ξ(R). (B.9)

最终，公式B.7中的相位γn在经过规范变换后，改变为ξ(R(0))− ξ(R(T ))，

其中R(0)和R(T )为路径C的初始点和终点。所以我们可以选择一个合适

的ξ(R)，使得γn在经过对路径C的积分后抵消掉。

但是对于具有周期的演化，R(T ) = R(0)。相位的选择要求eiξ(R) 在规范

变换下为单值，即有ξ(R(0)) − ξ(R(T )) = 2π × integer。所以对于一个闭合的

积分回路，γn为一个规范不变的物理量，即为贝里相位（Berry phase），此时

有：

γn =

∮

C

dR · An (R) , (B.10)

其中An (R)为矢量函数，称为贝里联络（Berry connection）：

An (R) = i ⟨n(R)| ∂

∂R
|n(R)⟩ . (B.11)

对于一个回路积分，γn不能通过规范变换移除掉。利用斯托克斯定理

（Stokes’ theorem），我们有：

γn =

∮

C

dR · An (R) =

∫

S

dS · Ωn (R) , (B.12)
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上式中Ωn(R) = ▽R × An(R)为贝里曲率（Berry curvature），写为张量形

式为：

Ωn
µν(R) =

∂

∂Rµ
An

ν (R)− ∂

∂Rν
An

µ(R)

=
∂

∂Rµ

[
i ⟨n(R)| ∂

∂Rν
|n(R)⟩

]
− ∂

∂Rν

[
i ⟨n(R)| ∂

∂Rµ
|n(R)⟩

]

= i

〈
∂n(R)

∂Rµ

∣∣∣∣∣
∂n(R)

∂Rν

〉
+ i ⟨n(R)| ∂2

∂Rµ∂Rν
|n(R)⟩

− i

〈
∂n(R)

∂Rν

∣∣∣∣∣
∂n(R)

∂Rµ

〉
− i ⟨n(R)| ∂2

∂Rν∂Rµ
|n(R)⟩

= i

[〈
∂n(R)

∂Rµ

∣∣∣∣∣
∂n(R)

∂Rν

〉
− (ν ↔ µ)

]
.

(B.13)

B.2 陈陈陈数数数的的的计计计算算算

我们考虑一维系统哈密顿量H(q, t)，其中参数q为动量，参数t为其他参

量，二者都具有周期性。经过一个周期演化后，系统第n个能带的陈数（Chern

number）定义如下 [117]：

cn =

∫ T

0

dt

∫

BZ

dq

2π
Ωn

qt, (B.14)

其中Ωn
qt为贝里曲率。由于参数q和t具有周期性，H(q, t)的参数空间可以看做

是一个圆环面（torus），如图B.1（a）所示。2πcn即是整个圆环面上的贝里相

位。为了利用斯托克斯定理，我们把圆环面切开，并把它展开为一个矩形，如

图B.1（b）所示。我们引入x = t/T和y = q/2π。根据公式B.12，贝里相位可以

写为贝里联络的回路积分得到:

c =
1

2π

{∫ B

A

dxAx(x, 0) +

∫ C

B

dyAy(1, y) +

∫ D

C

dxAx(x, 1) +

∫ A

D

Ay(0, y)

}

=
1

2π

{∫ 1

0

dx[Ax(x, 0)− Ax(x, 1)]−
∫ 1

0

dy[Ay(0, y)− Ay(1, y)]

}
,

(B.15)

为简单起见，上式中去掉了能带指标n。现在考虑对x的积分，定义Ax(x, y) =

⟨u(x, y)| i▽x |u(x, y)⟩。由于|u(x, 0)⟩和|u(x, 1)⟩描述的是等价的物理状态，它们
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图 B.1: 圆环面结构的布里渊区图示。（a）由参数(q, t)确定的三维闭合圆环面。

其中R(t) 为以t为周期的函数。（b）闭合圆环面的二维矩形表示。其中边界处

满足周期性条件AB = DC和AD = BC。摘自引文 [117]。

的区别仅为一个相因子：eiθx(x) |u(x, 1)⟩ = |u(x, 0)⟩。因此我们有：

∫ 1

0

dx[Ax(x, 0)− Ax(x, 1)] =

∫ 1

0

dx[⟨u(x, 0)| i▽x |u(x, 0)⟩ − ⟨u(x, 1)| i▽x |u(x, 1)⟩]

=

∫ 1

0

dx{⟨u(x, 0)| i▽x [e
iθx(x) |u(x, 1)⟩]− ⟨u(x, 1)| i▽x |u(x, 1)⟩}

=

∫ 1

0

dx[i▽x iθx(x) ⟨u(x, 0)| eiθx(x) |u(x, 1)⟩+ ⟨u(x, 0)| eiθx(x)i▽x |u(x, 1)⟩

− ⟨u(x, 1)| i▽x |u(x, 1)⟩]

=

∫ 1

0

dx[i▽x iθx(x) ⟨u(x, 1)|u(x, 1)⟩+ ⟨u(x, 1)| i▽x |u(x, 1)⟩

− ⟨u(x, 1)| i▽x |u(x, 1)⟩]

= θx(0)− θx(1).
(B.16)

类似地： ∫ 1

0

dy[Ay(0, y)− Ay(1, y)] = θy(0)− θy(1), (B.17)

其中eiθy(y) |u(y, 1)⟩ = |u(y, 0)⟩。总的积分为：

c =
1

2π
[θx(0)− θx(1) + θy(1)− θy(0)]. (B.18)
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另外，利用四个端点A,B,C和D处的相位关系：

eiθx(0) |u(0, 1)⟩ = |u(0, 0)⟩ , eiθx(1) |u(1, 1)⟩ = |u(1, 0)⟩ ,

eiθy(0) |u(1, 0)⟩ = |u(0, 0)⟩ , eiθy(1) |u(1, 1)⟩ = |u(0, 1)⟩ .
(B.19)

我们可以得到;

|u(0, 0)⟩ = eiθx(0) |u(0, 1)⟩

= eiθx(0)eiθy(1) |u(1, 1)⟩

= eiθx(0)eiθy(1)e−iθx(1) |u(1, 0)⟩

= eiθx(0)eiθy(1)e−iθx(1)e−iθy(0) |u(0, 0)⟩

= ei[θx(0)−θx(1)+θy(1)−θy(0)] |u(0, 0)⟩ .

(B.20)

为了保证|u⟩取值的唯一性，上述公式的相位必须为2π的整数倍。因而陈数c必

须为分立的整数。
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H. Schäfer, Superconductivity in the presence of strong Pauli paramag-

netism CeCu2Si2, Phys. Rev. Lett. 43, 1892 (1979).



78 一维近藤-海森堡模型的密度矩阵重整化群研究

[11] B. T. Matthias, H. Suhl, and E. Corenzwit, Superconductivity and ferro-

magnetism in isomorphous compounds, Phys. Rev. Lett. 1, 92 (1958).

[12] A. A. Abrikosov, and L. P Gor’kov, Contribution to the theory of su-

perconducting alloys with paramagnetic impurities, Sov. Phys. JETP 12,

1243 (1961).

[13] J. Bardeen, L. N. Cooper, and J. R. Schrieffer, Theory of superconductiv-

ity, Phys. Rev. 108, 1175 (1957).

[14] D. J. Scalapino, A common thread: The pairing interaction for unconven-

tional superconductors, Rev. Mod. Phys. 84, 1383 (2012).
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[63] U. Schollwöck, The density-matrix renormalization group, Rev. Mod.

Phys. 77, 259 (2005).

[64] K. Hallberg, New trends in density matrix renormalization, Adv. Phys.

55, 477 (2006).

[65] R. M. Noack, and S. R. White, Density-matrix renormalization: A new

numerical method in physics, Charpter 2, Springer, Berlin Heidelberg,

(1999).

[66] S. R. White, Density matrix formulation for quantum renormalization

groups, Phys. Rev. Lett. 69, 2863 (1992).

[67] S. R. White, Density-matrix algorithms for quantum renormalization

groups, Phys. Rev. B 48, 10345 (1993).

[68] S. R. White, Density matrix renormalization group algorithms with a s-

ingle center site, Phys. Rev. B 72, 180403(R) (2005).

[69] E. M. Stoudenmire, and S. R. White, Real-space parallel density matrix

renormalization group, Phys. Rev. B 87, 155137 (2013).



参考文献 83
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