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摘  要 

在凝聚态物理强关联领域中，有一类材料它们自由运动的导带电子与晶格上的

局域 f 电子耦合形成有效质量很大的准粒子，这类材料被称作重费米子材料。在低

温下重费米子系统中会出现众多奇异的量子现象，比如价态涨落引起的超导、超导

反铁磁共存、拓扑表面态等。动力学平均场方法是一个研究强关联系统的非常有效

的工具。并且该方法在无穷维下至精确的。但是，动力学平均场方法方法忽略了空

间涨落，所以它不适合研究低维以及具有阻挫的体系里的量子相变问题。为此，人

们发展了团簇动力学平均场方法。这种方法通过通过将晶格模型映射为一个与有效

媒介相耦合的团簇模型，来将非局域关联与空间涨落联系到一起。 

在本文中，我们将首先介绍重费米子体系中竞争序的问题。重点关注近年来大

家讨论的较多的地位下反铁磁与超导序参量的竞争问题。其次，将简单介绍团簇动

力学平均场理论。还将介绍我们选择的作为杂质求解器的数值方法，即精确对角化

方法。我们还会介绍一些动力学平均场方法的最新进展。 

之后，我们将利用团簇动力学平均场结合精确对角化方法研究重费米子体系中

反铁磁超导的竞争与共存机制。在这个工作之前我们做了几个简单的工作来验证程

序的正确性。首先，是一个从 Hubbard 模型出发的金属绝缘相变问题，我们验证了

绝缘转变发生在 U=10 左右，且与 CTQMC 的结果进行对比，定性上吻合。之后由对团

簇杂质情况做了一些验证，第五章中会详细的介绍。 

最后，由于计算所用的程序是本人在硕士期间重要的工作，所以简单介绍一下

程序的内容，包括算法的改进以及通过并行架构的实现来大大的节省了时间和内存

占用率。是整个计算的效率的到了有效的提高。 

 

关键词：团簇动力学平均场方法；精确对角化方法；反铁磁序；超导序；序参量的

竞争； 
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第 1 章 绪  论 

1.1 课题背景与研究意义 

重费米子材料是指一些含有稀土金属，锕族金属元素的金属间化合物。这类化

合物在低温下有很高的比热，也就是准粒子有很高的质量，因此叫做重费米子材料。

而且在低温下这些材料通常会表现为超导，反铁磁，铁磁，或者费米液体的行为，

由于它有这么多奇异的物理现象，所以近年来被物理学家们广泛的研究。 

 
图 1-1 CeRhIn5 晶格结构 

重费米子材料之所以会产生这么多奇异的量子现象现在普遍的观点认为是由于

两种电子的相互作用，一类是自由的导带电子，一类是局域化的 f 电子，如铈离子上

面只有一个电子，这些铈离子之间的间距超过了 f 电子波函数机率分布的主要范围，

因此一般认为这些 f 电子是局域化的，之间没有跃迁。但是导带电子和这些局域 f

电子的波函数有叠加，因此两个组分之间存在杂化。对单一的 f 电子来说，就是一般

的近藤耦合。对于一个晶格的 f 电子来说，这样的耦合还导致了晶格上不同 f 电子之

间通过导带电子传递的有效的磁相互作用，一般称为 RKKY 相互作用。 

图 1-1 所示的是典型的重费米子材料 CeRhIn5 的晶格结构。这种材料是层状结

构，具有局域 f 电子的 Ce 原子层中间夹杂着 In 和 Rh 元素构成的导带电子层，它们

之间存在着反铁磁自旋偶合即近藤耦合，并伴随着局域自旋之间的 RKKY 交换相互
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作用，在低温下形成重电子。 

 
图 1-2 重费米子材料中反铁磁相超导相随压力的变化。 

重费米子体系作为最早发现的非 BCS 类型的超导体，主要的工作在于研究导致

其超导行为的物理原因。但是正如高温超导体在理论上还没有被理解一样，重费米

子体系的物理起源也还不很清楚，虽然不断地有实验支持超导体的磁性起源，比如

在某些体系中发现了反铁磁相和超导相的共存等。图 1-2 就是一个重费米子材料中反

铁磁态与超导态共存的图像。 

另外一个研究重费米子材料的重要的方向是理解体系的量子临界行为，这一点

和高温超导体很像。传统的量子临界理论是自旋密度波理论。但这个理论在某些方

面和实验不符合。 

这些理论问题目前还不很清楚，这也一直都是物理学家致力于研究的领域。还

有一个最近的进展是发现了在很多的重费米子材料中存在一个高温的温度标度。这

个温度区分了 f 电子高温的个体行为和低温的集体激发，表现在一系列不同的物理性

质中，比如光电导，电阻，磁化率。 

1.3 动力学平均场理论的发展 

下面我们将简单回顾下动力学平均场方法及量子团簇理论的发展，许多研究者

都在其中做了十分巨大的贡献。1989 年，由 Metzner 和 Vollhardt 最早指出，通过对

跃迁积分做适当的标度，将使得关联费米子的格点模型在无穷维情况下转变为一个

非平庸的极限模型[1]。 
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之后，由 Muller-Hartmann 证明了多体格林函数微扰理论的局域性，并用其推导

出了用 Luttinger-Ward 泛函形式表示的自能的自洽方程， 并利用弱耦合微扰理论将

其展开到不同级数[2, 3]。这个方法被用于研究 Falicov-Kimball 模型， 并由 van 

Dongen 和 Vollhardt 等人给出了对 Falicov-Kimball 模型的平均场描述[4]。之后，由

Janis 利用动力学干涉势近似理论给出了无限维情况下 Hubbard 模型的格林函数和自

能的泛函方程，但是这些方程并无法用于精确的计算[5]。在此基础上，由 Ohkawa，

Georges 和 Kotliar 等人认识到泛函方程可以由一个处于自洽的环境中的 Anderson 杂

质模型来描述，这就是动力学平均场方法框架的主要部分[6, 7]。 

Georges 和 Kotliar 等人对比了该理论与经典平均场理论，并指出了其与 Weiss

有效场理论的相似之处。他们揭示了动力学平均场方法可以被推广到用于研究具有

对称性破缺的相，并且可以用于研究强关联电子体系中的各种不同的模型。 

之后，许多数值方法被用于在动力学平均场方法框架内来求解有效杂质模型。

比如，Hirsch-Fye 量子 Monte Carlo 方法，精确对角化方法以及 Wilson 数值重整化群

方法等。 

之后，为了将短程关联以及空间涨落包括在动力学平均场框架内，两种新的方

法发展起来：由 Hettler 和 Jarrell 等人发展的动力学团簇近似方法和由 Kotilar 等人发

展的原胞动力学平均场方法[8，9，10]。这些方法将格点问题映射为一个自洽地与平

均场耦合的有限大小的团簇问题。当团簇内只有一个格点的时候，则过渡为原来的

动力学平均场方法。这些方法被统称为量子团簇理论，两种方法之间的关联性也得

到了研究[11]。目前，量子团簇理论被广泛地运用于研究高温超导问题，以及研究阻

挫系统中的几何阻挫和各向异性对 Mott 金属-绝缘体相变和一些磁性相变的影响

[12-32]。 

另外一种得到巨大发展的方法被称为“LDA+DMFT”[33]，该方法是将 LDA（域

密度近似）与动力学平均场方法结合。利用 LDA 方法得到电子的能带结构，并构造

出一个包含电子关联项的多体哈密顿量。再通过动力学平均场方法求解此哈密顿量，

并最终自洽得到电子在各个轨道上的占据情况。 

1.3 本文内容和章节安排 

本文共分为五章。大致结构如下： 

论文的第一章介绍了一些重费米子材料的背景内容。实验中观察到的许多奇特
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的量子现象，例如超导与反铁磁的共存等。之后简单回顾了动力学平均场理论的发

展历史。以及本文用到的团簇动力学平均场理论的出现克服了动力学平均场理论中

单杂质不能包含短程关联的问题。 

在论文的第二章，我们将首先详细介绍动力学平均场方法的推导过程，之后展

开成团簇动力学平均场方法的推导过程，以及介绍其其主要应用的领域。之后简单

说明几种常用的杂质求解器。后介绍动力学平均场方法的最新发展。 

论文的第三章将主要讲解我们程序中选择的杂质求解器，即精确对角化杂质求

解器的工作原理，详细推倒如何用得到的本征值本征态计算我们所需要的物理量，

最后展示 CDMFT+ED 循环流程图。 

论文的第四章将简单介绍论文中用到的自己编写的程序。首先是将全对角化算

法改善成为 Arnoldi 算法，给出 Arnoldi 算法的原理和运算流程。之后给出数据来说

明将全对角化算法改成 Arnoldi 算法后计算结果的精度没有下降，但计算时间及内存

却大大减少。之后简单介绍两种并行架构，并说明它们在数值模拟中的作用。 

在第五章是我们程序的一些计算结果的讲解和分析。 
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第 2 章 团簇动力学平均场方法 

2.1 引言 

随着重费米子材料以及高温超导现象的发现，凝聚态强关联领域越来越受到了

研究者的关注，比如莫脱金属-绝缘体相变、巡游的铁磁性等问题。在这些系统中电

子的相互作用能很大，大到与电子动能的量级相当，所以一些常规的方法，在处理

这些问题的时候难度很大，即使是对最简单的强关联 Hubbard 模型和 Kondo 模型来

说也是如此。在强关联体系中，电子的局域化，量子以及自旋涨落这些在微扰论中

被忽略的作用将变得十分重要。只有在一维情况下，这些问题才可能是严格可解的。

而在二维以及三维的情况下，并没有有效的工具来求解这些问题。随着数值技术及

计算机应用的发展，物理学家想到了用一些极限行为来对原始模型做近似。这些近

似使系统的一些重要性质就可以被凸显出来。选择适合的近似，使其他物理量的干

扰对于要研究的问题变得微弱就成了这时候的主要问题。随着计算机技术的发展，

一些数值方法，比如精确对角化，量子 Monte Carlo 方法得到了重大的发展。但是，

这些方法也存在有相应的困难，比如，低温下量子 Monte Carlo 方法中所遇到的负符

号问题就是一个目前还没有办法解决的问题。 

我们在这里将选择一种可以有效的处理强关联问题的方法：动力学平均场方法

的拓展——团簇动力学平均场方法[34,35]。动力学平均场方法的基本思想是将一个完

整晶格的多体问题简化成为一个局域杂质问题。这个单格点将被看成是一个杂质，

并与一个有效媒介联系在一起。这个有效媒介可以用来描述其他格点对这个单格点

的作用，并可以通过自洽求解的方法来确定。这种自洽方法将可以保持系统原来的

对称性并可以得到系统整体的性质。 

动力学平均场方法忽略了空间涨落，却包含了所有的局域量子涨落。这使得该

方法中的平均场是依赖于时间或者频率的，所以该方法被称为“动力学”平均场理论。

动力学平均场方法虽然在无穷维的情况是精确的，但是在一些二维情况下或者在一

些阻挫系统中，动力学平均场方法并不十分有效，这是因为在动力学平均场方法中

被忽略的空间涨落以及非局域的关联在这时将变得十分重要。所以，传统的动力学

平均场方法并无法很好地解决比如自旋系统中的自旋波，无序系统中的局域化等问

题。为了能加入这些非局域关联与空间涨落，团簇动力学平均场方法作为动力学平
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均场方法的一种团簇扩展方法被发展起来。团簇动力学平均场方法是将原来的与有

效媒介耦合的单格点扩展为一个有限尺寸的团簇点，加入短程关联和空间涨落，这

样做的结果是可以用它来处理对称破缺问题，例如 AF 和 d-wave SC。 

本章的主要结构是： 

2.2 节我们将先简要介绍动力学平均场方法的原理。主要讲到的是动力学平均场

自洽循环中的两个方程，以及一些公式的推导。 

2.3 节接着来介绍团簇动力学平均场的一些概念，重点讲述团簇动力学平均场理

论是在动力学平均场理论上面做了哪些扩展，便于读者理解。 

2.4 节我们用来介绍在量子杂质理论中常用到的杂质求解器，并陈述比较它们之

间的优缺点。 

2.2 动力学平均场理论 

首先，我们先来简单的回顾一下动力学平均场理论。在这里我们就是简单的讨

论一下动力学平均场理论下面的基本的思想。 

于是，我们就先来考虑一个简单的问题，一个 d 维晶格中的一般的 Hubbard 问

题，这个问题由以下的哈密顿量来描述 

∑∑∑ −++−= ↓↑
+

i
i

i
ii

ji
jiij nnnUchcctH µ

σ
σσ

,,
.).(            (2-1) 

公式里的 σjc 表示 d 维晶格里 j 点上的湮灭算符，其中
2
1±=σ 。公式 2-1 中的第

一项表示电子跃迁动能项，电子可以由点 i 跃迁到点 j，反之亦然，跃迁概率由轨道

重叠积分参数 t 表示。第二项表示同一格点上的自旋相反的两个电子之间的库仑排斥

力，也就是一个局域的关联相互作用。最后一项是系统的化学势。这三项完全描述

了系统的物理性质。可是正如我们上文所说过的，即使一个很简单的系统，在有限

维度下也很难得到一个比较精确的结果。下面就让我们用 Hubbard 模型作为例子来

看看 DMFT 方法究竟是如何在有限维的情况下得到精确结果的。图 2-1 是 DMFT 循

环的图示。 
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图 2-1 动力学平均场自洽循环图示。 

1，我们并不会去解完整的晶格问题，而是去解一个单点，即上图中右侧用红颜

色标记出来的单杂质。 

2，然后我们用一个有效的自由费米子库对杂质点的作用来模拟晶格模型中其它

的点对某一个选定格点的作用。与其它平均场理论的不同之处在于这个单杂质模型

可以模拟这个点上的所有的动力学问题，例如粒子由该点跃迁出去或者从库里跃迁

到杂质上。 

3，而这个有效库的具体形式只有在达到了自洽条件的情况下才能得出。这里的

自洽循环连接了有效杂志模型和原始的晶格 Hubbard 模型。 

在数学语言中，可以很好地用一个“孔洞”来解释。 

∫ ∏
≠

−+− ≡
+

),(),,(

],[ 11
ooji

S
ji

ccS

eff

eDcDc
Z

e
Z

ooeff

σ
σσ

σσ                (2-2) 

给出了虚时作用量 ],[ ccS + ，我们就可以对所有 ),(),( oo jioji =≠ 的点进行积分得

出有效作用量 ],[ ooeff ccS + ， ],[ ooeff ccS + 可以写成一个二次型的形式： 

∫∫ ∑ ↓↑
−+ +=

β

σσ

β

σ
σ ττττττ

0

1

0
)()()()( ooooeff nndUcgcdS            (2-3) 

)(τog 是一个有效 Weiss 场。它的物理意义是在 0=τ 时刻在杂质处湮灭一个电

子，之后在τ 时间间隔后在该点处又产生一个电子的概率。而与静态的平均场的最大

的不同之处就是， )(τog 是一个依赖时间的格林函数，它虽然截断掉了空间自由度但

是保留了所有的时间自由度。它表示有效作用量的裸格林函数。我们有了 effS 就可以

计算有效杂质模型的局域格林函数： 

effooimp SccTG )()( ττ τ
+−=                       (2-4) 
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通过 Dyson 方程： 
)()()( 11 ωωω σσµν iGigi imp

n
−− −=Σ                    (2-5) 

可以提取出局域自能Σ，就可以计算出晶格的格林函数： 

Σ−−+
=

ki
ikG

εµω
ω 1),(                     (2-6) 

对所有布里渊区求和做平均就可以得到晶格的局域格林函数 

∑ Σ−−+
=

k k
loc i
iG

εµω
ω 1)(                   (2-7) 

这里我们将格林函数转换到了 Matsubara 轴上 ∫=
β ωτ τω
0

)(
2
1)( GeiG i 。自洽条件需要两

个局域格林函数相等也就是式 2-4 和式 2-7 相等： 

locimp GG =                          (2-8) 

或者等价于 

),()()( 11 Σ−=Σ −− ωωω σσ iGigi loc
nn                 (2-9) 

在公式 2-3 和公式 2-7 背后有一个 DMFT 成立的基本假设，我们假设 

),()( ωω iki Σ=Σ                     (2-10) 

这个假设在 ∞→d 的情况下是精确地。可以进一步通过一个“孔洞的”情况来理解

它。写下量子作用量： 
o

o SSSS +Δ+=  

其中 oS 表示除去 o 点的作用量， oS 仅仅是 O 点处的作用量， SΔ 是 O 点和其它格点

的相互作用作用量 

∫∫ ∑ ↓↑
+ +−∂=

β

στ

β

σ
σ τττµττ

00
)()()()( ooooo nndUccdS  

σσσ

β

σ
σ τττ oii

i
o ccccdS )()(

0

++ +−=Δ ∫ ∑  

我们有 

∫ ∏
≠

Δ−+− +

),(),,(

],[ ~1
ooji

SS
ji

ccS

eff

oooeff eeDcDce
Z σ

σσ
νσµσ  

也就是说期望值 oSS ee >< Δ− 是从一个孔洞系统中计算出来的。有效作用量可以写成： 
)()...()...,...()(...)(~ 1111...

1
11

...

2
1

1

jnjnjjjnjini
o
jiinin

n
ii

ji

n
eff ccGcctS

n

n

ττττττττ +

=

+∑ ∫∑  

现在开始增加系统的维度，由能量守恒定律得出跃迁项正比于 ji
ij dt −/1~ ，所以在

∞→d 的极限下就只剩下最近邻 n=1 项存在了。而这个就意味着一个局域的自能。 
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2.2 团簇动力学平均场理论  

动力学平均场理论方法在描述一些主要是局域的物理量时获得了很大的成功

[07-35]，在这种方法的帮助下物理学家们已经对金属——绝缘相变这种物理现象有

了一个比较统一的认识，但是当我们讨论的物理问题不是局域化的时候，这种方法

开始失效了。因此物理学家对 DMFT 进行了一个扩展，使它可以包含短程关联，也

就是我们在这节中要介绍的团簇动力学平均场理论(CDMFT)。 

 
图 2-2 团簇动力学平均场理论图解 

这个方法十分的简单并保留了 DMFT 的核心精神。我们在 CDMFT 中让一个团

簇来作为杂质，代替 DMFT 中的单点杂质，同 DMFT 中的一样我们通过对杂质团簇

以外的所有自由度的积分来构建一个有效作用量： 

∫ ∏
≠

−+− ≡
+

),(),,(

],[ 11
νµσ

σσ
νσµσ

ji

S
ji

ccS

eff

eDcDc
Z

e
Z

eff  

其中 ),( νµ 代表了团簇内部的坐标。之后可以求解杂质问题了，将有效作用量写成一

个二次型的形式： 

∫ ∑∫ ∑ ↓↑
−+ +=

β

µ
µµνσµνσ

β

µνσ
µσ ττττττ

0

1

0
)()()()( nndUcgcdSeff  

与 DMFT 的不同之处是，Weiss 场 )(τµνσg 在这里是一个 N*N 的矩阵，代表了一个包
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含 N2 个杂质的团簇中所有格点之间的关系。这时候，我们又一次的要让杂质模型的

局域格林函数等于原始晶格模型的局域格林函数。而这里的局域是指“团簇之中”，

所以我们这里涉及到的所有的表示杂质的量都是 N*N 的矩阵，局域格林函数也是：  

effSccTG νσµστµνσ ττ )()( +−=                   (3-11) 

但是，现在我们要如何计算晶格格林函数的自能呢，因为现在不是单格点的自能Σ
了，而变成了一个团簇自能 µνΣ ，是有下表的。这里就涉及到了 CDMFT 的一个最关

键的思想。我们应用与 DMFT 相同的概念到团簇杂质模型中，将一个团簇堪称是一

个杂质点，这样假设团簇自能 µνΣ 就像是在 DMFT 中一样是局域的，我们就可以构

建一个超晶格格林函数（这里的局域是有一定尺度的，就是超晶格的尺度）： 

Σ−++
= ˆˆ1̂)(

1),(ˆ
Kti

iKG
µω

ω                   (2-12) 

超晶格的傅里叶空间 K 是在超晶格的布里渊区中定义的。这里面团簇杂质中的 N*N

的关系用矩阵符号表达，1̂是 N*N 的单位矩阵， Kt̂ 是团簇内部的跃迁矩阵，它表述

了超晶格中的能带色散关系。像之前一样，局域的团簇格林函数是超晶格格林函数

在超晶格布里渊区上面的积分： 

∫∑ Σ−−+
==

RBZ d

d

nKnK
nloc Nc

dK
iti

iKGiG
/)2()(ˆˆ1̂)(

1),(ˆ)(ˆ
πωµω

ωω    (2-13) 

之后我们就获得了一个闭合的方程式强制这个局域的格林函数 locĜ 等于从有效量子

作用量中获得的格林函数： 

locGG ˆˆ ≡                         (2-14) 

或者等价于 
)ˆ,()()( 11 Σ−=Σ −− ωωω µνσµνσµν iGigi loc              (2-15) 

下面我们看一个 CDMFT 的自洽循环示意图，其中杂质求解器是量子蒙特卡洛杂质

求解器。 
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图 2-3 团簇动力学平均场方法的自洽循环。 

团簇动力学平均场方法的简要流程如下图所示： 

(1) 利用微扰论得到一个初始自能Σ(iω)。 

(2) 利用公式(2-2)得到 g−1(iω)。 

(3) 将 g−1(iω)放入杂质求解器中，进行求解，得到GC (iω)。 

(4) 利用Σ(iω) = g−1(iω)−GC (iω)得到新的自能Σ(iω)。 

(5) 重复进行(2)到(4)，直到自能收敛到所需要的精度内。 

(6) 当自能收敛之后，我们可以利用一些额外的程序来计算得到体系的物理量，

例如态密度等。 

现在动力学平均场方法现在已经被广泛的应用于求解带有阻挫的系统的相变或

者相的竞争问题。团簇动力学平均场方法具有开放性边界条件。这也意味着该方法

可以更加改善以便用来研究带有自旋偶合的系统以及不具有平移对称性的系统的量

子相变问题。 

2.3 几种常见的杂质求解器 

动力学平均场本身是一个框架，选择一个合适的杂质求解器才是计算过程中涉
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及到的最核心的东西。本节将首先简单介绍几种常见的杂质求解器。 

 (1) Lanczos 算法：Lanczos 算法[36]的基本思想简述如下，对于一个给定的哈密

顿量 Ĥ ，我们可以从 ψ0 出发，将 Ĥ化简约化成一个有限大小的三对角矩阵 Ĥ ∗。再

对后来得到的矩阵做对角化，从而得到体系的基态能量Eg与基态波函数 ψ
g
的近似

值。 

(2) 连续时间 Monte Carlo 方法：这种方法是一个求解强关联系统的有效方法

[37,38]。但是对于费米子系统以及一些存在有阻挫的系统来说，Monte Carlo 方法本

身有一个无法克服的缺陷：负符号问题。 

对于传统的 Monte Carlo 方法，比如蠕虫算法和世界线算法，虽然计算速度很快

并且能够计算较大的系统，但是这些算法本身无法克服负号问题。所以，一些新的

Monte Carlo 方法被发展起来，比如图形 Monte Carlo 以及连续时间 Monte Carlo 方法。

连续时间 Monte Carlo 方法可以很方便地与团簇动力学平均场方法结合起来，用来研

究强关联重费米子系统的量子相变问题。 

(3) 数值重整化群(NRG)方法：数值重整化群方法是由 Kenneth Wilson 提出的用

来处理量子杂质占主导地位的强关联问题。本质上是一个非扰动过程。它最初用来

处理近藤模型。近藤模型描述了一个具有-1/2 磁自旋与金属导电电子耦合的系统。 

众所周知的，这个问题很难去在理论上分析清楚，因此，微扰的方法在低能情

况下失效。Wilson 第一次证明了用数值重整化群方法处理近藤模型，得到近藤模型

的基态是个单重态。不过最有意义的一点是重整化、固定点、重整化流的概念被引

入到了凝聚态领域中，由于 Wilson 的突出贡献，他得到了 1982 年的诺贝热物理学

奖。 

2.4 动力学平均场方法的最新发展 

随着深入的研究，动力学平均场方法也得到了很大的发展，这些发展主要集中

在：发展能更好更快速而又精确地求解杂质问题的杂质求解器；想办法扩展动力学

平均场方法的应用范围，比如使其可以用于研究无序系统；针对动力学平均场方法

本质上的局限性，发展新的理论，例如想办法在方法中加入空间涨落与关联效应等。

下面我们将要简单介绍一种动力学平均场方法的最新发展: LDA+DMFT 也就是局域

密度近似结合动力学平均场方法。 

在 LDA 方法之中，必须首先假设每个电子都是独立运动的，电子与电子之间没
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有关联。这样以来，每一个电子都可以看成是在由其它电子产生的时间平均电荷密

度场之中运动。这种方法在弱关联的情况下可以计算出很好的结果, 但是，在强关联

体系中却并不会给出很好的结果。 LDA+DMFT 的方法最早是由 Anisimov 等人提出

的，方法从 LDA+U 的思路出发，将 DMFT 引入 LDA 中，这样一来就可以克服 LDA

忽略材料中的电子间关联的这一缺陷。图 2-8 表示的是 LDA+DMFT 的简易计算流

程。该方法包含有两个迭代流程，一个是 DMFT 本身的迭代，另外一个是与 LDA 结

合之后的迭代。与 LDA+U 方法类似，该方法引入了一个 Wannier 函数 χa 来描述电

子，a 表示轨道。之后就可以定义得到局域格林函数 Gloc与电荷密度空间分布 ρ(r)。

下面来简单介绍一下 LDA+DMFT 的大致流程: 

 

 
图 2-8 LDA+DMFT 简单流程图 

 

(1)给一个初始的ρ(r)。 

(2)利用给定的ρ(r)，求出 LDA 的单体哈密顿量hk,αβ
(LDA)其中Veff 表示基于 ρ(r)得到

的有效势能。 
(3)利用 hk,αβ

(LDA)得到局域格林函数Gloc ，其中M int表示局域自能，MDC表示自能中

的 double-counting 项，这是由于在 LDA 中近似包含了 Coulomb 相互作用, 而在前面

计算得到的M int 中也包含了 Coulomb 相互作用的影响，所以为了避免重复计算
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Coulomb 相互作用的影响，需要扣除在 LDA 中近似包含的 Coulomb 相互作用。这一

项被称为 double-counting 项。 
(4)利用G0

−1 =Gloc
−1 +M int 计算得到G0

−1 并将其输入到杂质求解器中求解出新的

M int。  

(5)重复步骤 3)和 4)直到收敛。这次迭代就是 DMFT 自身的迭代。 
(6)DMFT 迭代结束之后,利用Gloc

−1 =G0
−1

−M int得到局域格林函数,并求出ρ(r)。  

(7)重复步骤 2)到 6)直到收敛,这次迭代就是结合 LDA 的迭代。  

(8)迭代结束,利用一些其他程序计算得到物理量。 

将真实的能带理论与动力学平均场方法进行结合，并且用来研究关联电子体系，

这很大程度上丰富了动力学平均场方法所研究的领域。LDA+DMFT 的方法也为那些

LDA 与 LDA+U 方法不能很好求解的系统提供了一种新的研究方法，比如可以利用

这种方法研究关联金属以及具有顺磁局域磁矩的一些体系。近年来，LDA+DMFT 方

法被广泛用于研究过渡金属氧化物以及重费米子材料, 并且也获得了很丰富的成果。 

2.5 本章小结 

本章我们首先介绍了研究强关联问题的重要方法动力学平均场方法的发展历

史，之后简单回顾了动力学平均场方法的基本思想以及团簇动力学平均场的基本流

程。之后简单介绍了作杂质求解器的几种数值算法，分析了它们的优缺点。最后简

单地说明了动力学平均场的一个近几年来很被关注的发展，即团簇 LDA+DMFT 方

法。相信通过这章的介绍，读者们已经对动力学平均场有一个比较系统的理解了，

那么下一章我们将重点介绍我在程序中用到的精确对角化这种杂质求解器。 
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第 3 章 精确对角化杂质求解器 

3.1 精确对角化基本思想 

精确对角化算法的基本思想是先取一组自然基ψ̂，之后将这组基作用于系统的

哈密顿量上，将哈密顿量化成空间中的矩阵形式 Ĥ ，再对 Ĥ做对角化，就可以得到

矩阵的所有本征值和本征态。精确对角化算法的优点是在于可以对角化矩阵得到系

统的全部信息，但是其缺点在于不能计算太大的体系，通常 8 个格点以下，而且所

需要的存储空间很大。 

 
图 3-1 正方晶格的 Hubbard 模型以及在粒子数表象下的基 

在固体物理中的典型的晶格模型就是 Hubbard 模型， 
               H = −t (ciσ

+ cjσ +H.c)+U ni↑ni↓
i
∑

<i, j>,σ
∑                     (3-1) 

对于一个有限的有 L 个格点的团簇，完整的希尔伯特空间的维数是 4L。这是一

个迅速指数增长的数字，只有加入对称性化简哈密顿量才能使可计算的个点数目到

达一个理想的水平。 例如常用的粒子数守恒，自旋守恒等。 

下面简单说明一下如何将哈密顿量写成矩阵形式，之后利用粒子数和自旋守恒

将哈密顿量矩阵分块。 
假设我们要处理的系统包含 L=4 个格点，其中N↑ = 3，N↓ = 2。我们可以将占据

态表示成对应的二进制的形式 
           c3↑

+ c2↑
+ c0↑

+ c3↓
+ c1↓

+ 0 → (↑,↑, 0,↑)× (↓, 0,↓, 0)→1101×1010            (3-2) 

完整的基总共有 24 个，由 4 个自旋向上的态和 6 个自旋向下的态组成。将位模

式用它们所对应的整数值进行排序，下图是二进制模式与其对应的整数值。 
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图 3-2 包含两个自旋向下三个自旋向上的 4 格点体系的基态  

 

我们可以用自旋向上和自旋向下的态的标号 (i, j)来标记某个态在所有 24 个态中

的序号，表示成n = i ⋅6+ j，我们例子式(2-4)中的态对应于 (2, 4)，它在所有 24 个态

中对应于2 ⋅6+ 4 =16，第 16 个态。 

然后将哈密顿量作用在这些态上就可以得到哈密顿量的矩阵形式。如式(3-3) 

 

               

↑−hopping : 16 →−t( 10 + 22 ),

↓−hopping : 16 →−t( 14 + 17 + 15 − 12 ),

U − term : 16 →U 16 .

            (3-3) 

 

 完整的哈密顿量是一个 24×24 维的矩阵。通常来说这个矩阵是一个稀疏矩阵

库。 
之后分块对角化哈密顿量得到哈密顿量的本征值本征态，用得到的本征值Eg

k和

本征态 φg
k 来计算我们想要的物理量的热力学平均值 

                 O =
Tr(e−βEg

k

O)
Tr(e−βH )

=
e−βEg

k

φg
k O φg

k

k
∑

e−βEg
k

k
∑

                 (3-4) 

3.2 精确对角化作为 CDMFT 的杂质求解器 

了解了精确对角化的基本思想，现在我们面对的问题就是如何用精确对角化来

处理有效杂质问题。而 Anderson 杂质模型已经被物理学家研究几十年了，现在有很

多解析的或者数值的方法来处理这个问题。当然其中也包括精确对角化方法。用精

确对角化来处理问题是，目前最多能算 12 个格点。参考文献  
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在实际的应用中有效作用量 effS 是从 Anderson 杂质模型的哈密顿量 AIMH 中推出

来的。在 CDMFT 中单点杂质被团簇杂质给替代了。 

∑∑

∑∑∑∑∑
++

+
↓↑

+

++

++=

b

bc

n

k
kkkk

n

k
kkk

n

AIM

acVcaV

aannUccEH

σµσµσµσσ
µσ

µσ

σσ
σ

σ
µ

µµ
µν σ

νσµσµνσ ε

*

        (3-5) 

公式里面 µσc ，表示在点µ 处湮灭一个自旋为σ 的电子，而 σka 表示湮灭电子库

里面的处于点 k处的电子。矩阵 µνσE 中的每个元素都是团簇中的点之间的跃迁系数。

这个哈密顿量的物理意义是，团簇杂质（内部用µ ，ν 标记），镶嵌在一个自由电子

库里面，库中的电子能级为 kε ，与团簇杂质的跃迁系数是 µνkV 。( kε ， µνkV )这组参数

是一组变量，它是由自洽条件决定的。在精确对角化方法中最主要的化简是将问题

变化成一个由 sn 个点的 Anderson 模型。而 bn 是截断后的库轨道的个数。问题中点的

总数约为 12≈sn 。 

自由电子库决定了团簇杂质的 Weiss 场， 

∑
∞

−

−
−+=

k kn

kk
nno i

VV
Eiig

εω
δωω νµ

µνµν
µν

*
1)(  

经过截断后就变成了一个有限点的情况 

∑ −
−+=−

b

nb

n

k kn

kk
nno i

VV
Eiig

εω
δωω νµ

µνµν
µν

*
1)(               (3-6) 

这样，从这里得到的 Weiss 格林函数就可以进入到自洽循环里面了。 

下面介绍对 CDMFT 的 ED 循环 

1，首先是用精确对角化方法处理截断了的 AIM，并求解它的本征值和本征态。

然后用公式 3-4 求出团簇杂质的格林函数。 

2，用之前的 Weiss 场的格林函数减去团簇杂质的格林函数，提取出自能，再带

入到 Dyson 方程中，对整个布里渊区求和得到晶格模型的局域格林函数。 

∑
∈ Σ−++

=Σ
RBZk kt

G ˆˆ)(1̂
1)ˆ,(ˆ

µω
ω  

3，再用自洽条件去决定一个新的 Weiss 函数 
11 )()()( −− +Σ= ωωω µνµν

µν Ggonew  

4，最后是重新确定 AIMH 中的库参数 kε 和 kV ，这是一个很精细的过程 我们需要

寻找一组最合理的 kε ， kV 从而确定 Weiss 函数 )(ωµν
onbg ，使它可以很准确的描述从自

洽条件中得到的 )(ωµν
onewg 。这个过程说白了就是将 )(ωµν

onewg 映射到{ })(ωµν
onbg 函数空间。
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它们之间数值上越接近，我们所求得的物理结果就越合理。而它们之间的差距是用

函数 
11 )()( −− −= ωω µνµν

onewonb ggf  

来表示的。这个函数称为距离函数，距离函数越小代表拟合的越好。 

距离函数是任意的，现在并没有统一的说法具体用什么距离函数。我们用的距

离函数是 

∑ −− −=
max

11 )()(1n

n
onewonb

n

ggf ωω
ω

µνµν  

这个距离函数可以强调低频部分，加强了低频部分在距离函数中的比例。还有

其它的选择距离函数的方法，这里就不详细介绍了。 

3.3 本章小结 

本章主要是详细介绍了精确对角化这种方法的基本思想，以及它作为 CDMFT

循环中的杂质求解器时的具体的技术，包括如何截断 Anderson 杂质模型的哈密顿量，

如何将 Weiss 函数映射到 Anderson 杂质模型中，如何得到最好的映射参数。 

但是全精确对角化方法计算尺度十分有限，目前只能计算 8 个格点的系统，所

以我们需要采取另一种改进的方法即Arnoldi算法以及配合一些并行架构来提高计算

效率，以及修改程序。这些内容将在下一章里做具体介绍。 
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第 4 章 Arnoldi 算法及并行架构 

上一张末尾提到为了提高计算效率我们决定将全对角化算法换成Arnoldi算法并

配合使用并行架构，现在我们就首先来简单介绍一下 Arnoldi 算法的基本思想。 

4.1 Arnoldi 算法 

代数特征值问题是数值代数的一个重要研究领域，其研究具有重要的理论意义

和应用价值，许多科学和工程问题如计算流体力学、结构工程、量子力学、化学工

程、航天航空、动力系统、控制理论与控制工程、信号传输及图像处理、模式识别

等。最终都可以归结为矩阵特征值问题。 
                                  Aϕi = λiϕi                           (4-1) 

的求解。其中 A 为 n 阶实(或复)方阵， (λi,ϕi )是 A 得特征对。 

求解问题(4-1)的传统方法是 1961 年 Francis 提出的 QR 算法[39]。这种算法对矩

阵通过一些列幺正变换成一个三角矩阵，就可以直接求出矩阵的特征值和特征向量

了。目前，这种方法不仅在可靠性分析数值稳定性分析上取得了很好的结果，而且

已经成功的编写成了软件。Matlab 软件包中的计算一般的非对称矩阵全部特征对的

子程序 eig.m 就是用这种算法写成的。从某种意义上说，中、小规模矩阵特征值问题

的求解基本上得到了完满的解决。但当计算大规模的矩阵的时候，算法的代价变得

很巨大，不可能承受。 

许多大规模矩阵都是有特殊结构的，也就是说矩阵 A 也许只有很少的非零元。

在处理矩阵的特征值问题的时候，一般我们只对很少一部分的特征值感兴趣，如果

按照实部最大或者最小，模最大或者最小等标准来求得我们需要的特征值特征向量，

那么像 QR 算法那样求得所有的特征对的算法不仅浪费，而且对矩阵进行分解时会

造成零元灾难性的填充，以至于存储量显著的增加，造成内存不足或者运算所需要

的时间太大，从而使得算法中断或者运算十分的缓慢。这就需要我们开发新的有效

的数值算法。 

上世界七十年代以来，对于求解大规模特征值问题，Krylov 子空间方法例如

Arnoldi 型方法变得越来越普遍，这种方法的出发点是将矩阵 A 投影到 Krylov 子空

间 
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                     Km (A,ν ) = ν,Aν,......Am−1ν{ }                    (4-2) 

从而将原来的大规模特征问题转化为中小规模的特征问题，之后计算这个投影

后的矩阵问题的本征值和本征态，这些本征值与本征态就可以用来近似原来的大规

模矩阵的本征值和本征态。求大规模矩阵特征值问题的基本方法是第一类传统投影

方法，如著名的 Lanczos 方法和 Arnoldi 方法。这类方法比较适合计算 A 的外部特征

值，即模最大或者最小，实部最大或者最小等，的特征值对应的特征向量。 

下面我们就来介绍这种可以有效地处理大规模矩阵的特征值问题的方法。 

4.1.1 Arnoldi 算法的原理 

首先给定一个 Krylov 子空间Km (A,ν ) = span ν,Aν,......Am−1ν{ }，我们可以用下面

的 Arnoldi 过程生成 Krylov 子空间Km (A,ν )的一组标准正交基。并且可以得到一些也

有用的关系式。 

算法 4.1：Arnoldi 过程 
1. 定义

21 /ννν = 。 

2. 对 mj ,...,2,1=  

;: jAw ν=  

对 ji ,...,2,1= 循环 

wh H
iij ν= ; 

ijihww ν,−= ; 

2,1 wh ji =+ ,如果 0,1 =+ jih ，那么 Arnoldi 过程停止； 

否则 jjj hwv ,11 / ++ = ； 

定义矩阵 ),...,,( 21 mm vvvV = 和(m+1)*m 的上 Hessenberg 矩阵 Hm，他的非零

元由上面算法给出。设后面的矩阵式前面的矩阵的前 m 行构成的矩阵。由上面的

Arnoldi 过程，我们有如下结论： 
定理 4.2：假设 Arnoldi 过程在第 m 步前不中断，令 mV ， mH 和 mH 定义如前，

那么 mV 的列即为 ),( 1νAKm 的一组标准正交基，且 

H
mmmmmm

mmm

ehHV
HVAV

1,1

1

++

+

+=

=

ν
                   (4-3) 

我们称 
H
mmmmm efHVAV += ， mm

H
m IVV = ， 0=m

H
m fV              (4-4) 
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为 Arnoldi 分解， mV 的列称为 Arnoldi 向量。 

上面就是一个 Arnoldi 算法循环的完整的过程。通过将大的矩阵映射到小的空间

里面我们得到了一个较小的矩阵。这个较小的矩阵很容易处理，而它的本征值本征

态就可以近似代替之前的大矩阵的本征值本征态。 

讲解完了 Arnoldi 过程，我们现在来简单介绍我在程序编写过程中用到的两种并

行的架构——Openmp 以及 MPI 架构。 

4.2 Openmp 并行架构 

进入多核时代后，必须使用多线程编写程序才能让各个 CPU 核得到利用。在单

核时代，通常使用操作系统提供的 API 来创建线程，然而，在多核系统中，情况发

生了很大的变化，如果仍然使用操作系统 API 来创建线程会遇到一些问题。而

Openmp 则针对这些问题做了改善。 

1)CPU 核数扩展性问题 

多核编程需要考虑程序性能随 CPU 核数的扩展性，即硬件升级到更多核后，能

够不修改程序就让程序性能增长，这要求程序中创建的线程数量需要随 CPU 核数变

化，不能创建固定数量的线程，否则在 CPU 核数超过线程数量上的机器上运行，将

无法完全利用机器性能。虽然通过一定方法可以使用操作系统 API 创建可变化数量

的线程，但是比较麻烦，不如 OpenMP 方便。 

2)方便性问题 

在多核编程时，要求计算均摊到各个 CPU 核上去，所有的程序都需要并行化执

行，对计算的负载均衡有很高要求。这就要求在同一个函数内或同一个循环中，可

能也需要将计算分摊到各个 CPU 核上，需要创建多个线程。操作系统 API 创建线程

时，需要线程入口函数，很难满足这个需求，除非将一个函数内的代码手工拆成多

个线程入口函数，这将大大增加程序员的工作量。使用 OpenMP 创建线程则不需要

入口函数，非常方便，可以将同一函数内的代码分解成多个线程执行，也可以将一

个 for 循环分解成多个线程执行。  

3)可移植性问题 

目前各个主流操作系统的线程 API 互不兼容，缺乏事实上的统一规范，要满足

可移植性得自己写一些代码，将各种不同操作系统的 api 封装成一套统一的接口。

OpenMP 是标准规范，所有支持它的编译器都是执行同一套标准，不存在可移植性问
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题。 

综上所述，在多核编程中只用 openmp 可以有效提高效率与时间。 

下面是一个 openmp 编程的例子，openmp 并行架构相较于其它的并行计算架构

来说，用法简单，移植性强。但是并行区间的函数必须要求是线程安全的，因为 openmp

并行架构的内存分布是共享式内存的模式。 

 

 
图4-1 一个简单的openmp并行程序的例子 

在我们的全对角化程序中也用到了 Openmp 架构。由于我们的程序有一定的特

殊性，即将矩阵根据对称性分成了许多小的 Block，而这些小的 Block 可以分别同时

对角化，并不影响彼此，所以我们可以用 Openmp 架构来简单的完成这个过程。但

使用 Openmp 有一个前提条件即架构所并行的函数必须是线程保护的。 

所以在将程序改写为 Arnoldi 算法之后 Openmp 架构就不适用了，因为 Arpack
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软件包中的 Arnoldi 算法函数并不是线程安全的，所以我们选择了另一种方法即 MPI

架构来实现这部分程序的并行。 

4.3 MPI 并行架构 

1、消息传递的基本概念 

MP( message passing )消息传递模型：采用消息传递模型的程序由一组进程构成，

每个进程只能访问本地的（自己）的存储器空间，在不同进程之间的通信通过发送

和接收消息来完成。根据这个定义，在消息传递模型下，不同进程之间的数据传输

由发送进程和接收进程共同完成。 

由于支持消息通信对系统的硬件和软件的要求都不高，因此消息传递模型在并

行程序设计中被广泛采用。最简单的可以采用消息传递方式编程的并行计算机系统

包括多个处理器，每个处理器有自己的存储器，他们用某种形式的互联网络连接在

一起。因此，消息传递模型不仅可以用来编写分布内存并行计算机系统的程序，也

可以用来编写集群系统上的程序。而在共享存储器系统中，消息传递可以用共享存

储器来代替互连网络，因此，消息传递模型具有可以适应多种体系结构的要求。从

软件的角度来说，采用消息传递的系统通常以消息传递库的形式出现，库中包含了

发送了接收消息所需要的函数。这使得可以以现有的串行程序语言为基础来开发消

息传递的程序。一个消息传递的库从严格意义上来说，只需要提供两个函数：一个

用来发送消息，一个用来接收消息，但事实上，绝大多数最近出现的消息传递库比

如 CMMD，NX，MPL 和 MPI 都提供了额外的函数调用来进行复杂的通信操作，比

如在一组处理器中进行集合通信的操作。 

2、点到点通信 

主要的点到点通信操作是 SEND 和 RECEIVE。SEND 把一条消息从一个处理器

发送到另外一个，而 RECEIVE 则读取来自其他处理器的消息。在最简单的情况下，

对 SEND 和 RECEIVE 的调用不会立即返回，除非实际的操作已经完成（消息发送完

毕或者消息接收完毕）。这种形式的操作被称为阻塞 SEND 和 RECEIVE。一个阻塞

的 SEND 只有在对应的 RECEIVE 操作已经被调用（不一定结束）并且消息已经被发

送的情况下才会顺利返回。同样的，一个阻塞 RECEIVE 只有在对应的 SEND 操作已

经调用并且消息已经成功地接收的情况下才会顺利返回（这里暂时不讨论发生异常

比如调用出错的情况）。 
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除了点对点通信，还有集合通信。 

3、MPI 程序设的小例子 

MPI（ Message Passing Interface ）是一种基于消息传递的并行程序设计标准，

它明确定义了一整套用户接口，而对于具体实现，除了给出了建议以外，并没有太

多的限制。由于它在标准化方面所进行的努力，它已经成为了消息传递并行程序程

序设计的代表和事实上的标准。 

在 MPI 架构下写并行程序时，我们希望 MPI 能够达到下面的三个目标：较高的

通信性能、较好的程序可移植性、可以满足消息传递程序设计的各种要求。由于 MPI

是一个库而不是一种程序语言，因此对 MPI 的使用必须和特定的程序语言结合起来

进行。通常情况下，对一个 MPI 的实现，对 FORTRAN 和 C 语言的支持是基本的要

求。 

在实际的系统中，MPI 以程序库的形式出现，通过库函数接口给用户提供 MPI

规范定义的功能。这样的库被称为 MPI 实现。下面就是一个简单的 MPI 程序。 

一个简单的 C 语言版 MPI 程序 

// simple.c 

#include “mpi.h” 

#inlucde <stdio.h> 

#include <math.h> 

int main( int argc, char **argv) 

{int myid, numprocs; 

int namelen; 

char processor_name[ MPI_MAX_PROCESSOR_NAME ]; 

// MPI Initialization phase 

MPI_Init( & argc, &argv ); 

MPI_Comm_rank( MPI_COMM_WORLD, &myid ); 

MPI_Comm_size( MPI_COMM_WORLD, &numprocs ); 

MPI_Get_processor_name( processor_name, &namelen ); 

// The working phase 

Printf(“This is Process %d of %d on %s\n”, myid, numprocs, processor_name ); 

// MPI Finalization phase 
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MPI_Finalize; 

} 

用 mpicc 命令将这个程序编译： 

mpicc –o simple simple.c 

然后用 mpirun 来运行这个程序（假定已经设置好了配置文件，关于 MPI 环境的

配置可以参考第三章 Sun Cluster tools 的安装配置）。 

mpirun –np 4 simple 

为这个程序指定四个工作进程，如果这个程序在一个集群系统的某台计算机

cluster1 上运行，它的输出结果（可能）如下： 

This is Process 0 of 4 on cluster1 

This is Process 2 of 4 on cluster1 

This is Process 1 of 4 on cluster1 

This is Process 3 of 4 on cluster1 

如果这个程序在一个集群系统的四台不同计算机 cluster1-cluster4 上运行，它的

输出结果（可能）如下： 

This is Process 0 of 4 on cluster1 

This is Process 2 of 4 on cluster3 

This is Process 1 of 4 on cluster2 

This is Process 3 of 4 on cluster4 

从上边的例子可以看出，编写一个 MPI 程序，在配置好 MPI 的环境之后，有以

下特点： 

1)包含 MPI 的头文件声明，如例子中的#include "mpi.h" 

2)MPI 相关变量的声明，如例子中的 int myid, numprocs;等，声明了程序的 id 和

总的进程数 

3)MPI 初始化过程，MPI 函数调用，获得程序必须的系统信息，如例子中的 

MPI_Init(&argc, &argv); 

3) 通 过 MPI 的 通 信 ， 包 含 在 程 序 体 中 ， 如 例 子 中 的

MPI_Comm_rank( MPI_COMM_WORLD, &myid );是用来得到当前进程号的通信接

口，MPI 的主要功能即提供进程间通信的接口。 

5)MPI 结束过程，释放系统资源。如例子中的 MPI_Finalize; 
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所有 MPI 的名字都有前缀“MPI_”，不管是常量、变量还是函数调用的名字都是

这样。而在用户程序中自己定义的常量、变量、过程和函数调用不要以“MPI_”开头，

以免造成错误。 

FORTRAN 形式的 MPI 调用，一般全为大写（虽然 FORTRAN 语法不区分大小

写），而 C 形式的 MPI 调用，则为 MPI_Xxxx_xxx 的形式（如上边的

MPI_Comm_rank()）。 

MPI 返回值：所有 MPI 的 FORTRAN 子程序在最后的参数中都有一个返回代码，

对于成功的函数调用，返回代码包含的值为 MPI_SUCCESS，对于失败的函数调用，

其错误代码依赖于具体的 MPI 实现。一些 MPI 操作是函数，没有这个参数，对 MPI

的 C 语言绑定，这个返回代码由函数的返回值直接给出，而不再作为参数。 

4.4 本章小结 

本章主要介绍的是程序中的内容，首先是 Arnoldi 算法的基本思想，以及算法的

循环流程，之后介绍了两种并行架构 Openmp 和 MPI 这两种架构。两种架构各有其

特点以及适用的情况。 

下一章将介绍我的一些工作。
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第 5 章 CDMFT+ED 的实现及结果 

如前四章所述当我们学习明白了团簇动力学平均场方法以及精确对角化算法的

流程之后。我们开始用程序来实现对具体物理问题的计算以及模拟。首先我们为了

得到物理量随温度变化的曲线我们采取了全对角化方法，但是这种方法保留了所有

的本征值本征态所以计算效率很低，只能算 8 个格点以下的晶格，一旦格点数超过

了 8 个，那么计算所耗费的时间将会变得不可接受。所以我们后来将全对角化方法

改进成了 Arnoldi 算法。算法的改进可以大大降低计算效率，因为 Arnoldi 算法并不

保留所有的本征值本征态，而是仅保留有限个最小的本征值，本征态。之后为了进

一步提高我们的计算效率，我们在程序的精确对角化部分采取了并行的架构。这样

就可以进一步减少时间的浪费以及内存的占用。 

下面就是我们在改进算法以及编写程序过程中做的一些工作。 

5.1 Hubbard 模型中的金属绝缘相变 

Mott 金属绝缘相变是指，随着电子关联的增加体系从弱相互作用的费米液体转

变成为具有局域磁矩和有限电荷电荷能隙的顺磁绝缘体。理论上，通常用单带

Hubbard 模型作为描述这种转变的最小模型。由于 Mott 金属绝缘转变发生在电子关

联大小与能带宽度相当的时候，所以是一个强关联的多体问题，无法用微扰论来处

理。近年来随着动力学平均场理论的发展和应用，我们已经可以很好地描述这个问

题了。 

这一节中，我们用动力学平均场方法结合精确对角化杂质求解器，研究半满

Hubbard 模型顺磁相的 Mott-Hubbard 金属绝缘相变。 

下面的几幅图是在半满情况下 U 从 1 变化到 10 的过程中格林函数和自能的变化

图。由于变化发生在 U=8 和 U=10 之间，所以我们不一一画出随 U 的变化图像。仅

仅选择了几个有代表性的 U 来表示 Mott 金属绝缘相变的过程。 
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图 5-1 半满 Hubbard 模型 U=1 时的格林函数。 

 

 
图 5-2 半满 Hubbard 模型 U=8 时的格林函数。 

 

 
图 5-3 半满 Hubbard 模型 U=10 时的格林函数。 

上面都是在 100=β 也就是近似零温下的结果。从上面的三幅图中我们可以看到

图 5-1 和图 5-2，表示的 U=1 和 U=8 的时候体系处于金属相。图 5-3 表示的 U=10 的

时候体系处于绝缘相，金属绝缘相变放生在 U=8 与 U=10 之间。 
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同样的，我们从自能中也能看出金属绝缘相变发生的位置。 

 
图 5-4 半满 Hubbard 模型 U=1 时的自能。 

 
图 5-5 半满 Hubbard 模型 U=8 时的自能。 

 
图 5-6 半满 Hubbard 模型 U=10 时的自能。 

首先我们观察到在 U=1 的时候，得到的虚频自能函数并不是十分的光滑，而且
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自能与格林函数的图像在形状上是相反的。当自能的曲线呈现一个对号的形状时体

系处在一个金属相的情况。我们从图中也能观察出来金属绝缘相变依然发生在 U=8

到 U=10 之间。与格林函数图像分析的结果一致。 

以上的分析还不完全，我们为了观察到最直观最可靠的金属绝缘相变的机制，

还是来计算一下谱函数。 

 

 



第 5 章 CDMFT+ED 的实现及结果 

 - 31- 

 

 
图 5-7 谱函数随 U 变化示意图 

由谱函数可以看出金属绝缘相变发生在 U=10 左右。图中红色的线是我们的程序

得到的谱函数的图，因为精确对角化本身有这个特性就是画出的谱函数是离散的，

所以呈现出这种尖锐的峰状，这种形状对我们观察费米面附近的谱权重产生了很大

的困难，所以我们选择了另一种杂质求解器 CTQMC 算出的谱函数做了一个对比。

图中绿色的线就是 CTOMC 算出的结果。可看到两种方法算出的结果定性上是有相

同的趋势的。这也从另一个侧面说明了我们程序的正确性。 

5.2 一维两杂质情况的结果对比 

本节内容主要是将程序中的单杂质换成包含两个点的团簇之后的一个验证结
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果。主要根据文献[40]的结果进行对比验证。 

计算的模型是半满的 Hubbard 模型，团簇中杂质的个数为 2 个，当库的个数为 4

个时就可以获得较好的结果了。图 5-8 就是在U / t =1和 7/ =tU 条件下的在位格林函

数G11的虚部与近邻格林函数G12 的实部的结果。 

 
图 5-8 在位格林函数的虚部与近邻格林函数的实部（应标明文献来源） 

 
图 5-9 
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图 5-10 

图 5-9 和图 5-10 是 U/t=1 时的格林函数实部虚部的曲线，将上面两个图与文献

中的图相对比，拟合基本较好。 

图 5-11 和图 5-12 是 U/t=7 时的格林函数实部和虚部的曲线，若将这两个图和文

献对比，拟合结果更好。这里就有了一个问题，就是在相互作用弱的情况下拟合结

果没有相互作用强的情况下好。这是因为弱相互作用时库与杂质点之间杂化更强，

所以需要更多的库来模拟 Weiss 场对杂志的作用。这也是 ED 中的一个关键问题。 

 
图 5-11 
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图 5-12 

5.3 重费米子中反铁磁与超导的竞争机制 

这一节中我们开始研究重费米子材料中反铁磁相与超导相的竞争机制问题。这

也是我们之前工作的最终目的。 

下图是 Nature 456, 366—368(2008)中的一个重费米子材料的温度压力相图。  

 
图 5-13 CeRhIn5 的温度压力相图 
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实验使用的重费米子材料是 CeRhIn5。在低温下随着压力的变化清晰地观察到了

相变[41]。压力较低时材料处于反铁磁相，随着压力的增加材料出现一个超导相，最

终形成费米液体相。而重费米子材料中的超导也不是一个常规超导机制，不能用 BCS

理论进行解释。所以关于重费米子材料的超导机制的理论研究也是现在比较热门的

一个问题。 

我们根据现有的条件首先先模拟出 AF 相的一个温度掺杂相变，如图 5-14 所示，

所采用的模型是周期性 Anderson 模型。 
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这个模型是在重费米子问题理论研究中常用的模型。我们研究一个有两个点的

团簇杂质问题。 

 
图 5-14 模型的温度压力相图 

图 5-14 就是计算结果，其中参数的取值为 5.5−=fE ， 10=U ， 1=t ， 7.0=V ，
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可以看到 AF 相随着掺杂的变化有一个起伏的变化。这和实验中观察到的定性的温和

了。从而可以说明我们的程序可以得出有物理意义的计算结果。 

但是 SC 相的计算需要更多的库，所以我们之后改进了算法。下面的图 5-15 是

改进后的 Arnoldi 算法与之前的全对角化计算结果的一个对比。 

Α
(ω
)

ω

β=1

 
图 5-15 full-ED 与 Arnoldi 算法结果的对比。 

从图 5-15 中我们看到，在温度很高的情况下，当 Arnoldi 算法保留 500 个态时

就已经能和全对角化得出基本上相同的结果了。而随着温度的降低得到相同结果所

需要保留的态也越来越少。 

这对我们提高计算效率意义是十分巨大的。 

5.4 本章小结 

本章主要介绍了伴随着程序的编写和改进而做的工作。这些工作都主要是对程

序的精确性稳定性进行的测试。 

首先我们研究了一个 Mott 金属绝缘相变问题，同时将结果与 CTQMC 的结果进

行对比，我们可以看到相变都是发生在 U=10 左右，且对格林函数，谱函数，及自能

的计算结果是一样的。 

之后我们对一个包涵 2 个格点的团簇杂质的模型进行计算并与文献作对比进一

步证明了程序的可靠性。 
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结  论 

本文第一章做一个背景的简单介绍。在凝聚态物理强关联领域中，有一类材料

它们自由运动的导带电子与晶格上的局域 f 电子耦合形成有效质量很大的准粒子，

这类材料就是重费米子材料。 

第二章主要讲了我们要计算这种材料所选用的方法，团簇动力学平均场方法。

CDMFT 是动力学平均场方法的一个团簇扩展。动力学平均场方法是一个研究强关联系

统的非常有效的工具。并且该方法在无穷维下至精确的。但是，动力学平均场方法

方法中却不能包含进去空间涨落，所以它不适合研究低维以及具有阻挫的体系里的

量子相变问题。所以，人们发展了团簇动力学平均场方法。我们之后所有的问题都

是基于团簇动力学平均场的框架完成的。 

第三章介绍了我们选用的杂质求解器。精确对角化杂质求解器。这种杂质求解

器的优点，以及与 CDMFT 结合起来的计算流程。 

而由于计算所用的程序是本人在硕士期间的主要工作，所以在第四章中简单介

绍一下程序的内容，在程序中我们将原来的全对角化方法改进成了 Arnoldi 算法，

该算法是讲大矩阵映射到小空间中进行截断，变成一个小矩阵，之后精确对角化这

个小矩阵。改进后的程序不论从时间上还是效率上都提高了很多。并且简单介绍了

一下两种用到的并行架构，可以应用于进一步提高程序的计算效率。 

最后，在第五章中展示了一些计算结果。 
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