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摘 要

摘摘摘 要要要

重费米子超导体是一类典型的非常规超导体。近年来随着实验探测水平的

提高和高单晶质量样品的生长，重费米子超导体在实验上展现出一系列新奇的

量子现象，如奇异的超导相、Q相、电四极矩相、非常规量子临界行为等。虽然

重费米子超导的转变温度很低，但其中丰富多样的实验现象与凝聚态物理的前

沿发展有着密不可分的关联。理解重费米子超导，对于非常规超导的微观机理

研究和新奇超导体的探索具有重要意义。本文主要通过构建一个试图探索重费

米子超导的唯象理论框架，具体研究了CeCoIn5 和CeCu2Si2 中的超导行为。

我们考虑的唯象理论框架基本内容可分为三方面：（1）我们采用第一性原

理计算方法与合适地处理关联效应的方法相结合，得到材料的能带结构，或直

接采用实验拟合得到紧束缚模型；（2）在超导由量子临界涨落诱导的图像下，

考虑量子临界涨落的唯象描述，得到超导配对的有效相互作用形式；（3）结合

电子结构的能带/轨道特征，利用Eliashberg理论来研究超导的性质。

根据重费米子二流体唯象理论中提出的类BCS-Tc公式，我们利用唯象的理

论框架对此进行了计算与验证。我们以CeCoIn5 为研究对象，考虑了材料在扫

描隧道显微镜实验上拟合得到的紧束缚能带，以及将材料相关实验参数作为唯

象磁化率的输入，构建了描述CeCoIn5 超导的Eliashberg方程组。我们首先在弱

耦合近似下得到CeCoIn5 超导能隙函数具有dx2−y2 波对称性，与实验吻合。然

后，将得到的能隙函数的动量分布作为输入，在强耦合情形下计算得到了超导

转变温度Tc的标度关系。这一关系与类BCS-Tc公式形式上一致，为重费米子二

流体唯象理论提供了有效的支撑。

自从重费米子超导体CeCu2Si2中发现超导电性30多年以来，实验上普遍认

为其超导能隙具有线节点的行为。但是，最近几年来，越来越多更精确的实验

表明，其超导能隙是无节点的。实验上提出了关于CeCu2Si2超导配对对称性的

不同预言，但缺乏足够的微观理论支撑。我们利用第一性原理计算结合在位库

仑相互作用的方法计算了CeCu2Si2的能带结构，发现CeCu2Si2的费米面主要由

一个准二维的电子费米面和一个三维的空穴费米面组成。在两带的唯象配对相

互作用下，通过求解线性化的Eliashebrg方程组，我们得到了CeCu2Si2可能的超

导配对对称性。当带间配对相互作用占主导时，我们可以得到无节点的s±波对

称性，这一结果符合实验预期，得到的能隙比值也与实验拟合基本一致。s±波

中的符号反转也能够解释中子散射和核磁共振实验。通过进一步的电子结构分

析，我们推断在CeCu2Si2的超导中，空穴费米面上的电子起到了关键的作用。

最后，我们预言了加压下由于费米面拓扑的变化，配对相互作用由带间主导过

渡为带内主导，导致超导由无节点的s±波过渡为有节点的s波的理论预言。

关键词： 重费米子超导，二流体理论，Eliashberg理论，超导配对对称性
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Abstract

Abstract

Heavy fermion superconductor is one kind of the typical unconventional su-

perconductors. Recent developments in experiments have driven the emergence

of various novel quantum phenomena in heavy fermion superconductivity, such as

strange superconducting behaviors, Q-phase, quadrupolar orders, unconventional

quantum criticalities, etc. Despite its low superconducting transition temperature,

the peculiarities in heavy fermion superconductivity have been tightly connected

with the frontier of condensed matter physics. Understanding the mechanism in

heavy fermion superconductivity will ultimately improve our knowledge of uncon-

ventional superconductivity and help us to explore novel superconductors, like

bulk topological superconductors. In this thesis, we are trying to construct a

phenomenological theoretical framework to study the heavy fermion supercon-

ductivity. which has been implemented on CeCoIn5 and CeCu2Si2.

The phenomenological approach contain the following three considerations:

(1) The electronic structures of the specific heavy fermion compounds are obtained

from either first-principle calculations combined with appropriate treatments on

correlations or the tight-binding model extracted from the fitting to experiments.

(2) Under the scenario where the pairing is driven by the quantum critical fluc-

tuations, we consider a phenomenological susceptibility, which could yield a rea-

sonable effective pair interaction. (3) By analyzing the orbital characters on the

Fermi surfaces, we study the properties of superconductivity by taking advantages

of the Eliashberg theory.

First, motivated by the phenomenological BCS-like Tc formula from the two-

fluid model in heavy fermions, we explored the related microscopic correspondence

to CeCoIn5. Choosing the tihgt-binding dispersions extracted from the scanning

tunneling spectroscopy and taking a phenomenological susceptibility, we studied

the superconducting behavior of CeCoIn5. The Eliashberg calculations have shown

a dx2−y2-wave symmetry, which is consistent with the previous studies. More

importantly, a Tc scaling relation which is similar to the phenomenological BCS-

like Tc formula has been found. This provides a microscopic support to the two-

fluid model.

The typical heavy fermion superconductor CeCu2Si2, which was believed to

possess a line-nodal superconductivity in the past thirty years, are now indicated

by many more precise experiments to be nodeless. Theories trying to explore

the pairing symmetry all failed with to explain the nodeless structure, whereas

proposals by experiments are lack of microscopic theoretic support. To find the

exact pairing symmetry of CeCu2Si2, we first perform the first-principle calcula-
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tions. The obtained electronic structures are consistent with the previous studies.

Then, we formulate a two-band Eliashberg theory with phenomenological pairing

interactions. As a result, we obtain a phase diagram in which all possible super-

conducting pairing symmetries are listed. A nodeless s±-wave pairing is obtained

when the inter-band pair scattering is dominated. Besides, this nodeless solution

has the gap ratio consistent with the experiments, where the sign structures could

also explain the superconducting signals from the neutron scattering and nuclear

magnetic resonance experiments. With discussions on the orbital characters on

the Fermi surfaces and the evolution of the Fermi surface topologies, we predict

the superconductivity in CeCu2Si2 primarily coming from the hole Fermi surface.

And there would be a nodeless s±- to nodal s-wave crossover when increasing the

pressure, since the dominant pairing interaction changes from the interband to

intraband one.

Keywords: Heavy fermion superconductivity, Two-fluid model, Eliashberg the-

ory, Superconducting pairing symmetry
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1.3 典型超导体的发现历史及Tc
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第一章 绪论

第第第一一一章章章 绪绪绪论论论

超导研究是凝聚态领域的一个重要分支。从微观上探索超导的产生机理对

于寻找新型的超导材料及其应用具有重要的启发意义。重费米子超导，作为目

前超导研究的一个重要分支，以其独特的性质，在非常规超导的微观机理研究

中扮演了不可替代的角色。在本章，我们将首先简要概述超导相关的基本概念

和研究历史，其次简介超导体的分类，然后再详细介绍一下重费米子超导的相

关背景。

1.1 超导简介

1.1.1 超超超导导导的的的研研研究究究历历历史史史

在金属固体材料中，原子核外的导带电子由于受到晶格结构的散射，在宏

观上呈现出有电阻的行为。电子的运动主要受到两方面因素的影响：一是受晶

格热运动的影响，温度越高，离子的热运动越快，电子受离子散射而损失能量

的过程越显著；二是受晶体中杂质或缺陷的影响。随着温度的下降，一般金属

的电阻也随之降低，但当温度很低时，许多金属的电阻率会趋于一个常数，由

此外延到温度为零时的数值称为剩余电阻率，如图1.1（a）中金（Au）的电阻

行为。

二十世纪初期物理学研究的方向之一，是探索实现接近绝对零度的低温，

并以此来研究固体材料的行为。1911 年，荷兰物理学家H. K. Onnes 利用实现

的液氦环境测量了金属汞（Hg）的电阻行为 [3]。结果发现，在温度低于4.2K时，

汞的电阻骤降为零（如图1.1（a）中的插图） [2]，这是实验上首次观测到超导现

象。

(a) (b)

图 1.1: 零电阻现象和完全抗磁性行为。（a）金属Hg中观测到的零电阻行为和金

属Au的电阻行为的比较 [2]，插图为K. Onnes 测量Hg的电阻实验数据 [3]；（b）超

导体的完全抗磁性行为示意图 [4]。

1
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1933年，德国物理学家W. Meissner和R. Ochsenfeld在测量处于外磁场环境

中的超导锡（Sn）和铅（Pb）样品周围的磁场分布时发现，样品在转变为超导

态时体内的磁感应强度消失了 [41]。无论是在样品实现超导前或超导后加磁场，

超导体内都产生了等量的与外磁场反向的内磁场，与外磁场相消。这一完全抗

磁性现象，被称为Meissner 效应，其示意图如图1.1 （b）所示 [4]。

1935年时，伦敦兄弟（F. London和H. London）利用Maxwell方程研究了超

导体内的磁场空间分布，发现磁场与从超导样品表面到内部的距离x 之间呈现

指数衰减关系：B(x) = B(0)e−
x
λ，其中λ 现在也被称为London 穿透深度。这一

理论解释了超导体内完全抗磁性的事实 [42]。

零电阻现象和完全抗磁性行为，构成了超导的两大基本条件。在随后的二

十来年里，为了揭开超导背后的“神秘面纱”，众多物理学家接踵而至，提出了

各种各样的理论模型来试图解释超导，如：J. Thompson提出的涨落电偶极矩链

模型，A. Einstein 提出的分子导电链模型，F. Bloch提出的自发电流模型等等。

但这些理论都没有办法解释超导的全部实验现象 [43]。

1950年时，V. Ginzburg和L. Landau根据Landau的二阶相变理论，为超导

引入了序参量――超导波函数ψ，发展了超导的唯象理论。通过最小化自由能，

得到了描述超导的Ginzburg-Landau方程 [44]。同时，他们引入了超导相干长度ξ

，定义了κ = λ/ξ（Ginzburg-Landau参数）。Landau提出，根据κ,可将超导体

分类为第一类超导体（κ < 1/
√
2）和第二类超导体（κ > 1/

√
2）,分别对应界

面能为正和为负。在1957年,A. Abrikosov认识到 [45]这两类超导体的完全抗磁性

的Meissener 态在磁场环境下被破坏时不一样：如图1.2 所示，不同于第一类超

导体，第二类超导体存在两个临界磁场Hc1 和Hc2，当Hc1 < H < Hc2 时，超导

处于混合态（mixed state）中，存在量子化的磁通穿过样品，这一状态也被称

为涡旋态（vortex state）。

第一类超导体 第二类超导体

图 1.2: 第一类超导体和第二类超导体体内磁感应强度随外磁场变化的比较。图

片参考了文献 [2]。

同在1950年，美国科学家E. Maxwell和C. A. Reynolds等人几乎同时研究

了Hg及其同位素对超导转变温度Tc的影响
[46,47]。在进一步的实验拟合中发现，

Tc与同位素的质量M之间近似满足如下关系
[48,49]：

M
1
2Tc =常数. (1.1)

2



第一章 绪论

这便是超导的同位素效应。紧接着，H. Fröhlich和J. Bardeen分别从理论上验证

了这一关系 [50,51]。虽然他们使用了不同的理论模型，但都发现在电子与晶格振

动（声子）的相互作用下，会出现一种能量更低的新的电子态――超导态，由

此得到的正常态与超导态的自由能之差∆F正比于1/M。而从热力学的角度来考

虑，∆F = H2
0/8π（H0为热力学临界场），同时又存在H0 ∝ Tc的实验证据，由

此便可得到等式（1.1）。

1956年，L. N. Cooper研究了通过交换声子诱导的有效电子-电子吸引相互

作用下的基态问题 [52]。他发现两个动量相反的电子绑定到一块，能够形成稳定

的束缚态（Cooper对）。1957 年，J. Bardeen, L. N. Cooper和J. R. Schrieffer根

据Cooper 提出的电子配对图像，建立了超导的微观理论（现在简称BCS理论）
[53,54]。在这一微观理论的描述中，超导是由Cooper 对发生相干凝聚形成的宏

观量子态组成。BCS理论在解释常规超导的实验现象时获得了巨大的成功，J.

Bardeen, L. N. Cooper和J. R. Schrieffer也因此在1972年荣获诺贝尔物理学奖。

1979年，德国物理学家F. Steglich等人在重费米子体系CeCu2Si2中发现超导

现象，Tc ≃ 0.5K [55]。这一材料中Tc 与费米温度TF（≈ 10K）的比值Tc/TF ∼
0.05，电子配对具有较高的参与度，远高于常规超导（Tc/TF ∼ 10−5）。同时发

现TF 远小于声子的特征温标（德拜温标）ΘD ≈ 200K，完全不同于常规超导

中ΘD << TF这一事实。这暗示着CeCu2Si2 的超导超越了BCS 理论的框架。重

费米子超导的发现，开启了非常规超导研究的大门。

1986年，J. G. Bednorz和K. A. Müller在掺钡（Ba）的钙钛矿化合物La2CuO4

（La2−xBaxCuO4）中意外地发现了30K 左右的超导现象 [56]。之所以意外，是因

为La2CuO4 本身是绝缘的陶瓷材料，而得到的Tc ≈ 30K 远高于之前的常规超

导。这一发现之后，实验上各个研究小组马上开启了铜氧化物超导的探索。

Tc从1986年发现的30K，直到1995 年朱经武研究小组在HgBa2Ca2Cu3O8+δ 中发

现的165K。在这期间，铜氧化物超导，理所当然地成为了高温超导的代名词。

这一体系至今仍是超导研究中的重要领域之一。

2008年，日本物理学家H. Hosono在LaFeAsO1−xFx 中发现了26K的超导现

象，开启了一个新的超导时代――铁基超导时代 [57]。由于元素Fe 本身带有磁

性，而磁性一般被认为对超导有破坏作用，所以在具有磁性的含铁化合物中找

到如此高Tc 的超导材料，这在当时是非常令人震惊的。随着实验探索的迅速跟

进，时至今日，铁基超导的研究已然成为了一个庞大的超导家族体系。

2015年，A. P. Drozdov研究小组通过对H2S 施加高压，在155GPa的高压下

实现了203K的超导 [58]。该材料中的超导满足同位素效应，表明高压下的H2S 属

于电-声耦合机制的常规超导体。这是目前实验上发现的超导转变温度最高的超

导体。

1.1.2 超超超导导导的的的基基基本本本现现现象象象

超导作为一种有别于常规金属、绝缘体的量子相，简单来说，表现出如下

基本现象：

3



重费米子超导的唯象理论计算

• 零电阻（zero resistivity） Tc之下，电阻陡降为零。在理想导体中，只

要理论上没有晶格缺陷，随着温度的下降，金属的电阻也能连续地降为

零。但超导现象不一样，电阻的陡降行为暗示着，发生超导时，金属中的

电子已经进入了另一种全新的相。

• 完全抗磁性（perfect diamagnetism）无论是否有外加磁场（H < Hc2），

Tc之下，样品在进入超导态后，样品内部会产生等量的反向磁场与外磁场

相消，表现出完全抗磁性。不过，磁场存在上临界值，超过这一临界值，

超导就会被破坏。

• 超导能隙（superconducting gap） 进入超导态后，体系会打开一个能

隙∆。在常规超导中，低温时，能隙能在许多热力学量（如比热、热导等）

的温度演化上以e−∆/T的方式体现。

• 超电流（supercurrent） 在环形超导样品中，超导电流能够围绕着样品

无能耗地持续运转。当然，不同的超导样品，有着不同临界电流值。当电

流超过临界值时，超导状态被破坏。

1.1.3 超超超导导导体体体的的的分分分类类类

超导体按照配对机制和配对对称性，可以分为常规超导体和非常规超导体。

常规超导体中，超导主要由电子通过交换声子配对产生，得到的超导配对对称

性为s波。而非常规超导体中，超导配对不再是由电-声子相互作用驱动，通常由

电子- 电子相互作用主导，此时得到的配对对称性也不再是常规的s波，如铜氧

化物超导中的dx2−y2 波，铁基超导中的s
±波等。

自1911年发现超导到现在，将超导体材料按照不同属性进行划分，有元素

及简单合金超导体、A-15结构超导体、磁性超导体（Chevrel phase）、重费米子

超导体、有机超导体、铜氧化物超导体、铁基超导体、富勒烯超导体、界面超

导体等30 多个类别 [59]。典型的超导体及相应的超导转变温度见图1.3 [5]。

多种多样的材料体系不仅丰富了超导的研究，为探索实现室温超导的终极

目标提供借鉴，其中涌现出的新奇现象也为凝聚态物理的发展注入了新的活

力。

1.2 重费米子超导

1.2.1 重重重费费费米米米子子子简简简介介介

重费米子，一般指某些特殊金属固体材料在低温下表现出的电子有效质量

很大（是自由电子质量的成百上千倍）的现象。这类材料也被称为重费米子材

料。重费米子材料一般是含有铈（Ce），镱（Yb），铀（U）等包含未填满f壳层

电子的镧系或锕系元素的金属化合物（如CeCu2Si2，UBe13等），也有少量含d电

子元素的化合物（如Li2VO4，CaCu3Ir4O12
[60]等）。重费米子系统中存在复杂的
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第一章 绪论

图 1.3: 典型超导体的发现历史及Tc
[5]。

强关联效应，在不同环境的低温下会演生出丰富多样的物理现象，如：重费米

液体、反铁磁、非费米液体、超导和量子临界现象等。

重费米子的研究最早起源于Kondo效应。早在1930年时，德国物理学

家Meissner 和Voigt 在测量金属金（Au）的电阻行为时，发现电阻率在低温

下（10K左右）会呈现出一个极小值现象 [61]。这一现象与简单金属、合金的电

阻率性质的比较见示意图1.4 （a） [6]。在随后的三十来年里，物理学家逐渐认

识到，电阻率在低温下随温度呈现对数增长，而且其与体系中存在磁性杂质

（局域磁矩）有着直接关联 [62,63]。理论上，直到1964年，日本物理学家J. Kondo

利用微扰论方法研究了导带电子与磁性杂质之间的相互作用，发现它们之间的

自旋翻转散射会对电阻率贡献一个正比于− log T 的行为，才解释了稀磁合金

中的电阻反常现象 [64]。产生这一行为的散射过程也被称为Kondo 效应，对应的

哈密顿量表示为：J
∑

q Sq · s−q，其中J 为Kondo 耦合强度，Sq 为局域自旋，

s−q =
1
2

∑
k,α,β c

†
k−qασαβckβ 为导带电子的自旋密度。

但是，随着温度的下降，晶格的热涨落减弱，导带电子与局域磁矩间的

自旋散射效应增强（J变大），微扰论开始失效。通过对最发散项贡献的级数

（包含− log T 的幂次项）求和，可以得到一个特征温标TK = ρ−1e−1/Jρ [65,66]。

当T < TK 时，自旋散射的高阶效应变得重要，微扰论开始失效。而随着温度

的进一步降低，实验再次出现反常：磁化率的测量数据表明在T → 0 时，有

效磁矩趋于零；而比热的数据也反映，T → 0时磁性杂质的熵趋于零。这些事

实都意味着，更低温度下的状态是一个非磁性的、杂质自旋消失的状态。在进

一步地理论探索后，才认识到，导带电子与局域磁矩的强耦合形成了总自旋为

零的单重束缚态 [67]。这里，弱耦合和强耦合过程的如示意图1.4（b）所示，随

着温度的不断下降，导带电子与局域自旋之间的散射由非相干逐渐过渡到相

干，从而形成了一种所有导带电子都参与的散射过程，即此时的状态为多粒子

的单重束缚态。这一过程相当于局域自旋被周围的导带电子屏蔽，所以也被称

5



重费米子超导的唯象理论计算

为Kondo屏蔽，形成的束缚态为Kondo 单态。

S

spin-flip sca�ering (incoherent)

S

Kondo screening (coherent)

(a) (b)

图 1.4: 电阻极小值现象和Kondo效应示意图。（a）简单金属、贵金属和合金的

电阻率随温度变化的示意图 [6]；（b）导带电子与局域自旋之间的自旋翻转散射

过程（弱耦合）和强耦合Kondo屏蔽过程（强耦合）的示意图。

然而，随着合金中磁性杂质浓度的增加，局域磁矩与导带电子的耦合会

诱导出间接的局域磁矩相互作用，即Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida相互作用

（简称RKKY相互作用） [68–70]：HRKKY = JRKKY

∑
⟨i,j⟩ Si · Sj。如图1.5（a）所

示 [7]，在CexLa1−xCu6中，当Ce的浓度很低时，体系中磁性杂质浓度低，此时电

阻的行为在10K到100K之间满足− log T 的温度依赖，与Kondo 效应相符。但随

着掺入Ce 的浓度的增加，由Kondo耦合诱导的局域磁矩间的RKKY 相互作用变

得显著，此时电阻明显表现出偏离单杂质Kondo效应的物理，并在20K到30K 之

间出现一个极大值。1977年，S. Doniach利用平均场方法研究了与一维Kondo晶

格类似的模型，发现存在一个临界的耦合强度Jc，当J > Jc 时，体系从反铁磁

基态向非磁性的基态发生二阶相变 [71]。将Doniach 的图像提取出来，其示意图

如图1.5 （b）所示。Doniach的研究，为后续重费米子的研究提供了一个简单的

理论图像。

(a) (b)(b)

图 1.5: （a）CexLa1−xCu6的电阻温度曲线
[7]。（b）Doniach相图。其中AFM表

示反铁磁，FL 表示费米液体。
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1975年，K. Andres在CeAl3中发现低温下体系呈现出明显的费米液体行

为（电阻率变化∆ρ ∝ T 2，比热C ∝ T） [8]，如图1.6 所示，其对应的比热系

数γ = C/T = 1620 mJ mol−1 K−2，是普通金属中电子比热的上千倍（γCu =

0.7 mJ mol−1 K−2）。巨大的比热系数暗示着巨大的有效电子质量，由此而得名

重费米子。这是最早发现的重费米子材料。

(a) (b)

图 1.6: CeAl3在低温下的（a）比热和（b）电阻率随温度T变化的实验数据 [8]。

重费米子材料的晶格中，每个格点上都含有一个磁性原子，与周围的导

带电子发生Kondo相互作用，构成Kondo晶格，如示意图1.7所示。模型哈密

顿量常表示为：H = J
∑

i Si · si。重费米子系统的行为，正如图1.5（a）所

示CexLa1−xCu6的电阻行为（x很大时）所显示的，电阻在低温下会呈现出一

个极大值，此时对应的温度也被称为相干温度Tcoh（或T
∗）。重费米子材料

或Kondo晶格所具有的独特性质，既不能简单地通过推广单杂质Kondo物理的

图像来理解；其中稀土元素的间距一般超越了Hill极限（r > rHill ≈ 3.4Å，此

时f电子之间的波函数没有重叠） [72]，也不能只利用局域磁矩的周期性排布来分

析。此时，Kondo相互作用和RKKY相互作用共存与竞争，在Tcoh之下，局域磁

矩晶格被导带电子相干屏蔽，电阻下降，直到产生出重费米液体的行为。当然，

重费米子的形成机制直到现在也还存在争议。在第三章的3.2 小节中，我们将再

具体介绍理解重费米子形成机制的唯象二流体图像 [24]。

1979年，CeCu2Si2中超导的发现，为重费米子领域开启了新的探索空间
[55]。

在1983-1985年间，实验上陆续在UBe13
[73]、UPt3

[74]和URu2Si2
[75]中发现重费米

子超导。直到现在，已经发现有40 多种重费米子超导体。由于这一体系中的超

导不同于以往的常规超导体，时至今日，这一体系在非常规超导的研究中仍然

占有一席之地。

除此之外，重费米子领域还有一个重要的体系，称作Kondo绝缘体。早

在1969年，A. Menth等人在SmB6中就观测到了反常低温电阻平台
[76]。1992年，

G. Aeppli 和Z. Fisk在Ce3Bi4Pt3和CeNiSn等材料中也发现了类似现象。在进一

步的电阻和磁化率的研究中，他们发现这些材料在接近室温时都表现出Kondo

晶格行为，并认为低温下形成的窄带能隙，能够解释低温电阻平台现象。他们

由此提出了Kondo 绝缘体的概念 [77]。最近10年来由于拓扑绝缘体的兴起，探索
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图 1.7: Kondo晶格模型示意图 [9]。

拓扑Kondo 绝缘体也逐渐成为强关联领域研究的热门方向之一。

为了提供一个简单的图像，我们可以从f电子与导带电子的能带杂化来理解

重费米子系统及其分类。如图1.8 所示，在高温时，f电子完全局域，与导带电

子之间不存在杂化。随着温度的降低，导带电子受到f电子的散射增强，直到发

生相干杂化，局域的f能带与导带杂化后形成新的重电子能带。此时费米能级也

会发生相应的调整。当费米能级与杂化后的能带有交点，即体系表现出金属的

行为时，我们称这一系统为重费米子金属。巡游重电子在更低温下，可能受到

其他相互作用（如自旋涨落等）的影响发生配对，从而形成重费米子超导。当

杂化后的费米能级处在能隙中时，这类系统被称为Kondo 绝缘体。Kondo 绝缘

体中若是存在非平庸的拓扑能带结构，则就成了拓扑Kondo绝缘体。

为了给下面重费米子超导的介绍做铺垫，我们可以结合实际的实验数据

（如图1.9和图1.10），先来理解其正常态――重费米子金属的基本性质 [10,24,78,79]。

• 高温区（T ≥ 200K）：晶格中的f电子表现为局域磁矩，体系电阻率表现为

绝缘体行为，磁化率随温度的演化基本遵循居里-外斯行为。

• 中间温区（10K≤ T ≤ 200K）：随温度的下降，局域磁矩受到导带电子

的散射增强，电阻率、磁化率会经历一个上升的阶段。直到降到相干温

度Tcoh，f电子与导带电子发生集体杂化，f 电子开始退局域化，体系表现

出金属态行为，电阻率开始下降。

• 低温区（T ≤10K）：f电子完全与导带电子发生杂化，形成重费米液体。此

时各物理量如比热C(T ) = γT，电阻率ρ(T ) = ρ0+AT
2，磁化率χ近似为常

数，遵循朗道费米液体行为。除此之外，此时重电子还遵循两个普适的比

值关系 [10]：（1）Wilson 比值αWilson = χ/γ ≈ 1；（2）Kadowaki-Woods比

值αKW = A/γ2 ≈ 1× 10−5µΩ cm (mol ·K/mJ2)。
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图 1.8: 重费米子的能带杂化图像。

当然这只是理解重费米子现象的简单图像，实际的重费米子体系往往更复杂，

可能出现反铁磁、非费米液体等行为。

(a) (b)

图 1.9: 一些重费米子金属的（a）电阻率和（b）磁化率随温度T变化的实验数

据 [10,11]。

1.2.2 重重重费费费米米米子子子超超超导导导的的的基基基本本本性性性质质质

下面，我们进入重费米子超导的介绍。通常而言，相比于常规超导体，重

费米子超导具有如下性质 [80]：

(1) Tc一般很低，最高是18.5K（PuCoGa5），最低是2mK（YbRh2Si2）。这类

系统中由于电子有效质量很大，对应的费米温标TF相对较小（ approx10 ∼

9



重费米子超导的唯象理论计算

(a) (b)

图 1.10: 重费米子金属的两个普适常数：（a）Wilson比值 [12]；（b）Kadowaki-

Woods 比值 [13]。

100K），所以Tc较低。不过，重费米子超导体的Tc/TF 一般要远高于常规

超导体，暗示着在这类系统中，费米海中电子配对具有较高的参与度。

(2) Tc处比热跳变∆C/(γTc) ≈ 0.2 ∼ 4.5。由于重费米子的比热系数γ 很大，

∆C/(γTc) ∼ O(1)意味着超导由重电子配对产生。

(3) London穿透深度λ很长，而超导相干长度ξ很短，意味着Ginzburg-Landau参

数κ = λ/ξ >> 1/
√
2，属于第二类超导体。这可以通过电子的有效质量很

大得到解释。

(4) 从早期的许多实验来看，许多物理量如Londo穿透深度、比热、自旋-晶

格弛豫率等在Tc以下遵循幂数型温度依赖，不同于常规s波超导中的指

数型温度依赖。这一现象暗示着超导态下准粒子态密度在费米能级附近

的幂数行为，反映了超导能隙存在节点的性质。不过，最近的CeCu2Si2

和UBe13中看到比热的指数型衰减行为，则否定了超导能隙存在节点的性

质。

(5) 重费米子超导通常还表现出较大的零温上临界场Hc2(0)和Tc处有着较大的

上临界场斜率(dHc2/dT )Tc
。

1.2.3 重重重费费费米米米子子子超超超导导导体体体的的的分分分类类类

时至今日，实验上已经发现了有40多种重费米子超导体，这些材料的基本

属性见表1.1。按照化学结构、物理性质，我们可以将重费米子超导体大致分为

以下几类：

• Ce基反铁磁材料（CeM2X2（M=Cu，Pd，Rh，Ni，Au，Ag；X=Si，

Ge），CenMmIn3n+2m（M=Co，Ir，Rh，Pt，Pd；n=1，2，3；m=0，

10



第一章 绪论

表 1.1: 重费米子超导体及相关基本性质
体系类别 化合物 晶体结构 Tc(K) γ 节点 竞争序及关系

CeM2X2

CeCu2Si2 四方(I4/mmm) 0.6-0.7 1000 无 AFM,排斥

CeCu2Ge2 四方(I4/mmm) 0.64(10.1GPa) 200 -

AFM,可共存

CePd2Si2 四方(I4/mmm) 0.43(3GPa) 65 -

CeRh2Si2 四方(I4/mmm) 0.42(1.06GPa) 23 -

CeAu2Si2 四方(I4/mmm) 2.5(22.5GPa) - -

CeAg2Si2 四方(I4/mmm) 1.25(9.4GPa) - -

CeNi2Ge2 四方(I4/mmm) 0.3 350 - NFL,无磁序

CenMmIn3n+2m

CeIn3 立方(Pm3m) 0.23(2.46GPa) 140 线

AFM ,可共存

CeIrIn5 四方(P4/mmm) 0.4 750 线

CeCoIn5 四方(P4/mmm) 2.3 250 线

CeRhIn5 四方(P4/mmm) 2.4(2.3GPa) 430 -

CePt2In7 四方(I4/mmm) 2.3(3.1GPa) 340 -

Ce2RhIn8 四方(P4/mmm) 2.05(2.3GPa) 400 -

Ce2PdIn8 四方(P4/mmm) 0.68 550 线
NFL,无磁序

Ce2CoIn8 四方(P4/mmm) 0.4 500 -

Ce3PdIn11 四方(P4/mmm) 0.42 290 线
两个AFM

Ce3PtIn11 四方(P4/mmm) 0.32 1210 -

Ce基非中心对称材料

CePt3Si 四方(P4mm) 0.75 390 线

AFM

CeIrSi3 四方(I4mm) 1.65(2.5GPa) 120 -

CeRhSi3 四方(I4mm) 10(2.6GPa) 120 -

CeCoGe3 四方(I4mm) 0.69(6.5GPa) 32 -

CeIrGe3 四方(I4mm) 1.5(20GPa) 80 -

CeRhGe3 四方(I4mm) 1.3(21.5GPa) - -

Ce基其他AFM材料

CeNiGe3 正交(Cmmm) 0.43(6.8GPa) 45 -

AFMCe2Ni3Ge5 正交(Ibam) 0.26(4.0GPa) 90 -

CePd5Al2 四方(I4/mmm) 0.57(10.8GPa) 56 -

U基AFM材料
UPd2Al3 六角(P6/mmm) 2.0 210 线

AFM,可共存
UNi2Al3 六角(P6/mmm) 1.06 120 点

U基FM材料

UGe2 正交(Cmmm) 0.8(1.2GPa) 34 线

FM,可共存URhGe 正交(Pnma) 0.3 164 -

UCoGe 正交(Pnma) 0.6 57 点

UIr 单斜(P21) 0.15(2.6GPa) 49 - 多个FM

U基其他材料

UPt3 六角(P63/mmc) 0.54, 0.48 440 线+点 AFM,多个SC

UBe13 立方(O6
hFm3c) 0.95 1000 无 掺Th诱导多个SC

U2PtC2 四方(I4/mmm) 1.47 150 - FM涨落

U6Fe 四方(I4/mcm) 3.8 157 - -

隐藏序材料 URu2Si2 四方(I4/mmm) 0.5 70 线 HO,AFM(加压)

Pr基电四极矩材料

PrOs4Sb12 四面体(Im3̄) 1.85 500 点 AFQ(加场)

PrTi2Sb20 立方(Fd3̄m) 0.2 100 - FQ,可共存

PrV2Sb20 立方(Fd3̄m) 0.05 90 - AFQ,可共存

Pu基多重价态材料

PuCoGa5 四方(P4/mmm) 18.5 77 线

价态和自旋涨落
PuCoIn5 四方(P4/mmm) 2.5 200 线

PuRhGa5 四方(P4/mmm) 8.7 70 线

PuRhIn5 四方(P4/mmm) 1.6 350 线

Np基NFL材料 NpPd5Al2 四方(I4/mmm) 4.9 200 点 NFL,无磁序

Yb基非常规QC材料
β-YbAlB4 正交(Cmmm) 0.08 150 线 NFL(零场QC)

YbRh2Si2 四方(I4/mmm) 0.002 - - AFM

*注：表中比热系数γ的单位为mJ·mol−1·K−2， SC、 AFM、 FM、 HO、 NFL、 AFQ、 FQ、

QC、 TRS分别表示超导、反铁磁序、铁磁序、隐藏序、非费米液体、反铁型电四极矩

（antiferroquadupolar）序、铁型电四极矩（ferroquadupolar）序、量子临界现象、时间反演对

称性。“-”表示目前尚无相关实验数据。表中数据主要来源于文献 [22,80–85]。

1，2），CeNiGe3，Ce2Ni3Ge5，CePd5Al2） 这类材料的压强-/ 掺杂-

温度相图（如示意图1.11（a）所示）中，超导几乎都靠近反铁磁序，超导

可能由反铁磁涨落诱导产生。而同时，这类材料的大部分化合物中，超导

之上有着典型的非费米液体行为，而超导还可以与反铁磁微观共存。而
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值得注意的是，CeCu2Si2 中，早期的实验一直认为其超导具有线节点的

性质 [29,30,86,87]，但最近更低温度下的多个实验都表明了其超导无节点的

性质 [31,38,39,88]。关于其超导对称性的讨论，我们将在第四章详细介绍。同

时，CeCu2Si2 不同于其他材料，其超导与反铁磁不存在微观共存
[89]，而

其压强- 温度相图呈现出两个超导区域 [28]，高压下的超导相可能源自非磁

性的涨落（如价态涨落、轨道涨落）。在CenMmIn3n+2m 体系中，结构越二

维，Tc 越高，这为研究影响超导的普适性因素及探索超导新材料提供了重

要的启示 [90]。而在典型的材料CeCoIn5 中，强磁场能诱导出一种新奇的量

子相――Q 相 [91]，如图1.11（b）所示，此时d 波超导与反铁磁共存，表现

出配对密度波的特性，目前机制还不是很清楚。

(a) (b)

图 1.11: （a）Ce基反铁磁重费米子超导体的普适相图；（b）CeCoIn5的磁场-温

度相图 [14]。

• Ce基非中心对称反铁磁材料（CePt3Si，CeMX3（M=Ir，Rh，Co；

X=Si，Ge）） 这类材料的超导相也是靠近反铁磁序，但其晶体结构缺

乏中心反演对称性，暗示着超导配对可能具有自旋单态与三重态混合的

特性 [92]。而中心反演对称性破缺所对应的反对称自旋-轨道耦合特性，也

为在这类材料中探索新奇的量子特性（如拓扑性质等）提供了潜在的可

能 [93]。

• U基反铁磁材料（UX2Al3（X=Pd，Ni）） 这类U基材料中超导在反铁

磁相内产生。对于UPd2Al3 和UNi2Al3，虽然它们有着相同的结构，但有

着不同的超导配对对称性预言。UPd2Al3 中，在Tc 以下观测到：自旋-

晶格弛豫率1/T1 ∝ T 3和热导κ ∝ T 2，暗示着超导能隙具有线节点的特

征 [94,95]，而转角磁热输运测量和隧穿谱测量则进一步支撑了超导具有d 波

配对特性。但是，在UNi2Al3 中，核磁共振测量（NMR）发现，奈特位移

（Knight shift）在Tc 之下基本不发生变化，暗示超导具有自旋三重态配对

的特征 [96]。这其中，晶体场效应可能起到了重要作用 [97]。

• U基铁磁材料（UGe2，UXGe（X=Rh，Co），UIr） 这类材料中，超

导在铁磁相内或铁磁相边界处产生，配对被认为具有自旋三重态的特性。

12
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实验已发现UGe2，UCoGe中超导与铁磁能够微观共存 [81,98]。在URhGe中，

其磁场- 温度相图表明，强磁场会诱导产生第二个更大的超导区域，如

图1.12（a）所示。这种新奇的“磁场调控的重新进入的（re-entrant）超

导”的现象目前微观上也还没有完全弄清楚。UIr 具有非中心对称的结构，

同时其压力-温度相图中存在三个铁磁相，如图1.12 （b）所示，其超导在

高压下的铁磁相内部产生，目前对超导性质的研究也还不多。

(a) (b)

图 1.12: （a）URhGe的磁场-温度相图 [15]；（b）UIr的压强-温度相图 [16]。

• U基其他材料（UPt3，UBe13，U2PtC2，U6Fe） 在UPt3的磁场-温度相

图和UBe13 的掺杂（Th）-温度相图中，都出现了多个超导相。不同超

导相的转变暗示着其中可能存在多分量超导序参量，如图1.13所示。同

时，UPt3 和U1−xThxBe13相图中的B相超导都破缺了时间反演对称性 [99]。

UBe13的超导性质，类似于CeCu2Si2，原本被认为具有点节点或线节点，

最近被证明是无节点的 [18]。U2PtC2中的超导已经被发现了多年，虽然实

验并没有报道过明显的铁磁序，但自旋- 晶格弛豫率的测量表明其具有较

强的铁磁涨落，超导可能为自旋三重态配对 [100]。U6Fe 中实验上也没有观

测到明确的磁有序行为，其超导的性质目前也不是很清楚。

• 隐藏序材料（URu2Si2） URu2Si2在17.5K以下时，会发生相变进入一个

奇怪的量子序，因为研究中一直没有找到相应的破缺对称性，所以该量子

序被称为“隐藏序（hidden order）”。多年来，隐藏序的研究一直是理论

和实验研究的热点，至今已提出有几十种理论方案 [101]。如相图1.14（a）

所示，URu2Si2的超导处在隐藏序之下，最近的Kerr效应和巨热磁响应

（colossal thermomagnetic response）实验都表明，超导破缺了时间反演对

称性 [102,103]，配对可能具有d+ id波对称性。

• Pr基电四极矩材料（PrOs4Sb12，PrT2Al20（T=Ti，V）） Pr基材料中，

由于Pr3+元素中含有两个4f电子，在自旋-轨道耦合作用及晶体场劈裂下，

会形成非磁性的non-Kramer 双重态轨道。在这一条件下，导带电子与f电

子通过轨道Kondo 效应耦合，产生新奇的量子序，如电四极矩序、多通

道Kondo 效应等 [104]。这类材料的超导由于处在电四极矩序附近，所以

被认为超导由电四极矩涨落产生。在PrOs4Sb12磁场-温度相图中，如相
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(a) (b)

图 1.13: （a）UPt3的磁场-温度相图 [17]；（b）UBe13的掺杂（Th）-温度相图 [18]。

其中A，B，C，D表示不同的超导相。

A
B

(a) (b)

图 1.14: （a）URu2Si2的压强-温度相图 [19]；（b）PrOs4Sb12的磁场-温度相图 [20]。

其中FIOP表示磁场诱导的有序相，对应电四极矩序。而A，B表示超导相。

图1.14（b）所示，缪介子自旋共振（µSR）实验表明超导B 相可能破缺了

时间反演对称性 [105]。目前也已经有理论在试图探索其中实现拓扑超导的

可能性 [106]。

• Pu基多重价态材料（PuMX5（M=Co，Rh；X=In，Ga）） Pu中含

有多个5f电子，在PuMX5化合物中往往表现出多重价态（f4，f5，f6）的

性质 [107]。这也给超导微观机理的研究带来了困难。早期在PuCoGa5的自

旋-晶格弛豫率和奈特位移测量中，发现体系具有较强的自旋涨落 [108]，由

于结构相似性，大家往往将它跟Ce-115体系联系起来，认为超导可能由自

旋涨落诱导产生。但后来，对PuCoGa5 的极化中子散射的测量表明这一

体系在低温下没有磁矩 [109]，具有中间价态的特点。而最近几年的实验也

越来越表明 [110,111]，Pu 的价态不稳定性对超导也起到了重要的作用。所
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以这一体系中，超导可能是由价态涨落驱动的自旋涨落机制引起的。而其

中超导的配对对称性也还没有定论。

• Np基非费米液体材料（NpPd5Al2） NpPd5Al2在低温下并不表现出明显

的竞争序，其正常态具有典型的非费米液体行为。Tc（= 4.9K）以下，比

热C(T ) ∝ T 3，超导可能具有线节点性质 [20]。

• Yb基非常规量子临界材料（β-YbAlB4，YbRh2Si2） Yb基重费米子材

料有很多，但目前发现为超导体的只有β-YbAlB4和YbRh2Si2，而且Tc都

还很低，分别为80mK和2mK。β-YbAlB4在零场下就能实现量子临界行

为，具有天然的量子临界点 [112]，其磁场- 温度相图如图1.15（a）所示 [21]。

而在YbRh2Si2 中，如图1.15 （b）所示的磁场-温度相图中，超导虽然在

反铁磁相内部出现 [22]，但超导区域同时伴随着另一种序――原子核反铁

磁序。这一材料中的反常量子临界行为也是量子相变研究中的热门课

题。理论上提出了不同的方案，如局域量子临界理论 [113]、临界准粒子理

论 [114,115]等。由于Tc 太低，这类体系中的超导性质目前研究还不多，其中

非常规量子临界现象跟超导之间的关联也有待理论的进一步研究。

(a) (b)

图 1.15: （a）β-YbAlB4的磁场-温度相图 [21]；（b）YbRh2Si2的磁场-温度相

图 [22]。其中A 表示原子核反铁磁序。

1.3 论文的内容安排

在本文的第二章中，我们将介绍超导相关的基础理论：首先从常规超导入

手，介绍弱耦合情形下的BCS理论和强耦合下的Eliashberg理论；然后，我们过

渡到非常规超导，介绍推广的BCS 理论及超导对称性相关的讨论；最后再具体

介绍描述非常规超导的自旋涨落机制的历史发展及基本内容。

在第三章中，我们将首先探讨重费米子超导在理论研究上面临的一些困境，

针对这些困境，我们提出了一种描述重费米子超导的唯象理论。然后，我们将

介绍重费米子二流体唯象理论的基本图像，及其对超导预言的类BCS-Tc 公式。

在这一唯象的Tc公式基础上，我们对CeCoIn5 做了相关的唯象计算，最终为二

流体唯象理论提供了一个微观支持。
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在第四章中，我们围绕着最近CeCu2Si2的超导研究中极具热门争议性的问

题――“CeCu2Si2中无节点超导的配对对称性是什么”为切入点，利用第三章提

出的唯象理论，结合第一性原理计算、唯象的配对相互作用和多带Eliashberg

方程，研究了CeCu2Si2中可能的超导配对对称性。我们的计算表明，当带间配

对相互作用比较强时，能得到一种无节点的s±波配对对称性。通过与之前的理

论和实验的比较，我们认为s±波可能能够解释目前实验上的争议。同时，我们

仔细探讨了较强带间配对相互作用的证据及可能性，最终为CeCu2Si2的超导配

对机理提供了一个全新的理论预言。

第五章对论文做了相关的总结与展望。
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第第第二二二章章章 超超超导导导理理理论论论基基基础础础

本章主要介绍超导的相关理论基础。首先，我们从常规超导理论入手，先

在弱耦合情形下，介绍Cooper不稳定性的研究，然后具体介绍BCS 理论的核心

思想，并给出相关实验可观测物理量给出的超导行为；接着，我们过渡到强耦

合情形，具体介绍Eliashberg 理论。在常规超导理论的基础上，我们然后介绍

了推广的BCS理论及相关的超导配对对称性的讨论。最后，我们针对研究非常

规超导的自旋涨落机制，具体介绍了这一机制的发展脉络、基本思想，以及唯

象自旋涨落机制的研究状况。

2.1 常规超导理论

2.1.1 Cooper不不不稳稳稳定定定性性性问问问题题题

1956年时，L. N. Cooper讨论吸引相互作用下，在填充的费米海外添加两

个电子时系统的状态和能量变化，发现此时一对动量相反的电子能够以负的束

缚能绑定在一块，形成稳定的状态 [52]。下面，我们从哈密顿量的约化入手，讨

论Cooper 不稳定性问题。

根据J.Bardeen等人的研究 [51,53]，电子之间的有效相互作用主要分为两部

分：一部分是由交换虚拟声子诱导产生的，另一部分是库仑相互作用。相互作

用哈密顿量可以表示为

Hint =
1

2

∑
k,k′,q,
σ,σ′

V (k, q) c†k+q,σc
†
k′−q,σ′ck′,σ′ck,σ

=
1

2

∑
k,k′,q,
σ,σ′

[Vph (k, q) + VC (q)] c†k+q,σc
†
k′−q,σ′ck′,σ′ck,σ, (2.1)

其中，

Vph (k, q) =
2ωq |gq|2

(ϵk+q − ϵk)
2 − ω2

q

=

{
< 0, |ϵk+q − ϵk| < ωq ≈ ωD

> 0, 其他情形
(2.2)

为声子贡献的有效电子相互作用，ωD为德拜频率（我们取~ = 1），gq为电-声子

耦合系数。在这一近似下，电子只有在费米能级EF附近厚度为2ωD 的能量宽度

内时，Vph才呈现吸引相互作用。虽然库仑相互作用VC总是排斥的，但是在EF附

近厚度为2ωD 的能量宽度内，Vph 可能超过VC，得到净吸引相互作用。下面我

们只讨论吸引相互作用的情形。为讨论方便，下面我们假设V (k, q) = −V
（V > 0），则哈密顿量可以表示为

Hint = −1

2

∑
k,k′,q,
σ,σ′

V c†k+q,σc
†
k′−q,σ′ck′,σ′ck,σ. (2.3)
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重费米子超导的唯象理论计算

将相互作用看做是一对电子的所有散射过程的总和，从(k, σ;k′, σ′)散射

到(k + q, σ;k′ − q, σ′)。当限定散射前后的电子都处在EF附近的2ωD能量宽度内

时，根据ϵ−k = ϵk，在所有散射过程中，当k′ = −k时，即一对能量相同的电子，

散射为另一对能量相同的电子时，对应的相空间是最大的。此时，为简单起见，

我们只考虑k′ = −k 时的情形。如此，哈密顿量可以约化为

Hint = −1

2

∑
k,k′

σ,σ′

V c†k,σc
†
−k,σ′c−k′,σ′ck′,σ. (2.4)

此时，由于相互作用的动量依赖已被忽略，对算符c−kσckσ′变换到实空间，会得

到局域的电子对ciσciσ′。考虑到Pauli不相容原理的限制，我们可以将σ′ = σ 项

略去，只考虑σ′ = σ̄项。这样，我们得到要讨论的总哈密顿量

H =
∑
k,σ

ξkc
†
kσckσ − V

∑
k,k′

c†k↑c
†
−k↓c−k′↓ck′↑, (2.5)

其中ξk = ϵk − µ。

根据以上哈密顿量，我们可以考虑在费米能级之上ωD能量范围内加入两

个电子，假设他们有着相反的动量和自旋，则体系的状态为|ϕk⟩ = c†k↑c
†
−k↓ |G⟩

（0 < ξk < ωD），其中|G⟩ 为无外加电子时的正常电子基态。此时体系的本征态
可以理解为所有可能的|ϕk⟩的线性叠加态，即，|ϕ⟩ =

∑
k uk |ϕk⟩。作用到哈密

顿量上，得到能量本征值

E = ⟨ϕ|H |ϕ⟩ = ⟨ϕ|

(∑
k,σ

ξkc
†
kσckσ − V

∑
k,k′

c†k↑c
†
−k↓c−k′↓ck′↑

)
|ϕ⟩

=
∑

k∈{0<ξk<ωD}

2ξk |uk|2 − V
∑

k,k′∈{0<ξk<ωD}

u∗k′uk. (2.6)

利用归一化条件
∑

k∈{0<ξk<ωD} |uk|
2 = 1，可以引入拉格朗日乘子λ，得到

E ′ = E + λ

 ∑
k∈{0<ξk<ωD}

|uk|2 − 1

 , (2.7)

利用变分求极值方法，可以得到如下方程

(2ξk − λ)uk = V
∑

k′∈{0<ξk<ωD}

uk′ , (2.8)

若对上式两边同时乘上u∗k，并对k ∈ {0 < ξk < ωD} 进行求和，可以发现λ = E。

如此，我们可以得到束缚能的方程

uk =
V

2ξk − E

∑
k′∈{0<ξk<ωD}

uk′ , (2.9)
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第二章 超导理论基础

将上式两边同时对k ∈ {0 < ξk < ωD}求和，方程可化简为

1 = V
∑

k∈{0<ξk<ωD}

1

2ξk − E
≈ N (0)V

∫ ωD

0

dξ
1

2ξ − E
=
NFV

2
ln

∣∣∣∣2ωD − E

−E

∣∣∣∣
(2.10)

根据能量越低越稳定，我们选择以上方程的负值解，得到

E = − 2ωD

e
2

N(0)V − 1
≈ −2ωDe

− 2
N(0)V (N (0)V << 1) . (2.11)

可见，在弱吸引相互作用下，两个电子以相反动量、相反自旋能形成比EF更低

能量的束缚态，我们现在称这样一对电子束缚态为Cooper对。这给我们一个启

示：在金属系统中，只要存在电子间有效的吸引相互作用，无论有多弱，系统

总会倾向于形成Cooper 对一样的束缚态。这便是Cooper不稳定性。后面我们将

看到，即使是排斥相互作用，Cooper不稳定性也能发生。

而从等式（2.11）中，我们也可以看到，相互作用V并不能当成微扰项处理

得到，暗示着超导已经超越了处理传统正常金属态的量子场论框架。关于这一

点，我们将在强耦合情形具体介绍。

2.1.2 弱弱弱耦耦耦合合合超超超导导导理理理论论论：：：BCS理理理论论论

根据上一节中讨论的Cooper不稳定性问题，我们接下来介绍BCS理论。

考虑超导由Cooper对形成，引入平均场⟨c−k↓ck↑⟩，可将约化哈密顿量（2.5）

近似为

HBCS ≈
∑
k,σ

ξkc
†
kσckσ − V

∑
k,k′

[
c†k↑c

†
−k↓ ⟨c−k′↓ck′↑⟩+

⟨
c†k↑c

†
−k↓

⟩
c−k′↓ck′↑

−
⟨
c†k↑c

†
−k↓

⟩
⟨c−k′↓ck′↑⟩

]
.

(2.12)

定义超导序参量∆k = V
∑

k ⟨c−k↓ck↑⟩，为简单起见，假设∆k = ∆∗
k = ∆，

则BCS平均场哈密顿量可表示为

HBCS =
∑
k,σ

ξkc
†
kσckσ −∆

∑
k

(
c†k↑c

†
−k↓ + c−k↓ck↑

)
+

∆2

V
. (2.13)

根据Heisenberg运动方程，可得iċk↑ = ξkck↑−∆c†−k↓，iċ−k↓ = ξkc−k↓+∆c†k↑,

即ckσ只和c
†
−kσ̄耦合。由此引入幺正变换，定义新的准粒子为

γk = ukck↑ − υkc
†
−k↓, γ−k = ukc−k↓ + υkc

†
k↑, (2.14)

其中uk，υk为实数且u
2
k + υ2k = 1。新定义的准粒子要求依然满足费米子的反对

易关系：{γk, γ†k′} = δk,k′，{γk, γk′} = 0。通过逆变换上述关系并代入哈密顿量

中，得到

HBCS =
∑
k

{[
2ukυk∆+

(
u2k − υ2k

)
ξk
] (
γ†kγk + γ†−kγ−k

)
+
[
2ukυkξk −

(
u2k − υ2k

)
∆
] (
γ†kγ

†
−k + γ−kγk

)}
+ E0

(2.15)

19



重费米子超导的唯象理论计算

其中E0 =
∑

k (2υ
2
kξk − 2ukυk∆)∆2/V 为超导的基态能量。在新的准粒子表象

下，哈密顿量被完全对角化，即上式中要求

2ukυkξk −
(
u2k − υ2k

)
∆ = 0. (2.16)

结合u2k + υ2k = 1，我们可以计算得到

u2k =
1

2

(
1 +

ξk
Ek

)
, υ2k =

1

2

(
1− ξk

Ek

)
, (2.17)

其中Ek =
√
ξ2k +∆2，随后将看到Ek对应新的准粒子的色散关系。

由此得到的对角化哈密顿量可表示为

HBCS =
∑
k

Ek

(
γ†kγk + γ†−kγ−k

)
+ E0. (2.18)

假设ϵk具有抛物线型的色散，则超导准粒子的色散关系如示意图2.1 所示，

k

-µ

0

µ

E
k

kF

∆

quasi-particle
Ek =

√

(ǫk − µ)2 +∆2

electron
c
†
k↑

c
−k↓

hole

quasi-hole
γk = ukck↑ − υkc

†
−k↓

γ
†
k
= ukc

†
k↑ − υkc−k↓

Ek = −

√

(ǫk − µ)2 +∆2

图 2.1: BCS超导准粒子的色散关系。

可以看到，新形成的BdG（Bogoliubov-de Gennes）准粒子可理解为自旋相

反、动量相反的电子与空穴的线性叠加态，其色散也自然可以理解成电子与空

穴能带杂化后新能带的色散，对应的杂化能隙为2∆。由于∆反映了从费米能级

处激发一个描述超导的新准粒子的最小能量，所以∆ 也通常被称为超导能隙。
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然后回到平均场的定义，我们可以构建关于超导能隙的自洽方程。在有限

温度的情形，利用关系式ukυk = ∆
2Ek
和Fermi-Dirac分布函数，可以得到

∆(T ) = V
∑
k

⟨c−k↓ck↑⟩T

= V
∑
k

⟨(
ukγ−k − υkγ

†
k

)(
ukγk + υkγ

†
−k

)⟩
T

= V
∑
k

ukυk

(⟨
γ−kγ

†
−k

⟩
T
−
⟨
γ†kγk

⟩
T

)
= V

∑
k

ukυk

(
1− 2

1

eβEk + 1

)
= V

∑
k

∆(T )

2Ek

tanh (βEk/2) ,

(2.19)

约掉等式两边的∆，得到

1 = V
∑
k

tanh (βEk/2)

2Ek

, (2.20)

其中β = 1/T（取kB = 1）。这就是BCS超导能隙方程。通过对这个方程的求解，

可以得到超导转变温度Tc 和超导能隙随温度的演化∆(T )。

在温度T → Tc时，超导序参量∆ → 0，Ek → |ξk|，此时能隙方程可以线性
化为

1 = V
∑
k

tanh [|ξk| / (2T )]
2 |ξk|

≈ V N(0)

∫ ωD

−ωD

dξ
tanh (|ξ| / (2Tc))

2 |ξ|

= V N(0)

∫ ωD/(2Tc)

0

dx
tanhx

x

= V N(0)

[
lnx tanhx|ωD/(2Tc)

0 −
∫ ωD/(2Tc)

0

dxsech2x ln x

]

≈ V N(0)

2Tc

[
ln
ωD

2Tc
tanh

ωD

2Tc
−
∫ ∞

0

dxsech2x ln x

]
≈ V N(0)

(
ln
ωD

2Tc
+ ln

4e0.5772

π

)
= V N(0) ln

1.13ωD

Tc
,

(2.21)

从而得到

Tc = 1.13ωDe
− 1

N(0)V . (2.22)

其中用到了不等式ωD >> Tc以及欧拉积分公式
∫∞
0
dx ln xsech2x = − ln 4eγ

π
(γ =

0.5772)。

零温时，能隙方程（2.20）变为

1 = V
∑
k

1

2
√
ξ2k +∆2

≈ N(0)V

∫ ωD

0

dξ
1√

ξ2 +∆2
= N(0)V sinh−1 ωD

∆
, (2.23)
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得到

∆(0) =
ωD

sinh
[

1
N(0)V

] ≈ 2ωDe
− 1

N(0)V . (2.24)

这样，可以得到比值

2∆(0)

Tc
= 2

2ωDe
− 1

N(0)V

1.13ωDe
− 1

N(0)V

≈ 3.54, (2.25)

为一个普适的常数。

2.1.3 强强强耦耦耦合合合超超超导导导理理理论论论：：：Eliashberg理理理论论论

在弱耦合BCS超导理论中，可以得到超导能隙与Tc的比值2∆(0)/Tc = 3.5，

比热跳变(∆C/T )Tc
= 1.4，均为普适的常数 [116]。同时，BCS 理论中电子配对图

像也是作为瞬时配对来处理的。但是，实验上不仅看到了许多偏离这些普适性

的现象，也有证据表明电- 声子相互作用本身具有延迟的特性。在电-声子相互

作用足够大并将延迟的特性考虑进来时，便是本小节强耦合超导理论所讨论的

情形。

考虑电-声耦合机制下的哈密顿量（包含库仑相互作用）

H =
∑
k,σ

ξkc
†
kσckσ +

∑
q,ν

Ωqνb
†
qνbqν +

∑
k,k′,σ,ν

gkk′νc
†
k′σckσ

(
bk−k′,ν + b†k′−k,ν

)
+

∑
k1,k2,k3,k4

σ,σ′

⟨k1,k2|Vc |k3,k4⟩ c†k1σ
c†k2σ′ck3σ′ck4σδk1+k2,k3+k4 , (2.26)

其中ξk = εk − µ为相对费米能级的电子色散关系, ckσ、c†kσ表示电子的产生、湮

灭算符, bqν 表示声子算符的第ν 个分量，Ωqν表示声子谱，gkk′ν为电子-声子耦

合强度，Vc为库仑相互作用。

Nambu-Gor’kov理论框架

面对正常金属态的微扰论方法在处理超导时的失败，Y. Nambu在1960年

时，发展了一个新的理论框架，使得量子场论的方法可以同时处理正常金属态

和超导态 [117]。在这一框架内，可定义如下的二分量电子算符（简称Nambu旋

量）：

ψk =

(
ck↑

c†−k↓

)
, ψ†

k =
(
c†k↑, c−k↓

)
. (2.27)

定义声子场算符

ϕqν = bqν + b†−qν , (2.28)

则哈密顿量可以改写为

H =
∑
k

ξkψ
†
kτ3ψk +

∑
q,ν

Ωqνb
†
qνbqν +

∑
k,k′,ν

gkk′νϕk−k′νψ
†
k′τ3ψk

+
∑

k1,k2,k3,k4

σ,σ′

⟨k1,k2|Vc |k3,k4⟩
(
ψ†
k1
τ3ψk4

)(
ψ†
k2
τ3ψk3

)
δk1+k2,k3+k4 + const.,

(2.29)
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其中τi(i = 1, 2, 3)为Pauli矩阵。

为了构造配对项（如⟨cc⟩）的格林函数，我们可以先考虑一个简单情形
的Wick定理分解：N个电子系统中四费米子项c†1c

†
2c3c4 可以拆解为⟨

c†1c
†
2c3c4

⟩
= −

⟨
c†1c3

⟩⟨
c†2c4

⟩
+
⟨
c†1c4

⟩⟨
c†2c3

⟩
+
⟨
c†1c

†
2

⟩
⟨c3c4⟩ , (2.30)

为了使其中最后一项不为零，根据粒子数守恒的要求，⟨
c†1c

†
2

⟩
⟨c3c4⟩ = ⟨N | c†1c

†
2 |N − 2⟩ ⟨N − 2| c3c4 |N⟩ . (2.31)

这意味着在定义配对项的格林函数时，需要引入额外的算符。我们定义算

符 [118,119]

P = 1 +R† +R, (2.32)

其中R†将(N − 2) 个电子态转化为N个电子态。相反地，R将(N + 2) 个电子态

转化为N个电子态，即

R† |N − 2, np⟩ = |N,np⟩ , R |N + 2, np⟩ = |N,np⟩ . (2.33)

其中|N, np⟩表示N个电子和np个声子的基态。

这样，我们可以定义电子和声子的格林函数

G (k, τ) = −
⟨
PTτ

[
ψk (τ)ψ

†
k (0)

]⟩
, (2.34)

Dν (q, τ) = −
⟨
Tτ

[
ϕkν (τ)ϕ

†
kν (0)

]⟩
, (2.35)

其中Tτ为时序算符。将电子的格林函数写成矩阵形式，得到

G (k, τ) =

 −
⟨
Tτ

[
ck↑ (τ) c

†
k↑ (0)

]⟩
−⟨PTτ [ck↑ (τ) c−k↓ (0)]⟩

−
⟨
PTτ

[
c†−k↓ (τ) c

†
k↑ (0)

]⟩
−
⟨
Tτ

[
c†−k↓ (τ) c−k↓ (0)

]⟩ 
=

(
Gk↑ (τ) Fk,↑↓ (τ)

F̄k,↓↑ (τ) −G−k↓ (−τ)

)
, (2.36)

可以看到，P算符的引入保证了粒子数守恒。在上述矩阵中，我们将对角项称为

正常格林函数，非对角项称为反常格林函数。对于反常格林函数Fk,↑↓ (τ)和F̄k,↓↑ (τ)，

我们可以验证

F̄k,↓↑ (τ) = −
⟨
PTτ

[
c†−k↓ (τ) c

†
k↑ (0)

]⟩
= −⟨PTτ [c−k↓ (τ) ck↑ (0)]⟩∗

= ⟨PTτ [ck↑ (0) c−k↓ (τ)]⟩∗ = −F ∗
k,↑↓ (−τ) = F †

k (τ) . (2.37)

将格林函数用Fourier级数进行展开，

G (k, τ) =
1

β

∑
iωn

e−iωnτG (k, iωn) , (2.38)
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Dν (q, τ) =
1

β

∑
iνn

e−iνnτDν (k, iνn) , (2.39)

其中ωn = (2n+ 1) π/β and νn = 2nπ/β 分别表示费米型和玻色型Matsubara频

率。则对应的电子格林函数可以表示为

G (k, iωn) =

(
Gk (iωn) Fk (iωn)

−F ∗
k (−iωn) −G∗

k (−iωn)

)
=

(
Gk (iωn) Fk (iωn)

F †
k (iωn) −G∗

k (−iωn)

)
.

(2.40)

Migdal定理

在电-声耦合机制下的超导中，存在两个重要的能标：一个是表征声子的特

征能标――德拜频率ωD，另一个是表征电子的费米能EF . 在常规超导体中，这

两个量的关系满足ωD << EF。在1958年时，A. B. Migdal利用量子场论方法估

算了电子-声子耦合的顶点函数的高阶修正，发现一阶以上的顶点函数的前置因

子至少为gωD/EF的量级，其中9 为电子-声子耦合常数 [120]。这一结果表明顶点

函数的高阶修正都可以忽略，而且跟耦合常数g的大小无关，我们只需要考虑裸

顶点函数，如示意图2.2（a）所示。也即，在费曼图中，我们只需要考虑非交叉

图（non-crossing）的贡献，如图2.2（b）（c）所示类型的费曼图中，我们只需

考虑（b）类型图的贡献 [121]。

≈

(a) (b)

(c)

图 2.2: （a）Migdal定理对应的顶点函数近似；（b）（c）分别为非交叉和交叉的

二阶格林函数的费曼图。其中直线表示电子格林函数，波浪线表示声子格林函

数，圆点对应电-声子耦合系数。

Eliashberg理论

在介绍Migdal定理之后，我们可以对格林函数进行微扰计算。我们将电子

自能分为两部分：一部分来自电-声子相互作用，另一部分来自库仑相互作用。

对于电-声子相互作用，我们将格林函数在系综平均下做展开，

G (k, τ) = −
⟨
PTτ

[
ψk (τ)ψ

†
k (0)

]⟩
= −

∫
DψDψ̄ψk (τ) ψ̄k (0) e

−Sph∫
DψDψ̄e−Sph

= −
1
Z0

∫
DψDψ̄ψk (τ) ψ̄k (0) e

−S0−Sint
ph

1
Z0

∫
DψDψ̄e−S0−Sint

e−p

= −
⟨
PTτ

[
ψk (τ)ψ

†
k (0) e

−Sint
ph

]⟩
0,connected

, (2.41)
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其中S0为无相互作用下的作用量，Z0 =
∫
DψDψ̄e−S0为无相互作用下的配分函

数，⟨...⟩0,connected表示无相互作用下的系统平均，并只考虑连通图的贡献 [122]。

Sint
ph =

∫ β

0

dτ
∑

k,k′,σ,ν

gkk′νϕk−k′ν (τ)ψ
†
k′ (τ) τ3ψk (τ) , (2.42)

为电-声相互作用的作用量。

利用e−Sint
ph =

∑
n=0

(−Sint
ph )

n

n!
，我们可以考虑各个级数的贡献。在奇数阶项

中，由于含有奇数个玻色子场，对应给出的Wick收缩为零。在偶数阶项中，

• 0阶项：

G(0) (k, τ) = G0 (k, τ) , (2.43)

在频率空间中，

G0 (k, iωn) = [iωnτ0 − ξkτ3]
−1 , (2.44)

• 2阶项：

G(2) (k, τ) = −1

2

∫ β

0

∫ β

0

dτ ′dτ ′′
∑

k1,k2,k3,
k4,ν,ν′

gk1,k2,νgk3,k4,ν′

⟨
PTτ

[
ψk (τ)ψ

†
k (0)

× ϕk2−k1ν (τ
′)ψ†

k1
(τ ′) τ3ψk2 (τ

′)ϕk4−k3ν′ (τ
′′)ψ†

k3
(τ ′′)

×τ3ψk4 (τ
′′)]⟩0,c

= −1

2

∫ β

0

∫ β

0

dτ ′dτ ′′
∑

k1,k2,k3,
k4,ν,ν′

gk1,k2,νgk3,k4,ν′D0,ν (k2 − k1, τ
′ − τ ′′)

× δk2−k1,k3−k4δν,ν′
⟨
PTτ

[
ψk (τ)

(
ψ†
k1
(τ ′) τ3ψk2 (τ

′)
)

×
(
ψ†
k3
(τ ′′) τ3ψk4 (τ

′′)
)
ψ†
k (0)

]⟩
0,c

= −1

2

∫ β

0

∫ β

0

dτ ′dτ ′′
∑

k1,k2,k3,
k4,ν,ν′

gk1,k2,νgk3,k4,ν′D0,ν (k2 − k1, τ
′ − τ ′′)

× [G0 (k, τ − τ ′) δk,k1τ3G0 (k2, τ
′ − τ ′′) δk2,k3τ3G0 (k, τ

′′) δk,k4

+ G0 (k, τ − τ ′′) δk,k3τ3G0 (k1, τ
′′ − τ ′) δk4,k1τ3G0 (k, τ

′) δk,k2 ]

× δk2−k1,k3−k4δν,ν′

= −
∫ β

0

dτ ′
∫ β

0

dτ ′′
∑
k,k′,ν

|gk,k′,ν |2D0 (k
′ − k, τ ′ − τ ′′)G0 (k, τ − τ ′)

× τ3G0 (k
′, τ ′ − τ ′′) τ3G0 (k, τ

′′) , (2.45)

其中我们使用了等式D0 (q, τ) = D0 (−q,−τ)和|gk,k′,ν |2 = gk,k′,νgk′,k,ν。
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变换到频率空间，得到

G(2) (k, iωn)

= − 1

β

∑
k′,iωm,ν

|gk,k′,ν |2D0,ν (k
′ − k, iωn − iωm)G0 (k, iωn) τ3G0 (k

′, iωm)

× τ3G0 (k, iωn)

= G0 (k, iωn)

[
− 1

β

∑
k′,iωm,ν

|gk,k′,ν |2D0,ν (k
′ − k, iωn − iωm) τ3G0 (k

′, iωm) τ3

]
× G0 (k, iωn)

= G0 (k, iωn) Σ̂
(2) (k, iωn)G0 (k, iωn) . (2.46)

• 4阶项：

类似地，我们可以得到如下的关系

G(4) (k, iωn) = G0 (k, iωn) Σ̂
(2) (k, iωn)G0 (k, iωn) Σ̂

(2) (k, iωn)G0 (k, iωn) ,

(2.47)

• ...

• 2n阶项：格林函数可表示如下

G(2n) (k, iωn) = G0 (k, iωn)
[
Σ̂(2) (k, iωn)G0 (k, iωn)

]n
, (2.48)

将以上所有贡献进行求和，得到

G (k, iωn) = G0 (k, iωn) + G0 (k, iωn) Σ̂
(2) (k, iωn)G0 (k, iωn)

+ G0 (k, iωn) Σ̂
(2) (k, iωn)G0 (k, iωn) Σ̂

(2) (k, iωn)G0 (k, iωn)

+ ...

=
G0 (k, iωn)

1− Σ̂(2) (k, iωn)G0 (k, iωn)
, (2.49)

从而给出

G−1 (k, iωn) = G−1
0 (k, iωn)− Σ̂ph (k, iωn) , (2.50)

这一等式正好为Dyson方程。将Σ̂(2) (k, iωn)中的无相互作用电子格林函数G0 和

声子格林函数D0替换为有相互作用的格林函数G和D，则电声子相互作用对电
子自能的贡献可以表示为

Σ̂ph (k, iωn) = − 1

β

∑
k′,iωm,ν

|gk,k′,ν |2Dν (k− k′, iωn − iωm) τ3G (k′, iωm) τ3, (2.51)

对于库仑相互作用，我们可以类似地得到如下自能表达式

Σ̂C (k, iωn) = − 1

β

∑
k′,iωm

VC (k− k′) τ3G (k′, iωm) τ3, (2.52)
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,'g lk,k ,'g lk ,k

( ), miwk'G

( )cV -k k'

( ), niwk'G

(a) (b)( ), n mD i in w w- -k k'

图 2.3: （a）电-声子相互作用对电子自能的贡献；（b）库仑相互作用对电子自

能的贡献。其中直线表示电子格林函数，波浪线表示声子格林函数，虚线表示

库仑相互作用，圆点对应电-声子耦合系数。

这两部分自能对应的费曼图如图2.3所示

这样，总的自能可以写为

Σ̂ (k, iωn) = Σ̂ph (k, iωn) + Σ̂C (k, iωn) , (2.53)

相关的Dyson方程可写为

[G (k, iωn)]
−1 = [G0 (k, iωn)]

−1 − Σ̂ (k, iωn) . (2.54)

由于自能是2× 2的矩阵，我们可以将它用Pauli矩阵和单位矩阵展开 [123]，

Σ̂ (k, iωn) = [1− Z (k, iωn)] iωnτ0 + η (k, iωn) τ3 + ϕ (k, iωn) τ1 + ϕ̄ (k, iωn) τ2

=

(
(1− Zk) iωn + ηk ϕk − iϕ̄k

ϕk + iϕ̄k (1− Zk) iωn − ηk

)
. (2.55)

为简单起见，我们将(k, iωn) 缩写为k。

利用Dyson方程，格林函数矩阵可以表示为

G−1
k = G−1

0,k − Σ̂k

= iωnZkτ0 − (ξk + ηk) τ3 − ϕkτ1 − ϕ̄kτ2

=

(
iωnZk − (ξk + ηk) −ϕk + iϕ̄k

−ϕk − iϕ̄k iωnZk + (ξk + ηk)

)
, (2.56)

对矩阵取逆，得到

Gk =
1

Θk

(
iωnZk + (ξk + ηk) ϕk − iϕ̄k

ϕk + iϕ̄k iωnZk − (ξk + ηk)

)
(2.57)

=
1

Θk

[
iωnZkτ0 + (ξk + ηk) τ3 + ϕkτ1 + ϕ̄kτ2

]
, (2.58)

其中

Θk = detG−1
k = (iωnZk)

2 − (ξk + ηk)
2 − ϕ2

k − ϕ̄2
k. (2.59)
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根据格林函数的奇点能给出准粒子的色散关系，我们可以做替换：iωn →
Ek，再取

[
detG−1

k

]
iωn→Ek

= 0，从而得到

Ek = ±

√(
ξk + ηk
Zk

)2

+

∣∣∣∣ϕk − iϕ̄k

Zk

∣∣∣∣2
= ±

√
ξ∗2k + |∆k|2. (2.60)

从这一表达式中，我们看出自能矩阵各展开系数的物理含义。Zk对能带进行了

重整化，我们称之为重整化函数。ηk 可以看做是对化学势的偏移。而ϕk和ϕ̄k为

反常自能，反映超导配对的信息。超导能隙函数与反常自能的关系可表示

为∆k =
Φk

Zk
= ϕk−iϕ̄k

Zk
。

然后，将格林函数矩阵代入到自能表达式（2.53）中，得到

Σ̂ (k, iωn) = − 1

β

∑
k′

[∑
ν

|gk,k′,ν |2Dν (k− k′, iωn − iωm) + VC (k− k′)

]
× τ3

1

Θk

[
iωmZk′τ0 + (ξk′ + ηk′) τ3 + ϕkτ1 + ϕ̄kτ2

]
τ3

= − 1

β

∑
k′

[∑
ν

|gk,k′,ν |2Dν (k− k′, iωn − iωm) + VC (k− k′)

]

× iωmZk′τ0 + (ξk′ + ηk′) τ3 − ϕk′τ1 − ϕ̄k′τ2

(iωmZk′)
2 − (ξk′ + ηk′)

2 − ϕ2
k′ − ϕ̄2

k′

. (2.61)

将上式与（2.55）式的矩阵元对比，可以得到如下自洽方程组

(1− Zk) iωn = − 1

β

∑
k′

iωmZk′

[∑
ν |gk,k′,ν |2Dν (k− k′, iωn − iωm) + VC (k− k′)

]
(iωmZk′)

2 − (ξk′ + ηk′)
2 − ϕ2

k′ − ϕ̄2
k′

,

(2.62)

ηk = − 1

β

∑
k′

(ξk′ + ηk′)

[∑
ν |gk,k′,ν |2Dν (k− k′, iωn − iωm) + VC (k− k′)

]
(iωmZk′)

2 − (ξk′ + ηk′)
2 − ϕ2

k′ − ϕ̄2
k′

,

(2.63)

ϕk =
1

β

∑
k′

ϕk′

[
|gk,k′,ν |2Dν (k− k′, iωn − iωm) + VC (k− k′)

]
(iωmZk′)

2 − (ξk′ + ηk′)
2 − ϕ2

k′ − ϕ̄2
k′

, (2.64)

ϕ̄k =
1

β

∑
k′

ϕ̄k′

[∑
ν |gk,k′,ν |2Dν (k− k′, iωn − iωm) + VC (k− k′)

]
(iωmZk′)

2 − (ξk′ + ηk′)
2 − ϕ2

k′ − ϕ̄2
k′

. (2.65)

这一系列方程组也被称为Eliashberg方程组。对于第一个方程，等式右边第

二项中由于VC (k− k′)与频率无关，对ωn求和贡献为0。在第二个方程中，利用

近似
∑

k′ (ξk′ + ηk′) (...) ≈ NF

∫ ωD

−ωD
dξ (ξ + ηk′) ≈ NF

∫∞
−∞ dξξ = 0，其贡献为0。

最后两个方程具有一样的形式，为简单起见，我们可以取ϕk − iϕ̄k = ϕk 为实

数。

这样，我们得到以下两个方程

Zk = 1− 1

βωn

∑
k′,ν

ωmZk′
|gk,k′,ν |2Dν (k− k′, iωn − iωm)

ω2
mZ

2
k′ + (ξk′ + ηk′)

2 + ϕ2
k′

, (2.66)
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ϕk = − 1

β

∑
k′

ϕk′

[∑
ν |gk,k′,ν |2Dν (k− k′, iωn − iωm) + VC (k− k′)

]
ω2
mZ

2
k′ + (ξk′ + ηk′)

2 + ϕ2
k′

. (2.67)

考虑到我们主要关注费米面附近的物理，可以作如下近似∑
k

≈
∫
dξ

∮
FS

dk//

(2π)3 υkF

, (2.68)

这样，得到

Zk = 1− 1

βωn

∮
FS

dk′
//

(2π)3 υk′
F

∫
dξωmZk′

∑
ν |gk,k′,ν |2Dν (k− k′, iωn − iωm)

ω2
mZ

2
k′ + ξ2 + ϕ2

k′

≈ 1− 1

βωn

∮
FS

dk′
//

(2π)3 υk′
F

ωmZk′
∑

ν |gk,k′,ν |2Dν (k− k′, iωn − iωm)√
ω2
mZ

2
k′ + ϕ2

k′

= 1− 1

βωn

∮
FS

dk′
//

(2π)3 υk′
F

∑
ν

|gk,k′,ν |2Dν (k− k′, iωn − iωm)
ωm√

ω2
m +∆2

k′

,

(2.69)

其中我们使用了假设ωD/
√
ω2
mZ

2
k + ϕ2

k >> 1。类似地，可以得到

Zk∆k = −π
β

∮
FS

dk′
//

(2π)3 υk′
F

[∑
ν

|gk,k′,ν |2Dν (k− k′, iωn − iωm) + VC (k− k′)

]
× ∆k′√

ω2
m +∆2

k′

. (2.70)

通过将费米面附近的k点积分掉，得到

Z (iωn) = 1 +
π

βωn

∑
iωm

λ (iωn − iωm)
ωm√

ω2
m +∆2

k′

, (2.71)

Z (iωn)∆ (iωn) =
1

β

∑
iωm

[λ (iωn − iωm)− µ∗]
∆ (iωm)√

ω2
m +∆2 (iωm)

, (2.72)

其中

λ (iωn − iωm) = − 1

N (0)

∮
FS

dk//

(2π)3 υkF

∮
FS

dk′
//

(2π)3 υk′
F

∑
ν

|gk,k′,ν |2

×Dν (k− k′, iωn − iωm) , (2.73)

为有效的电-声子相互作用。常规超导中能隙函数的动量分布近似为各向同性，

上面推导中使用了近似∆(k, iωn) ≈ ∆(iωn)，同时

µ∗ =
1

N (0)

∮
FS

dk//

(2π)3 υkF

∮
FS

dk′
//

(2π)3 υk′
F

VC (k− k′) , (2.74)

为Coulomb赝势（pseudopotential）.

在得到Eliashberg方程组后，通过求解这一系列方程组，就可以得到相关超

导的性质，如Tc, ∆ 等。
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2.2 推广的BCS超导理论

最近几十年来多种多样的非常规超导体被发现，极大地丰富了我们对超

导的认识。这些超导体都超越了传统的BCS理论框架，不仅配对机制上不再是

电-声耦合效应占主导，而且在配对对称性上也表现出与传统s波不同的配对对

称性。

考虑一般的超导配对相互作用，其哈密顿量可表示为

H =
∑
k,σ

ξkc
†
kσckσ +

1

2

∑
k,k′

∑
σ1,σ2,σ3,σ4

V σ1σ2σ3σ4

k,k′ c†kσ1
c†−kσ2

c−k′σ3ck′σ4 , (2.75)

其中相互作用的矩阵元可表示为

V σ1σ2σ3σ4

k,k′ = ⟨kσ1;−kσ2| V̂ |−k′σ3;k
′σ4⟩ , (2.76)

σ =↑, ↓表示自旋朝向。
考虑Pauli不相容原理，两个费米子交换反对易，相互作用矩阵满足如下约

束

V σ1σ2σ3σ4

k,k′ = −V σ2σ1σ3σ4

−k,k′ = −V σ1σ2σ4σ3

k,−k′ = V σ2σ1σ4σ3

−k,−k′ . (2.77)

然后，我们考虑两个电子之间以相反动量的形式组合到一块，形成库珀对，

引入一般的平均场⟨c−kσ1ckσ2⟩，则可以得到如下平均场哈密顿量

H =
∑
k,σ

ξkc
†
kσckσ +

1

2

∑
k,k′

∑
σ1,σ2,σ3,σ4

V σ1σ2σ3σ4

k,k′

[
c†kσ1

c†−kσ2
⟨c−k′σ3ck′σ4⟩

+
⟨
c†kσ1

c†−kσ2

⟩
c−k′σ3ck′σ4 −

⟨
c†kσ1

c†−kσ2

⟩
⟨c−k′σ3ck′σ4⟩

]
=
∑
k,σ

ξkc
†
kσckσ −

1

2

∑
k

∑
σ1,σ2

(
∆σ1σ2

k c†kσ1
c†−kσ2

+∆σ1σ2∗
k c−kσ2ckσ1

)
+K, (2.78)

其中

K = −1

2

∑
k,k′

∑
σ1,σ2,σ3,σ4

⟨
c†kσ1

c†−kσ2

⟩
⟨c−k′σ3ck′σ4⟩ . (2.79)

同时，定义超导能隙函数

∆σ1σ2
k = −

∑
k′

∑
σ3,σ4

V σ1σ2σ3σ4

k,k′ ⟨c−k′σ3ck′σ4⟩ . (2.80)

将能隙函数写成矩阵形式，可表示为

∆̂k =

(
∆↑↑

k ∆↑↓
k

∆↓↑
k ∆↓↓

k

)
, (2.81)

考虑Pauli不相容原理对V σ1σ2σ3σ4

k,k′ 的约束，可以得到

∆σ1σ2
k = −

∑
k′

∑
σ3,σ4

V σ2σ1σ4σ3

−k,−k′ ⟨c−k′σ3ck′σ4⟩ = +
∑
k′

∑
σ3,σ4

V σ2σ1σ4σ3

−k,−k′ ⟨ck′σ4c−k′σ3⟩

= +
∑
k′

∑
σ3,σ4

V σ2σ1σ3σ4

−k,k′ ⟨c−k′σ3ck′σ4⟩ = −∆σ2σ1
−k , (2.82)
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或写成矩阵形式，

∆̂k = −∆̂T
−k. (2.83)

当考虑弱自旋-轨道耦合或无自旋-轨道耦合情形时，我们可以将∆̂k 写成轨

道（动量）空间波函数和自旋空间波函数的乘积，

∆σ1σ2
k = g (k)ψσ1σ2 , (2.84)

其中自旋波函数ψσ1σ2可以划分为单态配对和三重态配对，

自旋单态(S=0) : ψs =
1√
2
(|↑↓⟩ − |↑↓⟩) ,

自旋三重态(S=1) : ψt =


|↑↑⟩ , mS = 1

1√
2
(|↑↓⟩+ |↑↓⟩) , mS = 0

|↓↓⟩ , mS = −1

.

可以验证，当我们交换两个自旋时，得到P : ψs → −ψs（反对称）, ψt → ψt

（对称）. 结合等式∆σ1σ2
k , 可以得到g (k)在单态或三重态配对时分别满足相应的

宇称，如下表2.1所示，

表 2.1: 超导能隙函数的宇称划分及相应配对算符
轨道（动量） 自旋 配对算符

g (k) = g (−k)（偶） 单态（反对称）
c†k↑c

†
−k↓−c†k↓c

†
−k↑√

2

g (k) = −g (−k)（奇） 三重态（对称）

(
c†k↑c

†
−k↑,

c†k↑c
†
−k↓+c†k↓c

†
−k↑√

2
, c†k↓c

†
−k↓

)

将三重态配对进行重组, 并将它们映射到氢原子的px, py, pz轨道, 可以得到

如下形式，

t†kx =
−c†k↑c

†
−k↑+c†k↓c

†
−k↓√

2
,

t†ky = i
c†k↑c

†
−k↑+c†k↓c

†
−k↓√

2
,

t†kz =
c†k↑c

†
−k↓+c†k↓c

†
−k↑√

2
.
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这样，我们可以将能隙函数矩阵按照宇称拆解为

∆̂k =

(
∆↑↑

k ∆↑↓
k

∆↓↑
k ∆↓↓

k

)
=

 −−∆↑↑
k +∆↓↓

k

2
− i

i(∆↑↑
k +∆↓↓

k )
2

∆↑↓
k +∆↓↑

k

2
+

∆↑↓
k −∆↓↑

k

2

∆↑↓
k +∆↓↑

k

2
− ∆↑↓

k −∆↓↑
k

2

−∆↑↑
k +∆↓↓

k

2
− i

i(∆↑↑
k +∆↓↓

k )
2


= i

(
−i∆

↑↑
k +∆↓↓

k

2

)
σ̂0 −

(
−∆↑↑

k +∆↓↓
k

2

)
σ̂z +

(
∆↑↓

k +∆↓↑
k

2

)
σ̂x

+ i

(
∆↑↓

k −∆↓↑
k

2

)
σ̂y

=

[(
∆↑↓

k −∆↓↑
k

2

)
σ̂0 +

(
−∆↑↑

k +∆↓↓
k

2

)
σ̂x +

(
−i∆

↑↑
k +∆↓↓

k

2

)
σ̂y

+

(
∆↑↓

k +∆↓↑
k

2

)
σ̂z

]
iσ̂y

= (ϕkσ̂0 + dkxσ̂x + dkyσ̂y + dkzσ̂x) iσ̂y

= (ϕkσ̂0 + dk · σ) iσ̂y, (2.85)

从而得到

∆̂k =

{
ϕkiσ̂y, （自旋单态配对）

(dk · σ) iσ̂y, （自旋三重态配对）
(2.86)

而且，它们分别满足如下关系

ϕk = ϕ−k, dk = −d−k. (2.87)

通过计算，可以看到，对于确定的宇称，

∆̂k∆̂
†
k =

{
|ϕk|2 σ̂0, （自旋单态配对）

|dk|2 σ̂0 + i |dk × d∗
k|σ, （自旋三重态配对）

(2.88)

在文献中，通常将dk × d∗
k = 0时的态称作幺正态（unitary states），而把dk ×

d∗
k ̸= 0时的态称作非幺正态（non-unitary states） [1]。在幺正态时，能隙函数矩

阵的行列式可写为

det ∆̂k = |ϕk|2 + |dk|2 =
1

2
tr
(
∆̂k∆̂

†
k

)
. (2.89)

2.2.1 推推推广广广的的的超超超导导导能能能隙隙隙方方方程程程

接下来，我们通过Bogoliubov变换来将哈密顿量矩阵对角化，并得到推广

的超导能隙方程。定义推广的Nambu旋量算符

Ψk =


ck↑

ck↓

c†−k↑

c†−k↓

 ,Ψ†
k =

(
c†k↑, c†k↓, c−k↑, c−k↓

)
, (2.90)
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则哈密顿量可改写为

H =
1

2

∑
k

Ψ†
k


ξk 0 ∆↑↑

k ∆↑↓
k

0 ξk ∆↓↑
k ∆↓↓

k

−∆↑↑∗
−k −∆↑↓∗

−k −ξk 0

−∆↓↑∗
−k −∆↓↓∗

−k 0 −ξk

Ψk +K

=
1

2

∑
k

Ψ†
k

(
ξkσ̂0 ∆̂k

−∆̂∗
−k −ξkσ̂0

)
Ψk +K. (2.91)

为了对角化哈密顿量，我们引入幺正变换Ψk = ÛkΦk，其中

Ûk =

(
ukσ̂0 υ̂k

υ̂∗−k u∗−kσ̂0

)
, (2.92)

而且满足

ÛkÛ
†
k =

(
|uk|2 σ̂0 + υ̂kυ̂

†
k ukυ̂

T
−k + u−kυ̂k

u∗kυ̂
∗
−k + u∗−kυ̂

†
k υ̂∗−kυ̂

T
−k + |u−k|2 σ̂0

)
= 1̂, (2.93)

经过变换的哈密顿量满足对角化的形式，即

H =
1

2

∑
k

Φ†
kÛ

†
k

(
ξkσ̂0 ∆̂k

−∆̂∗
−k −ξkσ̂0

)
ÛkΦk +K

=
1

2

∑
k

Φ†
k


Ek+ 0 0 0

0 Ek− 0 0

0 0 −E−k+ 0

0 0 0 −E−k−

Φk +K

=
1

2

∑
k

Φ†
k

(
Êk 0

0 −Ê−k

)
Φk +K, (2.94)

其中Êk =

(
Ek+ 0

0 Ek−

)
= Ekσ̂0。上面等式意味着

(
ξkσ̂0 ∆̂k

∆̂†
k −ξkσ̂0

)
Ûk = Ûk

(
Êk 0

0 −Ê−k

)
, (2.95)

于是

uk

(
Êk − ξkσ̂0

)
= ∆̂kυ̂

∗
−k,

υ̂k

(
ξkσ̂0 + Ê−k

)
= −u∗−k∆̂k,

υ̂∗−k

(
ξkσ̂0 + Êk

)
= uk∆̂

†
k,

u∗−k

(
Ê−k − ξkσ̂0

)
= −∆̂†

kυ̂k. (2.96)
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利用上式，可以得到

Ê2
k =

(
E2

k+ 0

0 E2
k−

)
= ξ2kσ̂0 + ∆̂k∆̂

†
k. (2.97)

为简单起见，这里只考虑幺正态情形，即：∆̂k∆̂
†
k ∝ σ̂0。这样我们就可以

看到

Ek+ = Ek− = Ek =

√
ξ2k +

1

2
tr
(
∆̂k∆̂

†
k

)
, (2.98)

即得到的两个新的准粒子能谱都是简并的。结合（2.93）和（2.96）中的等式，

求解得到

|uk|2 =
1

2

(
1 +

ξk
Ek

)
, υ̂kυ̂

†
k =

1

2

(
1− ξk

Ek

)
, (2.99)

或

uk =
Ek + ξk√

(Ek + ξk)
2 + 1

2
tr
(
∆̂k∆̂

†
k

) , υ̂k =
−∆̂k√

(Ek + ξk)
2 + 1

2
tr
(
∆̂k∆̂

†
k

) . (2.100)

然后，我们可以求解⟨c−kσ3ckσ4⟩，最终得到自洽的能隙方程，如下

∆σ1σ2
k = −

∑
k′

∑
σ3,σ4

V σ1σ2σ3σ4

k,k′

tanh
(

βEk′
2

)
2Ek′

∆σ3σ4

k′ . (2.101)

对于非幺正的情形，两个准粒子的色散关系也不再简并，计算也更为复杂，相

关的具体结论可参考文献 [124]。

2.2.2 超超超导导导序序序参参参量量量的的的对对对称称称性性性划划划分分分

接下来，我们从对称性角度来分析超导配对对称性。

当电子处在金属正常态时，若是不考虑自旋轨道耦合，其对称群可以表示

为

G = G⊗ SO(3)⊗ U (1)⊗ T, (2.102)

其中G为晶体点群，SO(3)为自旋空间的旋转群，U(1)为整体的（global）规范

对称群，而T表示时间反演对称群。

Tc之下，配对凝聚的Cooper对电子态破缺了U(1)对称性。从对称性破缺的

角度，早期文献一般将只破缺U(1) 对称性的超导态称为常规超导，而将除了破

缺U(1)对称性，还破缺了其他对称性的超导态称为非常规超导。当然，现在文

献中一般还会从配对机制上对此进行区分，正如上一小节中所述。

当空间存在反演对称性时，我们可将反演对称性从G中分离出来，写

成G = G0 ⊗ I。然后当体系进入超导态后，正如上一小节中我们介绍的，我

们将Cooper对的自旋空间跟宇称结合起来，进行了自旋单态和自旋三重态的划

分。
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表 2.2: 自旋单重态和三重态超导能隙函数的对称性操作（无自旋-轨道耦合）
对称操作 自旋单态

(
偶：ϕk = ϕ−k

)
自旋三重态

(
奇：dk = −d−k

)
点群操作 R̂ϕk = ϕDR̂k R̂dk = dDR̂k

自旋旋转 Ûϕk = ϕk Ûdk = PÛdk

U(1)规范变换 Φ̂ϕk = eiθϕk Φ̂dk = eiθdk

时间反演 T̂ ϕk = ϕ∗
−k T̂dk = −d∗

−k

* 注：表中DR̂和PÛ分别对应轨道空间操作和自旋空间操作的表示矩阵。

不同的对称性操作，会对超导波函数产生不同的效果，具体对称性操作如

表2.2所示，

需要注意的是，在上述情形中，无自旋-轨道耦合时，空间点群的操作对自

旋空间没有影响。但是，当考虑自旋- 轨道耦合之后，这时自旋空间与轨道空间

纠缠在一块，此时这两个空间的点群不再能写成直积的形式，相应的旋转操作

为：R̂∆̂k = PR̂∆̂DR̂k。

下面，我们从体系开始进入超导态，根据破缺不同的晶体对称性来看相应

的超导能隙对称性的划分。我们考虑超导能隙方程式，

∆̂k = −
∑
k′

K̂k,k′∆̂k′ , (2.103)

其中K̂k,k′ = V̂k,k′
tanh(βEk′/2)

2Ek′
。

只要给定破缺的晶格对称性，我们就能确定能隙函数在动量空间的对称

性。

• 当T → Tc时，∆̂k → 0，此时K̂k,k′ 可近似与∆̂k无关，得到线性化的能隙方

程。此时能隙方程具有本征值方程的形式。由于K̂k,k′此时具有晶格所有对

称性，形式上，我们可以按照晶体点群的不可约表示进行展开

K̂k,k′ =
G∑
Γ

λ(Γ)∆̂
(Γ)
k ∆̂

(Γ)∗
k′ , (2.104)

其中Γ为晶体点群中的表示。不同表示的∆̂
(Γ)
k 相互正交。将本征矩阵K̂k,k′

进行对角化，得到的每一个本征解，对应体系的晶格对称群下的一个不可

约表示。从K̂k,k′的温度依赖也可以看到，本征值随温度t → 0 趋于发散。

而其中本征值最大的解，对应为超导的解。

• 每一种表示下的能隙函数，可以进一步按照相应表示下的基底进行展开，
对应自旋单态和三重态分别为

ϕ
(Γg)
k =

∑
m

cmg
(Γg)
m (k) , （自旋单态） (2.105)

d
(Γu)
k =

∑
m,n̂=x̂,ŷ,ẑ

cmn̂g
(Γu,n̂)
m (k) , （自旋三重态） (2.106)
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Γg和Γu分别表示偶宇称和奇宇称表示，g
(Γg)
m 和g

(Γu,n̂)
m 表示相应表示下的基

函数。

• 当T < Tc时，能隙方程变为非线性方程，此时存在两种情形：（1）如

果∆̂k没有破缺晶体点群的对称性，则Tc以下晶体点群不变，但对称性表

示下的不同基函数的组合可能发生变化；（2）如果∆̂k 破缺了点群对称性，

那么体系对称性降低，Tc以下晶体点群发生了变化，∆̂k需要在新的点群基

础上来研究，相当于原来晶体点群中不同表示发生了混合。

我们以D4h晶体点群为例，具体来看超导能隙函数的对称性。其特征标表及

基函数如表2.3所示。图2.4给出了相应的D4h群的几种典型的对称性构型。

表 2.3: D4h群的特征标表及不同表示的基函数、对称性及超导体举例。
Γ E 2C4 C2 2C′

2 2C′′
2 I 2S4 σh 2συ 2σd 基函数 对称性及超导体举例

A1g 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, k2
x + k2

y, k
2
z s波, s±波(铁基超导)

A2g 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 kxky(k
2
x − k2

y) g波

B1g 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 k2
x − k2

y dx2−y2波(CeCoIn5)

B2g 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 kxky dxy波

Eg 2 0 -2 0 0 2 0 -2 0 0 {kxkz, kykz} d + id波(URu2Si2)

A1u 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 x̂kx + ŷky p波

A2u 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 x̂ky − ŷkx p波

B1u 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 x̂kx − ŷky p波

B2u 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 x̂ky + ŷkx p波

Eu 2 0 -2 0 0 -2 0 2 0 0 {ẑkx, ẑky} p波

*注：各个表示中g、u分别表示偶宇称和奇宇称。表中x̂， ŷ， ẑ分别表示自旋三重态的三个分量：
1√
2
(− |↑↑⟩+ |↓↓⟩)， i√

2
(|↑↑⟩+ |↓↓⟩)， 1√

2
(|↑↓⟩+ |↓↑⟩)。

图 2.4: D4h群下几种典型超导对称性的构型。
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2.2.3 超超超导导导配配配对对对对对对称称称性性性对对对可可可观观观测测测物物物理理理量量量的的的影影影响响响

根据推广的BCS理论得到的BdG准粒子谱，我们可以讨论各物理量的低温

性质。

与各物理量直接相关的，是准粒子的态密度分布。低温下，准粒子的态密

度为

N (ω) =
2

V

∑
k

δ (Ek − ω) =

∫
dk//

(2π)3 υkF
dξkδ (Ek − ω)

= 2

∫
dk//

(2π)3 υkF

EkdEk√
E2

k −∆2
k

δ (Ek − ω)

= 2

∫
dk//

(2π)3 υkF

ω√
ω2 −∆2

k

, (2.107)

为了讨论不同动量分布情形对态密度的影响，我们考虑简单的各向同性的费米

面情形，即：dk// = sin θdθdφ，则

2

∫
dk//

(2π)3 υkF
= NF

∫
sin θdθdφ

4π
, (2.108)

我们再将∆k按径向分量和角向分量进行分解：∆k = ∆mgk。根据不同的角向分

布，我们做如下讨论：

• 各向同性情形，超导能隙无节点（如s-波） 取gk = 1,

NS (ω) = NF

∫
sin θdθdφ

4π

ω√
ω2 −∆2

m

=

{
0, ω ≤ |∆m|

NF
ω√

ω2−∆2
m

ω > |∆m|
,

(2.109)

准粒子能量在能隙值∆m之下时没有态密度，不存在准粒子激发。

• 超导能隙具有线节点（如d-波，或特定情形下的p-波） 取gk = cos θ，此

时∆k在kx − ky平面具有线节点性质，对应赤道上的环形节点，

N (ω) = NF

∫
sin θdθdφ

4π

ω√
ω2 −∆2

m cos2 θ

= NF
1

2

∫ 1

−1

dx
ω

∆m

Re

 1√(
ω

∆m

)2
− x2


= NF

ω

∆m

{
π/2, |ω| ≤ ∆m

arcsin
(
∆m

ω

)
, |ω| > ∆m

. (2.110)

可以看到，能隙之下存在有限的态密度，且态密度正比于ω。
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• 超导能隙具有点节点（如特定情形下的p-波） 取gk = sin θ，∆k沿kz轴方

向具有点节点性质，对应费米球面上的南极和北极点，

N (ω) = NF
1

2

∫ 1

−1

dx
ω

∆m

1√(
ω

∆m

)2
− (1− x2)

= NF
1

2

∫ 1

−1

dx
ω

∆m

1√(
ω2

∆2
m
− 1
)
+ x2

= NF
1

2

ω

∆m

ln

∣∣∣∣∣1 + ω
∆m

1− ω
∆m

∣∣∣∣∣ , (2.111)

当ω << |∆m|时，态密度可以近似为

N (ω) ≈ NF
ω2

∆2
m

∝ ω2, (2.112)

此时能隙之下也存在有限的态密度，且态密度正比于ω2。

0 ∆
m

0

N
F

nodeless (isotropic)
line nodes
point nodes

N(ω)

ω

图 2.5: 超导能隙函数在不同节点性质下的态密度分布。

以上三种情形的态密度如图2.5所示。大多数可观测的物理量如比热、

London穿透深度、NMR自旋晶格弛豫率等都跟准粒子的激发的态密度有关，不

同超导能隙函数下不同形式的激发，会产生不同的物理效应。在Tc之下，不同

节点性质的超导对应的几种典型物理量的温度依赖行为总结如表2.4所示。

2.3 自旋涨落诱导的超导配对机制

2.3.1 自自自旋旋旋涨涨涨落落落机机机制制制的的的发发发展展展历历历史史史

将磁性相互作用作为诱导超导的配对力的想法最早由A. I. Akhiezer和I. Ya.

Pomeranchuk在1959年提出 [125]。他们考虑了铁磁体中电子与自旋波之间的相互
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表 2.4: 不同节点性质的∆k对应的几种典型物理量的温度依赖行为（T << Tc）。

参考自文献 [1]。
物理量 无节点 线节点 点节点

比热C T−3/2e−∆/T T 2 T 3

London穿透深度 T−1/2e−∆/T T T 2

自旋-晶格弛豫率 T T 3 T 5

热导 T−3/2e−∆/T T 2 T 3

作用，发现类似于BCS理论，电子之间通过交换虚拟的磁振子能够产生吸引相

互作用，从而预言了自旋三重态超导。不过在超导的早期研究中，磁性一直被

认为对超导具有拆对（pair breaking）的影响，所以这一想法在当时也并没有得

到重视。

1965年时，Kohn和Luttinger首次明确提出，即使排斥相互作用，也可能产

生超导 [126]。在实空间来看，如果只是考虑在位的库仑相互作用Uc†i↑ci↑c
†
i↓ci↓，由

于电子- 电子之间相互排斥，不利于超导形成。但是，如果考虑的是屏蔽的库仑

相互作用，由于能产生类似Friedel振荡形式的势能分布，实空间中某些地方出

现了吸引相互作用，从而可能诱导超导。

为了解释有些过渡族金属如Pd中不存在超导的现象，在1966年时，Berk

和Schrieffer 利用这类金属靠近铁磁相转变这一性质，研究了库仑相互作用导

致的铁磁自旋涨落 [127]。他们发现通过交换顺磁振子（paramagnon）诱导的

间接电子- 电子相互作用在自旋单态配对下是排斥的。当靠近Stoner边界时

（Uχ0 ≈ 1），磁化率会得到明显增强(χ = χ0/ (1− Uχ0))，这时排斥相互作用超

过了交换声子诱导的吸引相互作用，从而抑制了单态超导的配对。他们的研究

为自旋涨落机制的理论建立奠定了基础。而同时，他们当时认为这一理论也可

用于液氦-3 中。

但是在1971年，Layzer和Fay的研究，得出了相反的结论 [128]。他们发现，

在液氦-3中铁磁涨落能为电子提供有效吸引相互作用，诱导出三重态p 波配

对。1972年，实验上在液氦-3中发现p波超流，证实了这一观点。之后，大家逐

渐认识到，液氦-3中存在两个超流相：各向异性的A 相和各向同性的B相。按

照传统Ginzburg-Landau理论的分析，各向同性的B 相应该能量更低、更稳定。

为了理解各向异性的A相存在的可能性，P. W. Anderson 和W. F. Brinkman

在1973年从理论上分析了B 相的稳定性 [129]。他们发现，在自旋涨落机制中，超

导能隙的打开会反过来移除掉一部分自旋涨落对超导配对的贡献，在这种情况

下，各向异性的A相就有可能比B相更稳定。

之后，1979年到1984年间，实验在CeCu2Si2、UBe13、UPt3中陆续观测到重

费米子超导现象。在认识到这一体系中存在较强的反铁磁自旋涨落后，1986年，

几乎同时有三个研究小组提出，反铁磁自旋涨落能够为这类系统提供配对力，

诱导d波超导的产生 [130–132]。

但是，随着1986年铜氧化物超导的发现，许多理论小组马上转换方向，将

关注点转移到了铜氧化物超导中。理论同样也提供了dx2−y2波超导配对，并开始
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试图从各种途径验证自旋涨落机制的正确性。

为了解释铜氧化物超导在NMR实验中观测到的Knight位移和自旋-晶格弛

豫率在反铁磁波矢Q处的反常行为，A. J. Millis，H. Monien和D. Pines在1990年

时根据近反铁磁费米液体模型的性质，提出了唯象的磁化率公式（简称MMP磁

化率） [133]

χ (q, ω) =
χQ

1 + ξ2 (q −Q)2 − iω/ωsf

, (2.113)

其中Q为反铁磁有序波矢，ξ为反铁磁关联长度，ωsf为自旋涨落的特征能量，

χQ 为Q 处的静态磁化率。

D. Pines 及其合作者首先利用这一唯象方法，在弱耦合情形下解释了铜

氧化物超导Tc 达到90K的可能性 [134,135]。之后，通过进一步地强耦合理论的计

算，在定量上解释了一系列超导的性质，如电导的温度依赖、光导的频率依赖

等 [136–138]。这一方法的好处是参数选取了实验的参数，计算能跟实验作定量的

比较。

在这几十年里，为了从微观上解释高温超导的配对机制，物理学家利用

自旋涨落机制对Hubbard模型和t-J模型做了大量的研究，也产生多种多样的

方法，如：唯象自旋涨落理论、涨落交换近似理论 [139]、自洽重整化理论 [140]、

Gutzwiller变分波函数计算、辅助玻色子平均场处理，以及包括蒙特卡罗、密度

矩阵重整化群等数值方法的研究。通过这些理论方法对超导的研究以及与实验

的比较，自旋涨落机制已成为了非常规超导研究中一个非常重要的理论机制。

而除此之外，与磁性有关的超导机制还有P. W. Anderson提出的RVB

（resonanting valence bond）理论 [141]、C. Varma提出的环形电流（loop current）

理论 [142]等，在此不作介绍，具体可以参考文献。

2.3.2 基基基本本本图图图像像像和和和唯唯唯象象象自自自旋旋旋涨涨涨落落落理理理论论论

在电-声相互作用情形中，由于电子和离子质量的差异，我们可以通过Born-

Oppenheimer近似将它们分离开来，利用微扰论来进行处理。但是，在自旋涨

落机制中，自旋涨落本身也是来自电子。这时电子既是配对力的来源，又是形

成配对的载体，理论处理上也就没有了电-声耦合情形下的Migdal定理来保证微

扰论的绝对正确性。

从基本图像来看，自旋涨落机制可以这么来理解 [143]：考虑在一个自旋涨落

的系统中，一个电子的自旋s (r, t) 对它周围的电子环境产生极化，周围的电子

环境会诱导出一个局域的有效磁场H (r, t) = gs (r, t)。按照线性响应理论，这

个有效磁场能够诱导出的磁化强度可以表示为

M (r, t) = g

∫
d3r′dt′s (r′, t′)χ (r − r′, t− t′) , (2.114)

而这一诱导的磁化强度又产生一个有效磁场H ′ (r, t) = gM (r, t) 反过来作用在
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电子身上，从而得到了一个由自旋涨落诱导的有效电子- 电子自旋相互作用：

Veff = −
∫
d3rdts (r, t) ·H ′ (r, t)

= −g2
∫
d3rdtd3r′dt′χ (r − r′, t− t′) s (r, t) · s (r′, t′) .

(2.115)

下面，我们从自旋涨落诱导的相互作用出发，来看超导的基本性质。

考虑自旋涨落诱导的有效相互作用，

Hsf =
∑
k,α

ξkc
†
kαckα − 1

2

∑
q

V (q)sq · s−q, (2.116)

其中V (q) = g2effχ (q)，geff为准粒子与自旋涨落之间的有效耦合系数，χ(q)为

自旋涨落的磁化率。

将电子自旋算符进行展开，得到

Hint = −1

2

∑
q

V (q)

[
sqs−q +

1

2

(
s+q s

−
−q + s−q s

+
−q

)]

= −1

8

∑
k,k′,q

V (q)

[∑
σ,σ′

σσ′c†k+qσckσc
†
k′−q,σ′ck′σ′ + 2

(
c†k+q↑ck↓c

†
k′−q↓ck′↑

+c†k+q↓ck↑c
†
k′−q↑ck′↓

)]
(2.117)

考虑相反动量的成对电子之间的散射过程，相互作用哈密顿量可以约化为

Hint = −1

8

∑
k,k′

V (k − k′)

[∑
σ,σ′

σσ′c†kσc
†
−kσ′c−k′σ′ck′σ

+2
(
c†k↑c

†
−k↓c−k′↑ck′↓ + c†k↑c

†
−k↓c−k′↑ck′↓

)]
= −1

8

∑
k,k′,σ

Vk−k′

(
c†kσc

†
−kσc−k′σck′σ − c†kσc

†
−kσ̄c−k′σ̄ck′σ −2c†ksc

†
−kσ̄ck′σ̄c−k′σ

)
= −1

8

∑
k,k′,σ

[
Vk−k′c†kσc

†
−kσc−k′σck′σ − (Vk−k′ + 2Vk+k′) c†kσc

†
−kσ̄c−k′σ̄ck′σ

]
.

(2.118)

利用性质，∑
k,k′,σ

Vk−k′c†kσc
†
−kσc−k′σck′σ = −

∑
k,k′,σ

Vk−k′c†kσc
†
−kσck′σc−k′σ

= −
∑
k,k′,σ

Vk+k′c†kσc
†
−kσck′σc−k′σ,
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我们可以将相互作用项按照宇称进行划分，

Hint = −1

8

∑
k,k′,σ

[(
Vk−k′ − Vk+k′

2

)
c†kσc

†
−kσc−k′σck′σ −

(
3
Vk−k′ + Vk+k′

2

−Vk−k′ − Vk+k′

2

)
c†kσc

†
−kσ̄c−k′σ̄ck′σ

]
=
∑
k,k′,σ

[
V T
k,k′

(
c†kσc

†
−kσc−k′σck′σ + c†kσc

†
−kσ̄c−k′σ̄ck′σ

)
+ V S

k,k′c
†
kσc

†
−kσ̄c−k′σ̄ck′σ

]
,

(2.119)

其中，V S
k,k′ = 3

16
(Vk−k′ + Vk+k′)为偶宇称相互作用，贡献自旋单态配对过程；

而V T
k,k′ = − 1

16
(Vk−k′ − Vk+k′)为奇宇称相互作用，贡献自旋三重态配对过程。

类似于电-声耦合系统的强耦合理论，我们也可以以这一机制为基础构

建Eliahsberg 理论来研究超导的性质。沿着这一思路，在二十世纪末二十一世

纪初，P. Monthoux和G. G. Lonzarich利用唯象自旋涨落机制做了一系列的研

究 [144–147]。他们的一系列计算表明，准二维的电子结构更有利提高Tc，各向异

性的晶格比各项同向的晶格更有利于超导配对，反铁磁涨落下的d波超导比铁磁

涨落下的p波超导更有易于发生等。包括最近S. Nishiyama等人利用这一想法的

进一步探索 [148]，费米面嵌套更有利于超导产生等。这些结果，对于理解非常规

超导中的Tc 提供了重要的指南。

2.4 小结

本章首先介绍了弱耦合BCS理论和强耦合Eliashberg理论。这两个理论在描

述常规超导上获得的巨大成功，也为寻找非常规超导的合适描述方式提供了重

要的借鉴。在推广的BCS理论中，我们介绍了非常规超导的对称性性质。这些

性质对于理解许多可观测物理量的行为起到了重要的指导作用。然后，我们过

渡到研究非常规超导的自旋涨落机制。与电-声耦合机制不同，自旋涨落机制并

没有Migdal定理来保证微扰论的正确性。这一机制目前也还在研究进展中。
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第第第三三三章章章 重重重费费费米米米子子子超超超导导导唯唯唯象象象理理理论论论和和和CeCoIn5的的的计计计算算算

从微观的角度出发来研究重费米子超导，一直是一个重要的理论难题。本

章针对目前重费米子超导研究的理论困境，提出从唯象的角度入手，结合实际

材料的电子结构特性和超导的强耦合理论来研究超导的奇异行为的方法。其次

介绍了重费米子二流体唯象理论的基本图像及其在超导区域的应用，以及提出

的唯象类BCS-Tc 公式。然后利用唯象的理论框架，我们对CeCoIn5 进行了研

究，通过得到其超导对称性和超导转变温度的标度行为，为重费米子超导的二

流体唯象理论提供了有效的微观支撑。

3.1 重费米子超导的唯象理论框架

自从在CeCu2Si2中发现超导以来，重费米子超导机理的研究就成了强关联

电子领域的一个重要课题。重费米子体系的特征能量尺度低（几个meV量级），

而重费米子超导的转变温度更低（一般在几K 以下），这在早期实验上对重费米

子超导的物性测量带来了极大的限制。但是，最近十多年来，随着材料制备水

平和实验探测精度的提高（如扫描隧道显微镜、点接触谱，和掺杂、压力、磁

场控制等），以及新型实验手段的涌入（如角分辨光电子谱、准粒子干涉技术、

共振非弹性X 射线散射、分子束外延技术等），这个传统的强关联体系也开始焕

发出新的活力。这期间，实验对原有材料的认识在不断加深，涌现出了新的奇

异量子态，同时也不断有新的重费米子超导体涌现出来。这都给理论上认识重

费米子超导的微观机理提供了重要的素材。

但是，由于重费米子本身的复杂性，如f电子较强的在位库仑相互作用和f电

子与导带电子之间的Kondo 耦合的竞争，使得这个体系的低温状态在理论上直

到现在都缺乏统一的微观认识。理论上碰到的难题有很多，下面，我们主要从

三个方面对此作简要分析：

（1）重费米子超导由重电子配对产生，研究超导之前需要理解重电子的特

性。不同类型的重费米子超导体对材料的属性（如化学组成、晶体结构）依赖

很大，这时基于经典模型（如Kondo晶格模型、周期性Anderson模型）的强关

联数值求解可能也不够，理论上必需结合实际材料的属性来研究。虽然最近几

年来有的实验小组开始尝试利用角分辨光电子谱来研究重费米子的电子结构，

但对于重电子的形成演化、f 电子从局域到巡游的转变目前都还没有足够明确的

实验证据。而理论上，早期的基于第一性原理的密度泛函理论计算大都忽略了

这一体系中的强关联效应，将f 电子视为完全局域化或完全巡游化，无法解释实

验上的重电子行为和外场调控下的费米面变化。

（2）重费米子超导往往在竞争序（如反铁磁序、铁磁序、电四极矩序）

的边缘或内部产生，他们之间的直接或间接的关联，使得大家认识到重费米

子超导可能是由竞争序的量子临界点附近的涨落诱导产生。为此，理论上也
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提出了各种各样丰富的超导配对机制，如：反铁磁自旋涨落机制（CeCu2Si2，

CeCoIn5）、铁磁自旋涨落机制（UGe2）、电四极矩涨落机制（PrOs4Sb12
[149]）、

磁激子机制（UPd2Al3
[150]）、价态涨落机制（CeCu2Si2 中的高压超导相

[151]）

等。但是，解析理论上对量子临界涨落的描述多是基于微扰论的框架，如平均

场近似、随机相近似（RPA）、涨落交换（FLEX）等。这些方法对强关联系统

的适用性还没有完备的理论支撑。

（3）重费米子体系在低温下的行为主要由重电子主导，而重电子带有明显

的f轨道特征。 f 轨道在低温下由于受到自旋轨道耦合效应、晶体场劈裂等因素

的影响，通常表现出自旋、电荷、轨道等多个自由度耦合的特征。在这一背景

下传统的超导理论可能也需要更新。而从能带的角度来看，许多传统理论的单

带图像可能就不足以解释这一体系中的复杂行为。

针对以上三方面的难题，我们尝试从唯象的角度出发，构建一个描述重费

米子超导体的唯象理论。主要考虑如下：

• 使用DFT+X（X=Hubbard相互作用U，动力学平均场理论，重整化能

带理论 [152] 等）方法或从实验数据拟合提取的紧束缚模型来得到材料的能

带结构。在DFT 计算的基础上，选择合适的方式考虑f 电子的强关联效应

对能带的重整化。

• 考虑量子临界涨落的唯象描述（如Mills-Monien-Pines磁化率，临界准

粒子图像下的重整化磁化率，局域量子临界理论的磁化率等）。在已有实

验（如中子散射、核磁共振等）的基础上提取材料相关的实验参数，作为

唯象磁化率的输入。

• 通过分析材料的能带结构特征，选择单带或多带的Eliashberg理论来研究

超导和竞争序。通过分析材料的轨道、能带特征，考虑费米面拓扑结构与

已知物理行为的对应，选择合适的能带/轨道图像来描述超导和竞争序。

需要注意的是，多带情形下由于带间相互作用，体系可能会表现出与单带

完全不一致的物理行为。

利用这一唯象的理论框架，我们可以探索重费米子超导体中的奇异行为，如超

导配对对称性、超导转变温度、以及超导与竞争序的奇异行为等。接下来，我

们将以重费米子二流体唯象理论得到的类BCS-Tc 公式作为切入点
[25]，介绍我

们利用这一理论框架对CeCoIn5 的超导配对对称性和Tc 进行研究的工作。在下

一章，我们将会介绍这一理论框架在探索CeCu2Si2 中的超导配对对称性的应

用。

3.2 重费米子二流体唯象理论在超导中的应用

重费米子体系自发现以来，实验在低温下表现出的许多不同于单杂

质Kondo效应的物理行为，使得重电子的产生机理一直是这一体系在研究中
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的重要难题。在重费米子材料中，由于低温下f电子晶格与导带电子间的杂化表

现出复杂的相干行为，理论上一直没法给出一致认可的合理微观描述。

但是，最近十年来，杨义峰和D. Pines等人对众多重费米子材料的实验数据

进行了唯象拟合分析，发展了重费米子的二流体唯象理论 [23–25,153–155]。他们发

现，除了之前的比热、磁化率实验看到的二流体现象，还有许多实验如奈特位

移（Knight shift）、霍尔系数、点接触谱、自旋晶格弛豫率等都表现出普适的二

流体温度演化行为。他们发展的二流体理论描述了f 电子在低温下表现出的局域

磁矩（自旋液体）和巡游重电子（Kondo 液体）的双重行为，并认为两者既共

存、又竞争的紧密联系才是描述重费米子的物理本质。他们在实验数据的定量

分析上，利用这一图像解释了低温磁有序态的形成、以及与超导的共存和量子

临界行为等众多实验现象。这一图像为f电子在低温下的演化行为给出了简单清

晰的图像，又对重费米子体系中传统的Doniach 相图提出了质疑，丰富了我们

对这一体系的物理认识。

3.2.1 二二二流流流体体体理理理论论论的的的图图图像像像和和和基基基本本本性性性质质质

为了更好地诠释重费米子体系中的二流体图像，我们可以考虑Kondo晶格，

晶格上每个格点都含有一个f 电子。高温时，f 电子表现出局域磁矩行为，磁化

率遵循居里-外斯定律，与体系中的导带电子的耦合也可以忽略。随着温度的下

降，导带电子受到局域磁矩的自旋散射效应不断增强。杨义峰和D. Pines 等人

指出 [24,154]，在温度降到相干温度T ∗ 以下时，晶格上的f 电子与导带电子之间发

生集体杂化，f 电子部分退局域化，与导带电子杂化形成巡游重电子液体（也

称Kondo液体）；而与此同时，未参与杂化的f 电子部分依然保持局域，但在导

带电子诱导的RKKY 相互作用下，晶格上的剩余f 自旋形成磁性关联，构成了

局域自旋液体（也称自旋液体），基本相图也可参考图3.3。此时，如示意图3.1

所示，整个体系表现出这两种近似独立的流体的共存状态。

图 3.1: Kondo晶格上的二流体示意图。图片参考自文献 [23]。

作为重费米子材料的一个特征温度，T ∗的起源在之前都没有过清晰的物理

图像。杨义峰等人根据唯象的实验分析并与重费米子的两种典型相互作用比较，

猜测T ∗源自局域自旋间的RKKY相互作用，即T ∗ = TRKKY。我们在第一章也介

绍过，TRKKY ∝ J2ρ，而标定单杂质Kondo 效应的特征温度为TK = ρ−1e−1/(Jρ)。
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这两个公式都通过f 电子与导带电子的自旋耦合J 联系起来，变换一下形式，可

以得到关系式

Jρ = − [ln (TKρ)]
−1 ∝ (T ∗ρ)1/2 . (3.1)

根据上式，杨义峰等人分析了众多重费米子材料的T ∗和TK，给出了如图3.2

所示的拟合。可以看到，众多重费米子材料基本上都满足关系式（3.1），表明T ∗

确实是刻画RKKY 相互作用的特征温度，更是刻画重费米子物理的重要普适温

标 [24]。

图 3.2: 十几种重费米子材料的T ∗和TK的标度关系拟合
[24]。

在二流体理论的描述中，f电子在T ∗处发生了局域到巡游的转变。但是，这

一转变是一个渐进的过程，不是相变。在T ∗ 之下，f电子表现出局域和巡游双

重属性，通过唯象分析发现，其中巡游的f 电子权重随温度的演化具有普适的规

律，

f (T ) = f0

(
1− T

T ∗

)3/2

, (3.2)

其中f0表示集体杂化的效率，反映杂化的相对强弱，取决于压强、磁场等外界

参数。对应的Kondo液体中重电子的有效质量也具有普适的温度演化行为 [153]，

m∗
KL(T ) = m∗ (T ∗)

(
1 + ln

T ∗

T

)
, (3.3)

其中m∗ (T ∗)为T ∗处准粒子的有效质量。结合以上两式，可以给出巡游重电子的

态密度

ρ∗KL(T ) ∝
(
1 + ln

T ∗

T

)(
1− T

T ∗

)3/2

. (3.4)

利用以上的二流体图像和理论分析，可以对许多物理量在T ∗以下的行为做

相应的二流体分解。唯象的分析表明这一思路可以定性或定量地解释许多物理

量的反常温度依赖行为 [156]，典型的物理量及反常行为如表3.1中所示。
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表 3.1: 几个典型物理量在T ∗之下的二流体行为及反常现象。
物理量 二流体行为（T < T ∗） T ∗之下的反常现象

磁化率 χ = f(T )χKL(T ) + [1− f(T )]χSL(T ) 偏离居里-外斯行为

奈特位移反常 K = K0 +Af(T )χKL(T ) +B [1− f(T )]χSL(T ) 偏离对χ的线性依赖

自旋-晶格弛豫率 1/T1 = f(T )/T1,KL + [1− f(T )] /T1,SL 偏离线性温度依赖

磁熵 S = f(T )SKL(T ) + [1− f(T )]SSL(T ) 磁熵降低

3.2.2 唯唯唯象象象的的的类类类BCS-Tc公公公式式式

二流体理论不仅能够解释低温下（T < T ∗）许多物理量的反常行为，还能

为更低温度下的量子有序态给出很好的诠释。如相图3.3 所示，T ∗之下除了形成

自旋液体和重电子液体外，在更低温度下，随着压强的变化，f 电子跟导带电子

之间的杂化强度也随之变化。当压强很小时，杂化较弱，f 电子不能完全参与杂

化，局域磁矩在温度低于TN 时形成反铁磁基态（此时与巡游的重电子液体依然

共存）；当压强足够大时，杂化较强，f 电子能完全参与杂化，由此在完全退局

域化温度TL 之下f 电子完全形成巡游重电子液体，这一液体在更低温度（TFL）

下能够形成费米液体基态；而压强处于两者之间时，在反铁磁量子临界点附近，

较强的自旋涨落诱导重电子发生配对，从而形成了超导基态。

图 3.3: 重费米子二流体唯象理论的相图。

对CeCoIn5的自旋-晶格弛豫率的分析发现，重电子的自旋-晶格弛豫率1/T1KL

在T ∗ 之下满足：T1KLT ∝ (T + TL)，表明体系具有较强的准二维磁性量子临界

涨落。在此基础上，结合超导的自旋涨落机制，杨义峰和D. Pines 将二流体理

论扩展到超导区域，提出了唯象的类BCS-Tc 公式
[25]，

Tc (P ) = 0.14T ∗ (PL) exp

[
− 1

NF (P )V (P )

]
, (3.5)

其中PL表示Tc达到最大值T
max
c 时对应的压强，NF表示态密度，V为有效配对相

互作用。
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从前面表达式（3.4）中，可以看到重电子态密度随温度降低会出现对数发

散行为。相图中不同压强区域对应式（3.5）中态密度NF对应ρKL取不同截断温

度的值。具体可分为以下三个区域：

• P < PN时，取TN(P )为截断温度。随着压强降低，集体杂化减弱，f电子

趋于局域化，巡游重电子密度降低，从而超导转变温度也随之降低。

• PN < P < PL时，直接取Tc(P )为截断温度，通过自洽求解可以得到Tc。此

时量子临界涨落很强，Tc 随f 电子能够完全退局域化的程度增加而升高，

直到与TL相交（对应PL 处）。

• P > PL时，取TL为截断温度。此时f电子虽然能够完全退局域化，但高压

下重电子的带宽增加，会导致态密度下降，同时体系开始远离量子临界

点，所以Tc也逐渐降低。

以上划分，可以很好地解释重费米子超导实验中经常看到的Tc-“穹顶

（dome）”结构。为了与实验进行比较，杨义峰和D.Pines 利用公式（3.5）分别

对CeCoIn5 和CeRhIn5 进行了数据拟合，结果如图3.4 所示。可以看到，唯象

的Tc 公式能够很好地拟合相关的实验结果，暗示了这一简单公式可能的普适

性。

图 3.4: （a）CeCoIn5（CeCo(In1−xCdx)5）和（b）CeRhIn5的压力温度相图及

二流体理论预言的类BCS-Tc 公式的拟合分析
[25]。

3.3 CeCoIn5的超导唯象计算

根据上一小节中二流体唯象理论提出的关于重费米子超导的类BCS-Tc公

式，我们利用了前文提到过的重费米子超导唯象理论框架，研究了CeCoIn5 中

超导转变温度Tc随其他物理量的依赖关系，并探讨了与二流体图像的联系。

3.3.1 CeCoIn5的的的基基基本本本性性性质质质及及及电电电子子子结结结构构构分分分析析析

CeCoIn5是典型的重费米子超导体，在常压下能实现超导（Tc=2.3K），具

有体心四方结构（D4h 群，）。低温下（Tc < T < 20K）CeCoIn5 表现出典型
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的非费米液体行为：在常压及加压下都没有反铁磁。2013年时，M. P. Allan

等人对CeCoIn5进行了STM的测量，他们用准粒子干涉技术研究了超导能隙结

构的空间分布，发现能隙在沿kx − ky布里渊区的对角线方向上存在节点，符

合dx2−y2波的预期
[157]。同时，他们利用紧束缚模型拟合了STM的数据。下面，

我们介绍并采用他们的紧束缚模型进行后续的研究。

通过导带和f能带具有如下的色散关系，

εck = −µc − 2tc1 [cos (kx) + cos (ky)]− 4tc2 cos (kx) cos (ky)

− 2tc3 [cos (2kx) + cos (2ky)] , (3.6)

εfk = −µf − 2tf1 [cos (kx) + cos (ky)]− 4tf2 cos (kx) cos (ky)

− 2tf3 [cos (2kx) + cos (2ky)]− 4tf4 [cos (2kx) cos (ky) + cos (kx) cos (2ky)]

− 4tf5 cos (2kx) cos (2ky)− 4tf6 cos (3kx) cos (3ky)− 2tf7 [cos (3kx) + cos (3ky)] ,

(3.7)

考虑两条带之间的杂化强度具有如下形式，

Vk = V0 + V1 [sin (kx) sin (ky)]
2 . (3.8)

根据Bogoliubov变换原理，这两条能带杂化得到的新的准粒子能带色散关

系为：

ξ±k =
εck + εfk

2
±

√√√√(εck − εfk
2

)2

+ V 2
k . (3.9)

通过拟合实验数据，文献 [157]给出具体参数数值为：µc = 151.5meV，tc1 =

−50.0meV, tc2 = −13.4meV，tc3 = 16.7meV，µf = −0.5meV，tf1 = −0.85meV，

tf2 = −0.45meV，tf3 = −0.7meV, tf4 = 0，tf5 = 0.125meV，tf6 = 0，tf7 =

0.15meV，V0 = 3.0meV和V1 = 7.0meV。

利用这一色散关系，我们首先查看了CeCoIn5的费米面结构及相应的费米速

度分布，如图3.5所示。从费米速度分布上看，CeCoIn5有一个大的“重”费米

面和一个小的“轻”费米面。由于理论和实验都支持dx2−y2波对称性
[157,158]，对

应以反铁磁波矢Q = (π, π, π)方向上的“重”费米面嵌套图像，我们在后面的研

究中，为简化处理，只考虑“重”费米面。

3.3.2 Eliashberg理理理论论论框框框架架架

基于自旋涨落机制，考虑低温下自旋涨落Sq与巡游重电子的自旋耦合gSq ·
s−q。将自旋涨落的效果积分掉后，可以得到相应的由量子临界涨落诱导的巡游

重电子之间的有效相互作用，其相互作用的作用量可表示为

Sint = −g
2

2

∑
q

∫ β

0

∫ β

0

dτdτ ′χ (q, τ − τ ′) sq (τ) · s−q (τ
′) , (3.10)
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图 3.5: CeCoIn5的费米面及费米速度分布
[26]：（a）“重”电子费米面；（b）“轻”

空穴费米面。其中颜色标记费米速度的大小。

其中sq = 1
2

∑
k,α,β c

†
kασαβckβ 表示巡游重电子的自旋密度，χ (q, τ − τ ′) 表示自

旋涨落的动力学磁化率。

将磁化率取成前文提到过的唯象MMP形式，

χ (q, ω) =
χ0

1 + ξ2 (q −Q)2 − iω/ωsf

, (3.11)

对应的参数选取相应的实验值：反铁磁关联长度ξ = 9.6± 1.0Å，反铁磁特征频

率ωsf = 0.3 ± 0.15meV。χ0为静态磁化率，与后文中的g
2
eff 组合成一块，构成

可调参数。

利用上一章提到的Eliashberg理论框架，我们可以得到如下的Eliashberg方

程组

iωn [1− Z (k, iωn)] = − 1

β

∑
k′,iωm

iωmZ (k′, iωm)Vk,k′ (iωn − iωm)

ω2
mZ

2 (k′, iωm) + ξ2k′ +∆2 (k′, iωm)
, (3.12)

Z (k, iωn)∆ (k, iωn) = − 1

β

∑
k′,iωm

Z (k′, iωm)∆ (k′, iωm)Vk,k′ (iωn − iωm)

ω2
mZ

2 (k′, iωm) + ξ2k′ +∆2 (k′, iωm)
, (3.13)

其中ξk = ξ+k对应“重”准粒子能带，Z (k, iωn)和∆(k, iωn) 表示BdG准粒子的

重整化函数和超导能隙函数。由于考虑的是自旋单态配对，Vk,k′ (iωn − iωm)在

动量空间具有偶宇称的性质，即，

Vk,k′ (iωn − iωm) = g2eff [χ(k − k′, iωn − iωm) + χ(k + k′, iωn − iωm)] , (3.14)

其中g2eff = 3g2

16
。

在数值上求解Eliahsberg方程组时，既为数值求解的考虑，又为获取相关的

物理信息的考虑，我们将方程的求解分成了两部分：先是在弱耦合近似下得到

超导的动量分布，然后在此基础上在频率空间中求解超导转变温度。
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3.3.3 超超超导导导配配配对对对对对对称称称性性性分分分析析析

无论从理论上还是实验上，CeCoIn5的超导对称性都被认为是dx2−y2波

对称性。在已知能带结构的基础上，为得到相应的具体能隙结构，我们

将Eliashberg方程组约化为动量依赖的情形。

由于相互作用的频率部分对超导能隙的动量分布影响不大，即我们可

以考虑弱耦合近似。取Z (k, iωn) = 1，忽略能隙方程中的频率依赖，即：

令∆(k, iωn) ≈ ∆(k, iπT ) = ψk，Vk,k′ (iωn − iωm) ≈ Vk,k′ (0) = Vk,k′，则能隙

方程可约化为

ψk = − 1

β

∑
k′,iωm

ψk′

ω2
m + E2

k′
Vk,k′ = −

∑
k′

Vk,k′ψk′
1

β

∑
iωm

1

ω2
m + E2

k′

= −
∑
k′

Vk,k′ψk′

tanh
(

βEk′
2

)
2Ek′

,

(3.15)

其中对频率的求和使用了泊松求和公式。可以看到，方程回到了推广的BCS平

均场情形。当T → 0 时，ψk → 0，Ek → |ξk|，能隙方程可进行线性化处理，并
在将k点限制在费米面附近后，可以约化为如下本征值方程

λψk = −
∮
FS

dk′

(2π)2 υk′F
Vk,k′ψk′ . (3.16)

对角化等式右边的本征矩阵得到的本征值λ最大的解，即为对应的超导解。

我们取参数g2effχ0 = 70(meV)，对方程（3.16）进行了计算。在取化学式变

化δµ = 0 时，得到的λ最大的四个解如图3.6（a）- （d）所示。可以看到，本征

值最大的四个解分别对应：λ = 2.30（dx2−y2 波，B1g）、λ = 1.24（g 波,A2g）、

λ = 1.24（扩展的s 波,A1g）和λ = 0.60 （dxy波,B2g）。得到的超导对应dx2−y2 波

对称性，与之前的实验和理论符合。同时，费米面上通过(π, π) 方向连接的k点

的超导能隙值符号相反，也与中子散射在超导态中看到自旋共振模式这一现象

吻合。

为了研究得到的这一超导对称性是否稳定，我们调节化学式变化（Ek →
Ek + δµ），并探究了费米面结构对超导对称性的影响。得到的结果如图3.6

（e）所示。可以看到，在很大的参数空间范围内（−1.27meV< δµ < 2meV），

超导都保持dx2−y2波对称性。在δµ 很大（0.5meV< δµ < 2meV）时，次要的g

波解也相对变强，直到与dx2−y2 波发生近简并。在−1.0meV< δµ < 0meV 之

间时，λ 出现了一个凸起的峰状结构，对比费米面结构的变化发现，这是由

于δµ ≈ −0.79meV 处发生了Lifshitz相变，费米面拓扑发生改变所致。在相变

点附近，态密度增强，导致超导能隙方程的本征值也受到极大的增强。而

在δµ < −1.27meV 时，费米面结构不再有利于形成dx2−y2 波，体系变成了扩展

的s波占主导。其中，B1g曲线在δµ ≈ −1.27meV 时发生了明显的转折，这是由

于在所有的本征解中，最大的dx2−y2波解与次要的波在此时发生了连续过渡而导

致的。为显示清晰，图中次要的B1g曲线没有显示出来。这一过渡现象，我们在

下一章对CeCu2Si2 的对称性进行分析时可以更清晰地看到。
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图 3.6: CeCoIn5的超导配对对称性分析和本征值λ随化学势变化δµ的演

化 [26]。（a）- （d）δµ = 0 时λ 最大的4个不同表示的解。

3.3.4 超超超导导导转转转变变变温温温度度度的的的标标标度度度行行行为为为分分分析析析

在得到超导能隙结构之后，我们回到Eliashberg方程组，进一步求解超导转

变温度Tc。方程（3.12）和（3.13）在将k点限制在费米面附近后，得到的方程

组如下

Z (k, iωn) = 1 +
1

βωn

∮
FS

dk′
//

(2π)3 υk′
F

∑
iωm

sgn (ωm)Vk,k′ (iωn − iωm) , (3.17)

Z (k, iωn)∆ (k, iωn) = − 1

β

∮
FS

dk′
//

(2π)3 υk′
F

∑
iωm

Vk,k′ (iωn − iωm)

|ωm|
∆(k′, iωm) .

(3.18)

然后，我们假设∆(k, iωn) = ψk∆̃(iωn)，将上一小节得到的能隙结构的动量

分布作为输入，在等式（3.13）两边同时乘上ψk后，对费米面积分，得到，

∆̃(iωn)Z̃ (iωn) =
∑
iωm

K (iωn − iωm)

|ωm|
∆̃(iωm) (iωm) , (3.19)

其中

Z̃ (iωn) =

∮
FS

dk//

(2π)3υkF
Z (k, iωn)ψ

2
k∮

FS

dk//

(2π)3υkF
ψ2
k

, (3.20)

K (iωn − iωm) = −

∮
FS

dk//

(2π)3υkF

∮
FS

dk′
//

(2π)3υk′
F

Vk,k′ (iωn − iωm)ψkψk′∮
FS

dk//

(2π)3υkF
ψ2
k

. (3.21)

方程式（3.19）可改写为如下本征值方程∑
iωm

[
K (iωn − iωm)− |ωn| Z̃ (iωn) δn,m

] ∆̃(iωm) (iωm)

|ωm|
= 0. (3.22)
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(a) (b)

( )2

0 500 meVeffg c =
'
l m

a x

'
l

st1

nd2

rd3

th4

( )2

0 500 meVeffg c =

( )2

0 300 meVeffg c =

( )2

0 200 meVeffg c =

( )2

0 100 meVeffg c =

 (K)T  (K)T

图 3.7: 本征值λ′随温度的演化。（a）g2effχ0 = 500时最大的4个本征值的演

化；（b）给定不同g2effχ0时的最大本征值。数据来自文献
[26]。

通过调节参数如g2effχ0和T，对角化上式中的本征矩阵，得到最大本征值λ
′
max穿

过0时的解，此时的参数对应的温度即为超导转变温度Tc。

首先，我们选取固定参数g2effχ0 = 500(meV)，来看本征值随温度的演化。

如图3.7（a）所示，最大本征值随温度呈现单调递减行为，λ′max在T ≈ 2.3K时

通过零点，且在T → 0 时趋于发散，符合预期。然后，我们选取不同g2effχ0，提

取其中的最大本征值随温度的演化，得到的结果如图3.7（b）所示。可以看到，

λ′max(T )与λ
′
max=0的交点随着参数g2effχ0 增大而右移，表明超导Tc随g

2
effχ0增大

而升高。在选取不同ωsf 的值时，得到的Tc随g
2
effχ0的增长行为如图3.8（b）所

示。可见，Tc随g
2
effχ0呈现非线性增长的行为。

然后，我们再引入参数ωsf的变化，得到的Tc严格正比于ωsf，如图3.8 （a）

所示。由于Tsf = (ξ/a)2ωsf，说明Tc与Tsf呈正比关系。
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图 3.8: Tc的标度行为。（a）给定g2effχ0时Tc随ωsf的演化；（b）给定ωsf 时Tc

随g2effχ0 的演化；（c）Tc的标度关系拟合。数据来自文献
[26]。

在将上述结果汇总后，我们考虑了对Tc与各物理量之间标度关系的拟合。

考虑到P. Monthoux和D. Pines利用唯象自旋涨落机制对铜氧化物超导的模型计
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算研究结果 [136]，我们参考了类似的标度关系形式，

Tc = ATsfexp

(
− 1

BNFgeff

)
, (3.23)

其中A，B为拟合系数。给出的拟合结果如图3.8（c）所示。可以看到，拟合结

果与上述标度关系基本符合，表明了这一标度关系的有效性。

比较式（3.23）与二流体理论得到的式（3.5），我们可以发现这两者有着

非常相似的形式。再对比其中物理量的含义，我们发现：Tsf是表征自旋涨落

的特征温度，与体系中的磁交换系数有着紧密的联系；而T ∗是有着RKKY起

源的重费米子特征温度，本质上也来源于体系中近邻格点的磁交换耦合。所

以，Tsf和T
∗ 本质上有着天然的联系。而geff反映的是准粒子与自旋涨落的有

效耦合强度，不同于P. Monthoux等人在弱耦合计算得到的Tc 与g
2
effχ0的标度

关系 [134,135]。强耦合情形下Tc与geff构成式（3.23）的标度关系，表明二流体

类BCS-Tc公式中的有效配对相互作用Veff ∝ geff。

所以，我们的结果表明二流体唯象理论提出的类BCS-Tc公式具有相应微观

物理对应。这既为重费米子超导的微观机理提供了一个唯象的图像，又为二流

体图像的微观理论建立也提供了一个微观的支撑。

3.4 小结

在这一章中，我们首先介绍了理解重费米子超导的一个唯象理论框架。通

过分析理论上理解重费米子超导的困难，我们提出，结合实际材料的电子结构

特征和唯象的超导配对相互作用，在强耦合Eliashberg理论的框架下去研究超

导的性质。然后，重费米子二流体唯象理论为描述重电子的演化和低温竞争序

提供了一个简单清晰的图像。我们以二流体理论提出的唯象类BCS-公式为切

入点，利用我们提到的唯象理论框架对CeCoIn5进行了研究。通过Eliashberg计

算表明，自旋涨落机制下Tc满足一定的标度关系，而这一关系的形式与唯象

类BCS-Tc公式形式一致。这一结果为重费米子二流体唯象理论提供了一个微观

支撑。
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第第第四四四章章章 CeCu2Si2的的的超超超导导导配配配对对对对对对称称称性性性研研研究究究

CeCu2Si2是最早发现的重费米子超导体
[55]，研究至今已有三十多年的历

史。跟其他许多重费米子超导体一样，这一材料中的超导微观机理尤其是超导

配对对称性至今仍未形成定论。早期实验和理论都认为CeCu2Si2 在常压下的超

导是有节点的d 波对称性，但最近几年来的实验进展都表明，其超导具有无节

点的性质。在本章我们针对这一问题，通过研究CeCu2Si2 的能带结构，构建了

唯象的两带Eliahsberg 理论，利用数值计算研究了CeCu2Si2可能的超导对称性。

结果发现，当带间配对相互作用很强时，能得到无节点的s± 波对称性，这对目

前实验上的争议提供了新的指导意义。同时，我们分析了CeCu2Si2中存在较强

带间配对相互作用的可能原因及其对配对机制的启示。

4.1 CeCu2Si2的基本性质

CeCu2Si2具有体心四方晶体结构（点群：D4h，空间群：I4/mmm），如图

4.1(a) 所示。根据实验室制备样品的成分比例与严格化学配比1:2:2的细微差异，

CeCu2Si2可分为三种类型
[27]：A 型（轻微的Si 过剩）、S 型（轻微的Cu 过剩

或Si 过少）和A/S 型（介于两者之间）。不同类型样品中导带电子与局域磁矩间

的有效耦合强度不同，会得到不同的基态，如图 4.1(b)所示。A 型样品在低温

下表现出反铁磁基态（TN ≈ 0.8K），中子散射实验表明，该反铁磁具有非公度

性，有序波矢为Q ≈ (0.215, 0.215, 0.53) [159]，符合基于费米面嵌套的自旋密度波

理论预言。S 型样品在低温下呈现出超导基态（Tc ≈ 0.6K）。而耦合强度介于两

者之间的A/S 型样品，在低温下会存在反铁磁到超导的一阶相变，与其他许多

重费米子超导体中超导与反铁磁能微观共存的行为不一样，此处超导与反铁磁

相互排斥，这一现象目前仍缺乏相关的微观解释。

如图4.1（b）所示，CeCu2Si2的超导出现在反铁磁量子临界点附近，其超

导被认为与反铁磁涨落有着重要关联。低温下处于正常态的CeCu2Si2，其电子

比热系数随温度的变化：C/T ∝ γ0 − α
√
T。以及在上临界磁场之下时，电阻率

随温度的演化满足：∆ρ ∝ T 1.5，这些实验都与常规的三维自旋密度波（SDW）

量子临界理论预言一致 [160]。O. Stockert 等人对S型CeCu2Si2样品进行了中子散

射的研究，发现体系在进入超导态时会产生一个自旋能隙（如图 4.2(a)），同时

形成一个自旋共振峰，他们推断CeCu2Si2 中超导可能源自反铁磁量子临界涨

落 [27]。

除此之外，在高压下CeCu2Si2也表现出奇异的超导行为。如图 4.2(b) 所示，

随着压强的增加，体系远离反铁磁量子临界点，在2∼4GPa附近出现第二个超导

区域 [28]，这一区域的超导被认为跟Ce 的价态不稳定性有关 [151,161]，也有理论预

言是轨道涨落在起作用 [36]，目前还存在争议。

在很长一段时间里，CeCu2Si2的超导都被认为是有节点的d波对称性。在

早期的核磁共振实验中，观测到的奈特位移（Knight Shift）信号在超导转变温
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(a) (b)

图 4.1: （a）CeCu2Si2的晶体结构（晶格参数为：a = 4.1Å，c = 9.9Å）；（b）量

子临界点（QCP）附近的有效耦合常数（g）- 温度（T）相图。图中列出了不

同类型的CeCu2Si2 样品在相图中的对应位置。其中AF 表示反铁磁，SC 表示超

导，PM 表示顺磁，TN、Tc分别表示AF和SC 的转变温度。图片来自文献 [27]。

度Tc 以下出现明显的下降
[162]，表明超导对磁的响应很敏感，暗示着超导具有

自旋单态配对的性质。

一般认为超导能隙的节点性质与态密度有着密切的关联，而众多物理量

如比热、自旋晶格弛豫率、伦敦穿透深度等都正比于态密度，因此在超导态下

测量并分析这些物理量随温度的依赖行为成为获得能隙结构信息的重要手段。

早期的比热测量和核磁共振实验发现 [29,30,86,87]，CeCu2Si2在进入超导态后，比

热系数（C/T）近似正比于T （如图 4.3(a)） [29,86]，自旋晶格弛豫率1/T1近似

正比于T 3 （如图 4.3(b)），在Tc 附近也没有看到相干峰
[30,87]，这些都跟有节点

的d 波超导的理论预言一致。针对具体材料的重整化能带理论计算 [32,159]，说

明CeCu2Si2 中的重电子费米面在沿着反铁磁有序波矢Q = (0.215, 0.215, 0.53)方

向有明显的嵌套行为，进一步的计算得到了dx2−y2 波超导配对
[163]。而在转角分

辨的上临界场的测量中，拟合结果表明dxy 波超导更合适
[164]。

然而，最近几年来，随着实验技术水平的提高，实验能得到更高质量

的CeCu2Si2 单晶样品，也能进行更低温下的实验测量，这为重费米子的研究

也带来了新的契机。2014年时，日本的研究小组利用转角比热技术测量了高质

量的S 型CeCu2Si2 样品，意外的是，他们发现测得的比热数据在极低温时（几

十mK）随T 的变化不再是幂数型依赖，而是指数型依赖（如图 4.4(a)） [31]。进

一步的研究看到，比热系数C/T 在极低温下随磁场的依赖成线性依赖，且与

探测方向无关。这两点都表明，CeCu2Si2的超导始终具有有限的超导能隙，即

能隙函数无节点。这一发现完全颠覆了传统的观点，使重费米子超导体尤其

是CeCu2Si2的研究重新得到重视。同时，他们利用两带s波能隙函数拟合了实验

数据，给出能隙大小的比值约为2.6。这一两能隙的超导特征在之后的扫描隧道

显微镜（STM）实验中被观测到 [165]，得到的能隙比值也很接近。
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(b)(a)

图 4.2: （a）中子散射实验得到的在0.07K下CeCu2Si2处于超导态（B=0）与正

常态（B=2T）时的磁响应行为比较 [27]；（b）CeCu2(Si1−xGex)2 的压力-温度相

图 [28]。

随后的几年里，不同的研究小组分别从比热、伦敦穿透深度、热导等方

面对CeCu2Si2 进行了更精细的测量，结果都表明超导能隙具有无节点的特

征 [31,38,39,88,166]。但是，他们的实验拟合给出了不同的超导配对对称性的预言，

如：s±对称性 [31,88]、s++ 对称性 [39,166]，甚至奇异的‘d + d’波对称性 [38]。但

这些都只是实验数据的拟合，缺乏足够的理论支撑。

而理论上，在早期大家都认可CeCu2Si2超导具有线节点行为时，RPA理论

计算得到的dx2−y2波一直很受青睐。这一对称性，可以利用准二维的重电子费米

面内沿着SDW波矢的嵌套行为来解释。但是，在发现超导能隙无节点后，d波

明显实效。H. Ikeda研究小组利用DFT+U得到CeCu2Si2的电子结构后，分别利

用二阶微扰论和RPA方法研究了超导性质，发现两种情形分别对应给出有节点

的s±波和dx2−y2波。但是，这一结论依然无法很好地解释实验行为。

我们以上述背景为动机，对CeCu2Si2的超导对称性展开了唯象理论的探索，

下面我们具体介绍相关工作。

4.2 能带结构计算

理解具体材料的能带结构特征和费米面拓扑性质，对于超导的性质研究也

至关重要。由于重费米子体系的复杂性、较低的特征能标以及高单晶样品生长

的困难，目前实验上CeCu2Si2 还没有相关的量子振荡测量和角分辨光电子能谱

的实验数据。仅有的de Haas–van Alphen测量 [167]和正电子湮灭技术测量 [168]给

出的数据都没有办法解释。

理论上，早在上世纪八九十年代，就有相关的研究小组对CeCu2Si2进行

了第一性原理的能带结构计算 [169–171]。由于当时方法的局限性，理论上只是

单纯地利用局域密度近似(Local density approximation, LDA)或广义密度近似

（Generalized gradient approximation, GGA）将f 电子视为局域态或巡游态进行

处理，没考虑f轨道较强的在位库仑排斥相互作用。另一个问题是，由此得到
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(a) (b)

图 4.3: （a）CeCu2Si2的电子比热系数在不同磁场下随温度的演化
[29]；（b）核

磁共振实验测得CeCu2Si2 的自旋晶格弛豫率1/T1 在不同压力下随温度的演

化 [30]

(a) (b)

图 4.4: （a）CeCu2Si2比热系数在不同磁场下随温度的演化
[31]；（b）在磁场沿

不同方向时，比热系数分别在0.2K，0.1K和0.06K时的磁场依赖行为，其中黑色

的直线是标记正比于H 的拟合，插图反映了比热系数在磁场沿着方位角ϕ 旋转

时的变化 [31]

的能带电子有效质量只是自由电子质量的6 倍，无法解释比热系数很大的事

实 [171]。

在考虑到重费米子体系中复杂性后，德国物理学家G. Zwicknagl等人结合密

度泛函理论计算，从散射理论的角度考虑了Kondo 晶格中共振相移对能带的重

整化效应，发展出了重整化能带理论（Renormalized band theory） [172]。他们

得到的两个费米面结构如图 4.5 所示 [32]：从图中可以看到，电子型费米面具有

准二维的性质，呈现管状的特征，对应能带的有效质量可以达到自由电子质量

的500 倍；空穴型费米面具有三维多联通的复杂结构，对应能带的有效质量只

有自由电子质量的5 倍。从结果来看，他们认为得到的“重”电子费米面能够

解释比热系数大的数据，而‘轻’空穴费米面的角度依赖与dHvA实验相符。最

近日本物理学家H. Ikeda 等人在LDA 计算的基础上，将f 电子间的库仑相互作

用做了Hatree-Fock 近似的处理（类似于LDA+U 的方法），也给出了类似的费
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(a) 电子型费米面 (b) 空穴型费米面

图 4.5: 重整化能带理论计算得到的CeCu2Si2的两个费米面：（a）电子型费米

面；（b）空穴型费米面。图片来自文献 [32]。

米面拓扑结构 [34]。

为了进行超导性质的研究，我们首先对CeCu2Si2进行了局域密度近似

（LDA）计算。计算使用了WIEN2K 程序包，采用了包含自旋- 轨道耦合时

的全势能缀加平面波加局域轨道方法（APW-LO），并使用了Perdew-Burke-

Ernzerhof型的交换关联泛函形式。选取了CeCu2Si2的实际晶格参数（如图 4.1）：

Ce、Cu和Si的muffin-tin 半径的选取与文献 [34]一致。得到的LDA 情形下的能带

如图 4.6所示。从能带图上可以看到，有三条带穿过费米能级EF，其中费米能

级附近的电子主要由Ce 原子贡献，这一点在分波态密度图上也可以看到。将穿

过EF 的能级提取出来，给出的费米面如图 4.7 所示。在Z点附近的空穴型费米

面由一个小的碗状和一个大的方形沟槽状费米面组成，在Γ 点附近包围着两个

电子型费米面，大的呈四方体状，小的呈针状。除了电子型针状小费米面，电

子型费米面与空穴型费米面上的费米速度分布在同一量级上，都为105 m/s量

级，有效质量都不够大。正如前文提到过的，由于LDA 计算没有考虑f 电子间

的库仑排斥相互作用，无法解释CeCu2Si2 中的重电子的行为。

为此，我们取f电子的在位库仑相互作用U = 5eV，进行了LDA+U的计算，

得到的能带结构图如图4.8所示。此时，存在两条能带穿过费米面，可以看到，

费米能级附近主要是Ce 的f 电子占主导。其中在X 点、P点附近存在一条平坦

的能带穿过EF，对应电子型费米面；而在N 点附近存在一个空穴型费米面。这

两个费米面及其费米速度的分布如图4.8(b) 所示。可以看到，电子型费米面在X

点附近存在一个波浪形的准二维费米面，在Γ 点周围环绕着一个小圆环面，而

空穴型费米面张成一个多连通的复杂曲面。对比这两种费米面上的费米速度可

以发现，电子型费米面的有效质量可以达到空穴型费米面的90倍左右。我们得

到的结果与文献也是定性一致的 [32,34]。

4.3 两带Eliashberg理论

在上述能带结构的基础上，我们考虑一个唯象的两带超导配对模型，来研

究超导的性质。在量子临界涨落诱导超导配对的图像下，有效电子-电子相互作

用的作用量在多带的情形下可以唯象地写为
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图 4.6: CeCu2Si2在LDA计算下得到的能带结构图和分波态密度。其中右图中的

插图给出了CeCu2Si2 的布里渊区及其高对称点的分布。

Sint = 1
2

∑
iωn,iωm

∑
k,k′,µ,ν,λ,ρ V

µνλρ(k− k′, iωn − iωm)c
†
kµσc

†
kµσ̄ckλσ̄ckρσ, (4.1)

由于我们并不考虑带间跃迁的格林函数（即，µ ̸= ν时，
⟨
c†kµσckνσ

⟩
= 0，⟨

c†kµσc
†
−kνσ̄

⟩
= 0），我们在建立Eliashberg理论时，跟之前的单带情形类似。得

到的两带Eliasherg方程组如下：

Zµ (k, iωn) = 1 +
πT

ωn

∑
ν,m

∫
FSν

dk′
∥

(2π)3vk′
F

sgn (ωm)

× V µν (k− k′, iωn − iωm) , (4.2)

λϕµ (k, iωn) = −πT
∑
ν,m

∫
FSν

dk′
∥

(2π)3vk′
F

ϕν (k
′, iωm)

× V µν (k− k′, iωn − iωm)

|ωmZν (k′, iωm)|
, (4.3)

其中ϕ为反常自能，与超导能隙函数的关系为：∆ = ϕ/Z。在线性化的形式下，

求解上述能隙方程是一个求解矩阵对角化的问题，λ即为对应的本征值。所以，

我们引入λ（当T → Tc时，λ → 1）后，只需要对角化并找到本征值最大的解，

即能给出超导能隙结构的动量分布。
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空穴型费米面 电子型费米面-1 电子型费米面-2

图 4.7: CeCu2Si2在LDA计算下得到的费米面拓扑结构

我们将V µν(q, iνn) 取成如下唯象的形式，

V µν(q, iνn) =
V µν
0

1 + ξ2(q −QAF)2 + |νn|/ωsf

. (4.4)

这其中，V µν在µ = ν和µ ̸= ν时，分别对应配对电子的带内散射过程和带间散射

过程，如图4.9所示。

4.4 数值结果

根据上两节的讨论，我们得到了CeCu2Si2的电子结构，推导了描述电子重

整化和配对的Eliashberg 方程组。我们接下来考虑CeCu2Si2的实验参数，将此

作为输入去研究超导的行为。

根据中子散射的实验结果 [27]，S型CeCu2Si2样品在反铁磁波矢附近有很强

的量子临界涨落，我们取Q = (0.215, 0.215, 0.53)，量子临界涨落的关联长度

为ξ ≈ 25Å，特征能量尺度（磁性费米能）为Tsf ≈ 1.5meV，对应的特征自旋涨

落能ωsf = Tsf/ (ξ/a)
2 ≈ 0.04meV。

为了研究超导的配对对称性，我们只考虑能隙函数的最低频率依赖。

取∆(k, iωn) = ∆(k, iπTc) = ∆(k), 在LDA+U 情形下将整个布里渊区离散

成47×47×47个网格k点（LDA情形选取53×53×53 个网格k 点）进行计算。下

面分别对LDA 和LDA+U 情形下的超导性质进行对比研究。

4.4.1 超超超导导导配配配对对对对对对称称称性性性的的的演演演化化化

计算过程中由于最终决定超导性质的主要是V µν
0 的相对大小，而非绝对大

小，所以我们固定V 22
0 ，定义r

11 = V 11
0 /V 22

0 和r
12 = V 12

0 /V 22
0 。通过改变比值r

11

和r12 的大小，我们可以计算线性化的能隙方程中本征矩阵的最大几个本征值的

演化，从而得到对应不同超导对称性的演化规律。

图 4.10是LDA+U情形下计算得到的最大的三个本征解对应本征值随r11及r12

的变化。可以看到，本征值最大的解总是A1g或B1g。在图 4.10 （a）和（c）

中，我们固定r11，可以看到最大本征值λ总是随r12的增加而增加，证明带间

配对相互作用总能够提高Tc，与之前的文献结论一致。同时，在r
11 比较小
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电子型费米面

空穴型费米面

(a) (b)

图 4.8: CeCu2Si2在LDA+U计算下结果：（a）能带图，其中不同颜色的线段标

记不同的轨道，线的厚度表示轨道的态密度的相对大小；（b）穿过EF 的两条带

对应的费米面结构图，其中颜色表示费米速度的大小。数据来自文献 [33]。

（r11 = 0.06）时，A1g始终占主导；但当r
11足够大（r11 = 0.1）时，B1g曲线的

相对位置上升，与最大的A1g曲线相交，在一定程度上表明增加r
11 会使B1g解更

容易出现。这一A1g 到B1g的相变在图 4.10 （c）中可以清晰地看到。但是，与

前面情况相反地是，在图 4.10（d）中，我们看到，当r12 足够大（r12=1.5）时，

随着r11 的增加，B1g解跟前文叙述一致，一直受到促进增强；但A1g却会先受到

抑制，直到B1g 超过A1g时才开始继续增加。

进一步分析其中最大的三个本征解的对称性性质，我们发现得到的两

个A1g曲线都存在有节点的解和无节点的解的混合，如图 4.10中的橙色倒三角标

记和蓝色圆点标记所示。同时，在图 4.10（a）（c）（d）中也可以看到这两个解

之间存在明显的转变，这在图 4.10（c）中的内插图中能尤其地体现出来。由于

这两个解具有相同的晶格点群对称性，它们之间可以混合，而且相互转变不是

直接的相变过程，而是连续的过渡。注意，图中次要的A1g 曲线（黄线）中都

有一段无任何标记，虽然它也是有节点的，但是物理上不对应前文提到的有节

点的解和无节点的解，在此不作具体讨论。

为了更清晰地看到其中超导能隙结构的变化，我们选取了图 4.10（c）

对应r11 = 0.1的计算数据，然后可视化了r12取三个不同值时最大本征值对

应的本征矢量g(k)在费米面上的分布（对应可能的超导能隙结构分布），如

图 4.11所示。当r12较小（r12=0.3）时，得到的超导解对应B1g表示，从图 4.11

（a）中g(k)沿方位角φ和θ 的变化，可以看到超导具有明显的四重对称性，并

在φ = π/4 和kx = ky 处具有明显的线节点行为，为dx2−y2 波对称性。这一结

果跟重电子费米面内的嵌套导致的超导行为一致 [34,163]。随着r12 的增加，发
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(a) (b)带内配对相互作用 带间配对相互作用

kx

ky

(-k,↓)
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(k ,↑)

(-k ,↓)

(k,↑) '
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(k,↑)
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(-k ,↓)'
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图 4.9: 配对电子在带间和带内之间的散射示意图 [33]：（a）带间配对相互作

用；（b）带内配对相互作用。

生B1g到A1g的相变，如图 4.10 （c）中的内插图所示。当r12=0.6 时，我们得到

有节点的A1g 解，对应为有节点的s波超导，如图 4.11（b）所示，从g(k) 沿φ

和θ 的变化也可以看到超导明显具有节点性质。这一结果跟H. Ikeda组得到的

环形节点的s± 波类似 [34]。再进一步增加r12，体系超导从有节点的s 波向无节

点的A1g 解过渡。如图 4.11 （c）所示，当r12=1.0 时，得到的超导具有无节点

的s± 波对称性。从g(k) 的角分布也可以看到，超导在电子型费米面和空穴型费

米面之间具有相反的符号，且沿角度变化较小，与零点也没有交点。而且，我

们进一步估算发现，两能隙的比值将近为3，这跟实验得到的能隙比值也基本接

近。

4.4.2 超超超导导导相相相图图图及及及配配配对对对机机机理理理分分分析析析

根据不同参数条件下得到的超导对称性的演化，我们可以将以上计算结果

总结到图 4.12 所示的超导相图中。从相图中可以看到，主要存在三种超导对称

性：dx2−y2波，有节点的s 波和无节点的s
± 波。当r12 较小、r11 足够大时，此

时超导主要由重电子费米面上的电子贡献产生，这时重电子费米面内的嵌套导

致dx2−y2 波超导的产生（红色区域）。而当r
11非常小、r12也不足够大时，这时

对超导的贡献主要来源于空穴型费米面。可以看到，空穴型费米面倾向于形成

有节点的s 波超导（黄绿色区域）。但是，当r12 足够大时，电子型费米面与空

穴型费米面之间的配对散射占主导，诱导了无节点的s±波超导。值得注意的是，

此时得到的s±波超导，其无节点的性质不是偶然的（accidental），而是较强带

间相互作用最小化库仑能后的结果 [173,174]。

根据我们得到的结果，并与之前的理论计算进行比较，如图 4.13所示，我

们得到的dx2−y2 波与有节点的s 波都与H. Ikeda小组得到的dx2−y2波与环形节点

的s± 波相似 [34]，包括我们得到的有节点的s 波也同样在重电子费米面存在环形

节点。而除此之外，我们还得到了一种之前理论没有得到过的超导对称性――

s± 波，同时这一结果在费米面上又是无节点的，这有可能解释最近实验上的许

多争议。同时需要注意的是，正如我们前面讨论的，这一无节点的s± 波跟有节
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图 4.10: 最大三个本征解的本征值λ随r11或r12的演化 [33]。横轴的坐标显示采

用了对数坐标系。图（a)和（c）分别表示r11 = 0.060.1 时λ随r12的变化；图

（b）和图（d）分别表示r12 = 0.31.5 时λ随r11 的变化。其中A1g （红线和黄线）

和B1g（绿线）分别表示D4h群的不可约表示。从图中可以看到，有两个本征解

同时属于A1g 表示，且每条A1g曲线上同时存在有节点的解（橙色倒三角标记）

和无节点的解（蓝色原点标记）的混合。这两个解由于具有相同对称性，它们

之间的转变不存在明显的相变，而是连续过渡的，如图（c）中的内插图。

点的s 波有着完全不同的物理起源。下面，我们将具体分析这一无节点的s± 波

对称性与实验的比较及对CeCu2Si2 超导配对机理的启示。

4.5 s±波超导对称性的分析

s±波超导在铁基超导中可能比较常见，但在重费米子超导中提出这一理论

图像，CeCu2Si2 还是第一例。我们得到的这一结果，虽然无节点的性质与实验

吻合，但是得到它需要较强的带间配对相互作用，这在CeCu2Si2中是否可能，

以及这一结果跟许多其他实验是否吻合，本文接下来将具体分析这两个问题。

4.5.1 较较较强强强的的的带带带间间间配配配对对对相相相互互互作作作用用用的的的可可可能能能来来来源源源及及及分分分析析析

在CeCu2Si2的能带结构中，如果我们仔细观察，如图 4.14所示，可以发现

我们得到的穿过费米能级的两条带是杂化后形成的。在图 4.8（a）展示的胖能

带中，我们也可以看到两条能带具有明显的f 轨道特征，而空穴型能带上也存在

少量Ce的d电子等导带电子的特征。这表明，费米能级附近的两条带都是由f电

子和导带电子杂化形成的杂化能带，而杂化能带上f电子权重占主导。由于同时
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图 4.11: LDA+U情形下取r11 = 0.15时三种典型的超导能隙结构（g(k)）在费

米面上的分布及其在确定截面下沿方位角（φ）和极向角（θ）的分布 [33]。（a）

r12 = 0.3时对应的dx2−y2波超导；（b）r12 = 0.6时对应的有节点的s波超导；（c）

r12 = 1.0时对应的无节点的s±波超导。其中彩条表示g(k)的大小（为显示鲜明，

每个g(k)都已按其最大值进行了归一化）。我们选取了kz = 1.64π/c 平面展示

了g(k)沿方位角φ 的依赖，选取了电子型费米面（对应能带1）在kx = ky 平面

和空穴型费米面（对应能带2）在kx = 0平面内g(k)沿极向角θ 的依赖。为简明

清晰，电子型费米面在Γ 附近的小环形费米面和空穴型费米面在Z点周围的四个

非常小的费米面上的g(k)分布没有显示出来。

具有f 轨道特征，这使得由f轨道涨落导致较强的带间配对相互作用成为可能。

为此，我们需要更进一步地分析CeCu2Si2中f电子的轨道特征。CeCu2Si2

中Ce带+3 价，含有1 个f电子。根据f 电子的自旋轨道耦合效应，L = 4，S =

1/2，总角动量j = 5/2或7/2。如图 4.15所示。根据洪特规则（Hund’s rule），六

重简并的j = 5/2轨道的能级比八重简并的j = 7/2轨道的能级要低，在CeCu2Si2

中存在将近300meV（∼3000K）的能级差。考虑到晶体场效应，j = 5/2轨道

在D4h群下进一步进行劈裂，形成两两简并的晶体场轨道：Γ1
7、Γ6和Γ2

7。其表达

式如下：

Γ1
7 = α

∣∣∣∣±5

2

⟩
+
√
1− α2

∣∣∣∣∓3

2

⟩
, (4.5a)

Γ6 =

∣∣∣∣±1

2

⟩
, (4.5b)

Γ2
7 =

√
1− α2

∣∣∣∣±5

2

⟩
− α

∣∣∣∣∓3

2

⟩
, (4.5c)

其中α是材料依赖的系数，不同温度下α系数及轨道的占据可能都会不一样。
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图 4.12: 理论计算得到的CeCu2Si2超导相图
[33]。横轴和纵轴反映了带间和带内

配对相互作用的相对大小，坐标显示都采用了对数坐标系。彩条表示最大的A1g

解和B1g解的本征值的比值。相图分成三个区域：dx2−y2 波超导，有节点的s波

超导和无节点的s±波超导。其中实线表示dx2−y2波与有节点的s 波超导之间的相

变，虚线表示有节点的s 波与无节点的s±波之间的连续过渡。内插图分别给出

三种对称性下的典型能隙结构分布。

再进一步仔细分析，我们发现之前H. Ikeda研究小组的理论结果 [34]提供

了许多关于f 电子的轨道特征的信息。他们在考虑自旋轨道耦合的基础上，

将f电子j = 5/2（jz = ±5/2,±3/2,±1/2）的轨道空间，按照jz分量的变化的

绝对大小，划分为不同阶数的多极矩（multiopole）。由于jz存在6个取值，所

以电子两两组合，得到6 × 6 = 36 个多极矩自由度，可以划分到6个不同阶数

中去：0阶――单极矩（monopole），1阶――偶极矩（dipole），2阶――四极矩

（quadrupole），3阶――八极矩（octupole），4阶――十六极矩（hexadecapole），

5阶――三十二极矩（dotriacontapole）。如算符c†+5/2c−3/2，对应一个八极矩算

符。他们在LDA+U的计算中，得到的费米能级附近的jz分量的态密度分布如

图 4.16 （a）所示，可以看到费米能级附近主要由jz = ±3/2轨道占主导，其

次是jz = ±5/2 轨道。在费米能级处，他们估算出各轨道的占据数分别为：

n(jz = ±5/2) = 0.23、n(jz = ±3/2) = 0.76和n(jz = ±1/2) = 0.02。

同时，他们做了磁化率的计算，得到的结果如图 4.16（b）所示。可以看

到磁化率的多极矩分量中，3阶分量――磁八极矩涨落占主导，其次是5阶分量

――磁三十二极矩涨落。由于八极矩主要来源于过程±3/2 ↔ ∓3/2 和±5/2 ↔
∓1/2，而三十二极矩主要对应过程±5/2 ↔ ∓5/2，这表明体系存在很强的磁

性涨落。考虑到态密度的分布，体系的涨落主要来源于jz = ±3/2轨道内涨落

和jz = ±5/2轨道内涨落。然后，在将f电子的库仑相互作用考虑进来时，他们发

现，利用二阶微扰处理得到的配对相互作用会得到有节点的s± 波，而利用RPA

方法处理得到的配对相互作用却更倾向于有节点的dx2−y2波。根据RPA的基本

公式：χRPA = χ0

1−Uχ0
，我们可以看到，在分母不发生发散的情况下，χ0越大，
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图 4.13: 我们计算得到的dx2−y2波与有节点的s波与H. Ikeda小组得到的dx2−y2 波

与环形节点的s± 波 [34]的对比。其中在有节点的s波和环形节点的s± 波中，重电

子费米面上存在的节点构成了环形节点。

χRPA 越大。由此，我们可以合理推断，在RPA处理中，磁八极矩涨落被过分

放大了，导致超导反而向远离无节点的解方向移动。而对于得到的有节点的s±

波，他们发现重电子费米面上的超导能隙振幅比空穴费米面上要大，即态密度

大的能带对应超导能隙振幅小，这是典型的带间配对相互作用占主导时的特

征 [175]。这体现了LDA+U的电子结构所具有的轨道特征是倾向于形成较强的带

间配对相互作用的。至于依然存在节点，表明了空穴型费米面对超导的重要性，

但同时也体现了带间配对相互作用还不够强，可能需要更合适的方式去处理f 电

子的库仑相互作用。

为了更进一步了解其中可能的物理机制，我们仔细分析了L. V. Pourovski-

i等人利用LDA+DMFT研究CeCu2Si2 的结果
[36]。他们从分析CeCu2Si2的晶体场

轨道出发，主要考虑以|0⟩ = a |±5/2⟩ +
√
1− a2 |∓3/2⟩、 |1⟩ = |±1/2⟩和|2⟩ =√

1− a2 |±5/2⟩−a |∓3/2⟩为基底构建的两带的周期性Anderson模型。由于|0⟩轨
道和|2⟩轨道的空间取向差异，DMFT计算发现|2⟩轨道跟导带电子之间的杂化强
度比|0⟩轨道要强。同时，他们计算了不同温度下晶体场轨道的态密度分布及占
据数随压强的变化，如图4.17 所示。从（a）图中可以看到，无论高温还是低

温，|1⟩轨道的态密度都很少，可以忽略；在温度高时费米能级附近主要由|2⟩轨
道占主导，而随着温度的降低，|0⟩ 轨道的权重开始增加，直到最终超过|2⟩轨道
并占主导。根据重费米子的形成机制，CeCu2Si2的相干温度在50K左右，在此

温度下导带电子与f轨道相干杂化形成重电子。与DMFT的结果对照来看，随着

温度的降低，CeCu2Si2中的重电子首先主要由|2⟩轨道与导带电子杂化产生，直
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图 4.14: LDA+U计算得到的穿过费米能级的两条能带的在二维平面（kz =

1.8π/c）内的杂化特征 [35]。其中α 和β 能带的费米面分别对应前文中的空穴型

费米面和电子型费米面，黑色圆圈标记出了能带杂化的特征。

图 4.15: CeCu2Si2中f电子的自旋轨道耦合和晶体场劈裂

到温度很低时，|0⟩轨道才开始慢慢变得重要。从（b）图中，我们进一步看到，

|0⟩只有在低压低温时才占主导，其他环境时都是|2⟩ 占主导，因此在压力温度相
图中，存在一个轨道占据的转变，如（b）图中的内插图所示。

在L. V. Pourovskii等人的计算中，我们同时可以看到CeCu2Si2的费米面拓

扑结构随压强的变化及对应的轨道权重的变化，如图 4.18所示。当压强很小时，

得到的两个费米面跟我们得到的费米面结构很相似：蓝色费米面对应我们得到

的空穴型费米面；而绿色费米面在压强为负时也表现出向kz方向连续延伸的趋

势，对应我们得到的重电子费米面。而随着压强的增加，绿色费米面逐渐消失，

只剩下蓝色费米面。在此过程中，轨道占据由|0⟩轨道占主导过渡到|2⟩轨道占主
导。由此，我们有理由推断，空穴型（蓝色）费米面上主要由|2⟩ 轨道占据，而
电子型（绿色）费米面主要由|0⟩ 轨道占据。由于整个压强区间空穴型费米面都
在，而CeCu2Si2的压强实验看到的是超导连续变化并在高压区增强，这样我们

可以进一步推断，CeCu2Si2中超导可能主要由空穴型上的f电子贡献产生。

在常压下，重电子费米面内存在很强的嵌套效应，但是正如实验看到的，

A/S型CeCu2Si2样品中的超导与反铁磁不存在微观共存，这一现象直到现在也

缺乏足够的微观解释。不过，这可能预示着，重电子费米面形成的SDW临界涨

落并不是形成超导的直接来源。随着压强从高到低下降，重电子费米面的产生，

这可能使得轨道间（带间）的配对涨落增强，从而诱导产生了无节点的s±波对
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(a) (b)

图 4.16: H. Ikeda小组进行LDA+U计算得到的f轨道的分波态密度和无相互作用

的磁化率 [34]。

(a) (b)

0

2

图 4.17: CeCu2Si2的态密度和轨道占据数的LDA+DMFT计算结果 [36]：（a）晶体

场轨道在不同温度下的态密度分布（零压）；（b）|0⟩ 轨道（红色圆点）和|2⟩轨
道（方形标记）在不同温度下占据数随压强的变化。其中标记从大到小依次对

应温度58K，14K和7K。内插图画出了关于相对轨道占据数的压力温度相图。

称性。

总结一下，导致较强的带间配对相互作用的来源可能有三方面因素：

• CeCu2Si2的能带具有很强的杂化特征，两条带上都主要由f轨道占主导，

这为f轨道涨落诱导出较强的带间配对相互作用提供了可能。

• H. Ikeda等人利用二阶微扰理论计算得到的环形节点的s±波超导已暗含了

其具有带间配对相互作用的特征，而RPA 处理进一步夸大了磁性涨落，

却得到了dx2−y2波超导，表明f轨道的库仑相互作用能够增强其他形式的涨

落（如轨道涨落、价态涨落），而这些涨落有可能进一步增强带间配对相

互作用。

• 根据L. V. Pourovskii等人的LDA+DMFT计算，CeCu2Si2的空穴费米面主

要由|2⟩ 轨道占主导，而电子型费米面主要由|0⟩轨道占主导。通过比较计
算得到的费米面在高压下的演化行为和CeCu2Si2 实验上超导随压强的变

化，可以推断空穴费米面对于形成CeCu2Si2的超导起到了更关键的作用。

可以预言，随着降压产生重电子费米面，体系超导发生从轨道内（空穴费
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(a) (b)

图 4.18: CeCu2Si2的费米面和态密度的LDA+DMFT计算结果 [36]：（a）在不同

压强下的费米面结构；（b）晶体场轨道在不同压强下的态密度分布（T = 7K）。

米面内）涨落诱导的超导到轨道间（空穴- 电子费米面间）涨落诱导的超

导的转变，对应着有节点的s波到无节点的s± 波的转变。

4.5.2 与与与实实实验验验的的的定定定性性性比比比较较较

实验上虽然大家都逐渐认可常压下CeCu2Si2中超导无节点的性质，但关于

其配对对称性却还是莫衷一是。但是从实验的数据拟合来看，简单的两能隙模

型能够拟合比热、自旋-晶格弛豫率和超流密度的实验数据，如图4.19所示。可

以看到，s±模型能够很好地拟合这些实验数据。

为了区分超导能隙是否存在节点的问题，我们可以从两个实验进一步获得

相关的信息。

一个是中子散射实验（如图 4.2（a）） [27]，CeCu2Si2在进入超导区域后表现

出自旋共振模（spin-resonance mode）。这一共振模式的产生通常意味着超导能

隙函数中存在符号变化，进一步支撑了s± 对称性。

另一个实验是核磁共振实验。实验测得的自旋-晶格弛豫率在Tc附近没有看

到Hebel-Slichter 相干峰，而这一点在传统的超导理论中都被认为跟超导不是无

节点的联系在一块，但在图4.19 （b）中的拟合可以看到，s++的拟合存在明显

的相干峰，而s± 的拟合中相干峰却表现地非常不明显，所以这里可能是多带的

效应使得符号相反的两能隙也能抑制相干峰。

同时，在被认为是s±波对称性的铁基超导中普遍也看到了相似的实验信号。

所以，综上所述，我们得到的s± 波超导图像是目前最有可能解释众多实验的理

论图像。

4.6 CeCu2Si2超导的其他对称性方案的分析

根据实验上CeCu2Si2超导数据的拟合，除了s
±波方案，还有人提出了(d+d)

波超导和s++ 波超导对称性。下面，我们结合微观讨论和实验数据来分析这两

种方案在CeCu2Si2 中实现的可能性。
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(a)
(b)

(c) superfluid density

specific heat

spin-la"ce relaxa#on rate

图 4.19: CeCu2Si2的比热、自旋-晶格弛豫率和超流密度实验数据在超导转变温

度以下的拟合。（a）比热跳变数据δCSC/ (γ
∗T ) + 1 的两能隙拟合 [31]；（b）归

一化的自旋-晶格弛豫率T1(Tc)/T1(T )实验数据的多模型拟合
[37]；（c）超流密

度ρs实验数据的多模型拟合
[38]。其中“full+full”和“Two-gaps”指的两能隙模

型拟合，对s±和s++波都适用。

4.6.1 (d+ d)波波波超超超导导导

根据实验提出的(d+d)波超导模型，具体对应的是“轨道内的dx2−y2波配对，

轨道间的dxy 波配对”模型。这一模型的提出来源于对铁基超导的研究
[176,177]。

在理论上，假设我们考虑一个一般的两轨道超导模型，其哈密顿量可以写

为

HSC =
∑
k

[
∆k,1c

†
k,1↑c

†
−k,1↓ +∆k,2c

†
k,2↑c

†
−k,2↓ +∆k,12

(
c†k,1↑c

†
−k,2↓ + c†k,2↑c

†
−k,1↓

)
+ h.c.

]
=
∑
k

[
Ψ†T

k,↑

(
∆k,1 ∆k,12

∆k,12 ∆k,2

)
Ψ†

−k,↓ + h.c.

]
,

(4.6)

其中1,2代表轨道指标，Ψ†T
k,σ =

(
c†k,1σ, c

†
k,2σ

)
。可以看到哈密顿量里同时存在轨

道内配对和轨道间配对。

波函数从轨道基底到能带基底的变换有如下关系：

Ψ†
k,↑ =

(
c†k,1
c†k,12

)
=

(
uk υk

−υ∗k u∗k

)(
γ†k,1
γ†k,12

)
= UkΦ

†
k,↑, (4.7)
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其中|uk|2 + |υk|2 = 1。考虑到时间反演对称性，U−k = U∗
k。为简单起见，我们

假设Uk为实矩阵。将以上变换代入到超导哈密顿量中，

HSC =
∑
k

[
Φ†T

k,↑U
T
k

(
∆k,1 ∆k,12

∆k,12 ∆k,2

)
U−kΦ

†
−k,↓ + h.c.

]
=
∑
k

[
Φ†T

k,↑ΓkΦ
†
−k,↓ + h.c.

]
,

(4.8)

其中，

Γ11
k = u2k∆k,1 + υ2k∆k,2 − 2ukυk∆k,12, (4.9a)

Γ12
k = Γ21

k = ukυk (∆k,1 −∆k,2) +
(
u2k − υ2k

)
∆k,12, (4.9b)

Γ22
k = υ2k∆k,1 + u2k∆k,2 + 2ukυk∆k,12. (4.9c)

接下来，我们考虑几种特殊的情况：

（1）s±波超导 假设两能隙大小相等，在能带基底下，Γ11
k = −Γ22

k = ∆，

且无带间配对，Γ12
k = Γ21

k = 0，给出

∆k,1 = −∆k,2 =
(u2k − υ2k)∆

(u2k − υ2k)
2 − 4u2kυ

2
k

, (4.10a)

∆k,12 = − 2ukυk∆

(u2k − υ2k)
2 − 4u2kυ

2
k

, (4.10b)

考虑一个简单的铁基超导的两轨道（dxz，dyz轨道）紧束缚模型
[178,179]，通过对

角化哈密顿量，我们可以得到轨道空间变换到能带空间的矩阵元uk和υk 的表达

式。由此可以得到

∆k,1 = −∆k,2 ∝
(
u2k − υ2k

)
∝ (cos kx − cos ky)) , (4.11a)

∆k,12 ∝ −2ukυk ∝ sin kx sin ky, (4.11b)

由此，我们可以清晰地分辨出在轨道空间，电子的配对遵循“轨道内dx2−y2 波，

轨道间dxy 波”方式进行配对。

（2）(d+ d)波超导与上一种情况相反，假设在轨道基底下，电子以轨道内

方式进行配对，配对在两轨道间形成s±波，即：∆k,1 = −∆k,2 = ∆，∆k,12 = 0。

那么，对应能带基底下的超导配对具有如下关系：

Γ11
k = −Γ22

k =
(
u2k − υ2k

)
∆k,2 ∝ (cos kx − cos ky)) , (4.12a)

Γ12
k = Γ21

k = 2ukυk∆k,1 ∝ sin kx sin ky. (4.12b)

表明轨道空间中的s±波超导配对转换到能带空间成了“带内dx2−y2波，带间dxy

波”配对。或者，如果只考虑轨道间的s波配对，∆k,1 = ∆k,2 = 0，∆k,12 = ∆，

那么，

Γ11
k = −Γ22

k = −2ukυk∆k,1 ∝ sin kx sin ky, (4.13a)
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Γ12
k = Γ21

k =
(
u2k − υ2k

)
∆k,2 ∝ (cos kx − cos ky)) . (4.13b)

在能带空间中的配对就成了“带内dxy波，带间dx2−y2波”配对。

而对于更一般的情形，比如能带（轨道）空间中s±超导的两个能隙大小不

同，这样对应过去的轨道（能带）空间中的超导也将不再会是(d + d)波配对。

所以上述的超导对称性只有在精确的极限条件下才能实现。在铁基超导中，由

于结构的对称性，dxz和dyz轨道的电子存在能量简并的行为，这里提供的轨道空

间自由度有可能产生非平庸的超导配对 [176]。

然而，对于CeCu2Si2，我们从两个方面来分析产生(d+d)波超导的可能性。

首先，CeCu2Si2中Ce的f电子在低温下晶体场劈裂之后，并不存在类似于铁

基超导中d电子的轨道简并行为。结合上文的论述，这一点并不支持CeCu2Si2产

生(d+ d)波超导。

另一方面，要形成(d + d)波超导，就意味着存在不可忽略的带间配对。这

就涉及到带间配对的稳定性问题。

从常规的超导理论来看，库珀对主要由自旋反向、动量相反的两个电子配

对产生。在存在空间反演对称性的前提下，根据Ek = E−k，形成库珀对的两个

电子具有相同的能量，即，来源于同一条带，对应带内配对的图像
⟨
c†kµ↑c

†
−kµ↓

⟩
。

我们可以直接从带内配对的超导能隙方程来分析Cooper不稳定性问题：

∆kµ = −
∑
k,ν

V µν
k,k′ tanh

|ϵk′ν |
2T

2 |ϵk′ν |
∆k′ν , (4.14)

由于式中tanh(x/2T )/x部分在x → 0时正比于1/T，无论我们给定的吸引相互作

用|V | (V < 0) 多么小，我们在费米能级附近（ϵk → 0）总可以降低温度使得这

两部分的乘积变成一个任意有限的值。这就保证了能隙方程总存在解。无论吸

引势多小，超导不稳定性总是在零温时发散，这就是Cooper不稳定性在能隙方

程中的体现。

然后，让我们考虑带间配对
⟨
c†kµ↑c

†
−kν↓

⟩
（µ ̸= ν）。假设一个带间配对相互

作用的两带模型，Hint = Wk,k′c†kµ↑c
†
−kν↓c−k′ν↓ck′µ↑，这样我们同样可以得到一个

带间配对的超导能隙方程，其线性化后的形式如下

Φk = −
∑
k,ν

Wk,k′

(
tanh

ξ+
k′
2T

+ tanh
ξ−
k′
2T

)
ξ+k′ + ξ−k′

Φk′ , (4.15)

其中ξ±k′ = 1
2
|ϵk′1 + ϵk′2|±1

2
(ϵk′1 − ϵk′2)，ϵk′µ是第µ条能带的色散关系

[180]。在这个

表达式中，当ϵk′µ → 0时，若是两条能带在费米能级附近有交点，即费米能级附

近存在k′点，使得ϵk′1 = ϵk′2 → 0，则此时电子配对的行为跟带内配对情形一致，

Cooper不稳定性依然存在；但是，若费米能级附近两条能带没有交点，则EF 附

近的ϵk′1 与ϵk′2总是存在有限的能量差，此时
(
tanh

ξ+
k′
2T

+ tanh
ξ−
k′
2T

)
/
(
ξ+k′ + ξ−k′

)
即

使在T → 0时也会趋于一个有限的值，不再有发散，即此时不再有Cooper不稳

定性。所以当两条能带在费米能级附近没有交点时，带间配对是不稳定的。
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根据我们得到的CeCu2Si2的能带结构，可以估算，在靠近费米面的k 点，

两能级的最小能量间距δ = mink′ |ϵk′1 − ϵk′2| ≈ 60meV。这个能量远大于超导

转变温度Tc（0.6K）和磁性费米能Γsf （1.5meV）。这样得到，在费米能级附

近
(
tanh

ξ+
k′
2T

+ tanh
ξ−
k′
2T

)
/
(
ξ+k′ + ξ−k′

)
∼ 1/δ，为一个与温度无关的有限值，也即

此时不存在T → 0的发散，也就不存在Cooper不稳定性。所以，在我们的理论

框架中，带间配对是不稳定的。

4.6.2 s++波波波超超超导导导

最近，关于CeCu2Si2超导的另一个有争议的方案是电子辐射实验推断出超

导具有s++ 波对称性。

通常而言，根据超导体系中掺入非磁性杂质时Tc的变化，可以推断出超导

能隙函数是否存在符号变化。若Tc随着杂质浓度的增加基本不发生变化，则表

明超导是无符号变化的，即为s++波对称性；若是Tc随着杂质浓度的增加表现出

明显的抑制行为，则超导是有符号变化的，如dx2−y2 波、有节点的s波、s±波等

都属于这种情形。

在最近的电子辐射实验中，他们宣称，入射的电子打掉了Ce原子，剩下的

空位类似于非磁性杂质对超导起的作用，得到的Tc 随杂质效应的影响如图 4.20

（a）。可以看到，与其他超导体相比，CeCu2Si2的Tc受杂质的效应要弱很多，由

此他们得到结论：CeCu2Si2中超导为s
++波配对。

(a) (b)

图 4.20: 非磁性杂质诱导的CeCu2Si2的拆对效应。（a）CeCu2Si2和其他超导体

中Tc 受杂质影响的比较
[39]；（b）CeCu2Si2 中掺入不同非磁性杂质对Tc的影响

的比较 [40]。

但是，早在上世纪发现CeCu2Si2中的超导以来，已有不少关于CeCu2Si2 的

掺杂的研究。如图 4.20 （b）所示，CeCu2Si2中掺入各种不同的非磁性杂质时，

Tc 都会受到明显的抑制，而由此可以推断超导能隙函数是具有符号变化的。这

一图像跟我们得到的s± 波也相符。至于实验上的争议，可能还需要更多的相关

研究来解释。

考虑到其他实验如中子散射和核磁共振实验，s++波也没有办法解释中子

散射实验在超导态中看到的自旋共振模式和自旋- 晶格弛豫率在Tc附近不存
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在Hebel-Slichter相干峰的现象。而从理论上来看，假设参数V 12
0 为负且足够大，

我们同样可以得到s++波超导。但是，此时得到重整化函数Z小于1甚至小于0，

也意味着准粒子的图像也已不再适用。所以，在我们的理论框架内，s++ 波超

导不是一个稳定的解。

综上所述，无论是从实验上还是理论上分析，将s++波作为CeCu2Si2的超导

对称性都是很有争议的。

4.7 CeCu2Si2的超导配对机制的理论预言

通过对常压下的CeCu2Si2的超导对称性的理论研究，我们可以进一步提出

整个压强-温度相图中CeCu2Si2超导配对机制的理论预言。

从能带结构上看，根据我们计算的LDA+U结果和文献中的LDA+DMFT结

果，CeCu2Si2在常压或低压时主要由一个准二维的电子型费米面和一个三维的

空穴型费米面构成。两个费米面上分别由不同的f 电子轨道占主导。从f轨道跟

导带电子的杂化强度的比较来看，空穴型费米面上的f 轨道杂化更强，更巡游；

而电子型费米面上的f轨道杂化弱，表现更局域。同时，电子型费米面内在沿着

反铁磁波矢方向更容易满足费米面嵌套的条件。而从LDA+DMFT的高压结果

来看，电子型费米面消失，体系也不断远离磁有序相，但是CeCu2Si2在高压下

的超导反而得到增强，这在一定程度上暗示了空穴型费米面对于形成超导的重

要贡献。

从超导对称性的分析来看，零压下，CeCu2Si2在反铁磁量子临界点附近，

电子型费米面与空穴型费米面之间由较强的不同f轨道间涨落，诱导出较强的带

间配对相互作用，导致了无节点的s± 波的超导行为，符合众多实验的预期。而

在高压下，只存在空穴型费米面，此时理论给出有节点的s波超导的行为，而此

时f 轨道由于跟导带电子的杂化更强，得到的f 轨道内涨落更强，由此得到了更

高的超导转变温度。

因此，我们对CeCu2Si2的超导配对机理给出如下预言：随着压强增加导致

的费米面结构的演化，超导对称性从无节点的s± 波向有节点的s 波连续过渡，

对应着反铁磁量子临界点诱导较强的轨道间涨落到无量子临界点时的轨道内涨

落的过渡。而压强增加增强了f 轨道的巡游性和与导带电子间的杂化强度，也能

解释超导转变温度的进一步升高。至于其中轨道涨落的具体性质，还有待进一

步地微观探索。

4.8 小结

本章通过利用上一章提出的重费米子超导唯象理论框架，具体研究了常压

下CeCu2Si2中的超导对称性问题。结合第一性原理计算和CeCu2Si2的相关实验

参数，我们的计算预言了无节点的s±波超导配对，解释了实验上观测到的超导

无节点的事实。s±波超导由较强的带间配对相互作用诱导产生，我们也分析

了CeCu2Si2中含有较强的带间相互作用的可能证据，并预言了其可能的微观轨
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道起源。同时，通过与实验和其他超导对称性方案的比较发现，s±波超导最有

可能解释目前CeCu2Si2实验上关于超导配对对称性的争议。
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第第第五五五章章章 总总总结结结与与与展展展望望望

5.1 总结

本论文主要基于超导由量子临界涨落诱导产生这一基本图像，利用唯象的

理论框架，研究了重费米子超导体CeCoIn5 和CeCu2Si2 中的超导行为。

在本文第一章，我们先是简单介绍了超导发现的历史脉络，以及超导的基

本性质和超导体的基本现状。然后，我们详细介绍了重费米子超导体。作为非

常规超导的一个重要分支，重费米子超导在最近一些年来积累了大量的实验数

据，其中发现的大量的新奇量子现象目前都没有很好的理论解释。我们对重费

米子超导体按照不同的物理属性进行了分类，并分别简介了不同材料体系中的

新进展。

在第二章中，我们从三个部分系统介绍了研究超导的相关理论基础。第一

部分是介绍常规超导理论。在电-声子相互作用下，Cooper 研究了弱吸引相互

作用下电子配对的稳定性问题，在此基础上发展出的BCS理论对超导给出了系

统的微观诠释。而在强耦合情形，我们系统介绍了Eliashberg理论。本章第二部

分将BCS理论进行了推广，在得到推广的BCS能隙方程的基础上，我们介绍了

非BCS超导（s波配对）的其他超导配对对称性的可能，并比较了不同超导对称

性对可观测物理量的影响。本章第三部分则简单介绍了描述非常规超导的自旋

涨落机制。这一理论机制为反铁磁/铁磁竞争序的超导配对提供了合理的解释。

在众多描述自旋涨落机制的模型中，我们介绍了近反铁磁费米液体的唯象描述。

这一描述通过采用唯象的磁化率公式，计算得到的超导行为能与实验进行定性

或定量的比较。同时，这一简单机制也在探索影响Tc的普适性因素上做出了重

要的贡献。

第三章首先介绍了我们尝试理解重费米子超导的唯象理论框架：同时结合

实际材料的电子结构计算和唯象的超导配对相互作用，在分析能带/轨道特征的

基础上，构建合适的Eliashberg理论来对超导进行研究。我们以重费米子二流体

唯象理论预言的类BCS-Tc 公式作为切入点，通过理论计算与之建立联系。研究

以CeCoIn5为对象，通过选取扫描隧道显微镜实验拟合得到的紧束缚能带，结合

唯象的磁化率公式，先是在弱耦合情形下计算了超导的配对对称性。然后，利

用得到的超导能隙结构的动量分布，在强耦合情形下计算了超导转变温度Tc。

得到的Tc与各物理量间的依赖行为满足一个确定的关系式，这一关系式与二流

体唯象理论提出的类BCS-Tc 公式具有一致的形式，从而为其提供了相应的微观

支撑。

第四章针对重费米子超导体CeCu2Si2的超导配对对称性在实验上的争议，

介绍了我们开展的相关理论工作。我们利用DFT+U 的方法计算了CeCu2Si2的

能带结构，与之前的理论计算定性一致。CeCu2Si2包含一个准二维的电子型费

米面和三维的空穴型费米面。在引入唯象的配对相互作用后，我们利用线性化
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的Eliashberg方程组研究了超导配对对称性的可能。在我们得到的超导相图中，

存在三种配对对称性：有节点的dx2−y2波，有节点的s波和无节点的s
±波。比较

发现，我们得到的两个有节点的超导解都与之前的理论计算吻合。而当带间配

对相互作用占主导时，我们能得到无节点的s±波，与CeCu2Si2超导的无节点行

为一致。得到的两带超导的能隙比值也与实验拟合基本一致。除此之外，进一

步地分析发现，无节点的s±波能够解释中子散射实验和核磁共振实验反映出的

超导信息，同时我们的理论计算也不支持实验提出的其他可能性（如d + d波、

s++波）。所以我们的研究表明，无节点的s±波可能解决当前CeCu2Si2的超导配

对对称性的争议。

5.2 展望

重费米子超导体中还有许多疑难问题亟待实验和理论的探索。实验上，重

费米子超导的研究对实验设备的要求虽然很高，但近年来实验技术的进步为重

费米子超导的研究积累了大量的素材；理论上，近几年复兴的或涌现出的一系

列的新概念（如拓扑、多极矩、Weyl、Majorana、非点式空间群等）、新方法，

在拓展我们对凝聚态物理认识的同时，也能进一步加深我们对重费米子超导的

认识。我们相信，重费米子超导天然的独特性和丰富多样的物理行为，在结合

物理新概念的背景下，有望获得新的活力。
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[115] P. Wölfle, E. Abrahams. Spin-flip scattering of critical quasiparticles and

the phase diagram of YbRh2Si2. Phys. Rev. B 92, 155111 (2015).

86



参考文献

[116] 李正中. 固体理论 (高等教育出版社, 2002).

[117] Y. Nambu. Quasi-particles and gauge invariance in the theory of supercon-

ductivity. Phys. Rev. 117, 648 (1960).

[118] L. Gorkov. On the energy spectrum of superconductors. Sov. Phys. JETP

7, 158 (1958).

[119] D. Scalapino, J. Schrieffer, J. Wilkins. Strong-coupling superconductivity. I.

Phys. Rev. 148, 263 (1966).

[120] A. Migdal. Interaction between electrons and lattice vibrations in a normal

metal. Sov. Phys. JETP 7, 996–1001 (1958).

[121] F. Han. A modern course in the quantum theory of solids (World Scientific,

2013).

[122] A. A. Abrikosov, L. P. Gorkov, I. E. Dzyaloshinski. Methods of quantum

field theory in statistical physics (Courier Corporation, 2012).

[123] G. Eliashberg. Interactions between electrons and lattice vibrations in a

superconductor. Sov. Phys. JETP 11, 696–702 (1960).

[124] M. Sigrist, K. Ueda. Phenomenological theory of unconventional supercon-

ductivity. Rev. Mod. Phys. 63, 239–311 (1991).

[125] A. I. Akhiezer, I. Y. Pineranchuk. Interaction between conduction electrons

in ferromagnets. Sov. Phys. JETP 9, 605 (1959).

[126] W. Kohn, J. Luttinger. New mechanism for superconductivity. Phys. Rev.

Lett. 15, 524 (1965).

[127] N. Berk, J. Schrieffer. Effect of ferromagnetic spin correlations on supercon-

ductivity. Phys. Rev. Lett. 17, 433 (1966).

[128] A. Layzer, D. Fay. Spin-fluctuation exchange mechanism for p-wave pairing

in liquid 3He. Int. J Magn. 1, 135 (1971).

[129] P.W. Anderson, W.Brinkman. Anisotropic superfluidity in He-3: A possible

interpretation of its stability as a spin-fluctuation effect. Phys. Rev. Lett.

30, 1108 (1973).

[130] M. Cyrot. A possible origin for heavy fermion superconductivity. Solid state

commun. 60, 253–256 (1986).

[131] D. Scalapino, E. Loh Jr, J. Hirsch. D-wave pairing near a spin-density-wave

instability. Phys. Rev. B 34, 8190 (1986).

87



重费米子超导的唯象理论计算

[132] K. Miyake, S. Schmitt-Rink, C. Varma. Spin-fluctuation-mediated even-

parity pairing in heavy-fermion superconductors. Phys. Rev. B 34, 6554

(1986).

[133] A. Millis, H. Monien, D. Pines. Phenomenological model of nuclear relax-

ation in the normal state of YBa2Cu3O7. Phys. Rev. B 42, 167 (1990).

[134] P. Monthoux, A. Balatsky, D. Pines. Toward a theory of high-temperature

superconductivity in the antiferromagnetically correlated cuprate oxides.

Phys. Rev. Lett. 67, 3448 (1991).

[135] P. Monthoux, A. Balatsky, D. Pines. Weak-coupling theory of high-

temperature superconductivity in the antiferromagnetically correlated cop-

per oxides. Phys. Rev. B 46, 14803 (1992).

[136] P. Monthoux, D. Pines. Spin-fluctuation-induced superconductivity in the

copper oxides: A strong coupling calculation. Phys. Rev. Lett. 69, 961

(1992).

[137] P. Monthoux, D. Pines. YBa2Cu3O7: A nearly antiferromagnetic fermi liq-

uid. Phys. Rev. B 47, 6069 (1993).

[138] P. Monthoux, D. Pines. Spin-fluctuation-induced superconductivity and

normal-state properties of YBa2Cu3O7. Phys. Rev. B 49, 4261 (1994).

[139] N. Bickers, D. Scalapino, S. White. Conserving approximations for strongly

correlated electron systems: Bethe-Salpeter equation and dynamics for the

two-dimensional hubbard model. Phys. Rev. Lett. 62, 961 (1989).

[140] T. Moriya, Y. Takahashi, K. Ueda. Antiferromagnetic spin fluctuations and

superconductivity in two-dimensional metals―a possible model for high Tc

oxides. J. Phys. Soc. Jpn. 59, 2905–2915 (1990).

[141] P. W. Anderson. The resonating valence bond state in La2CuO4 and super-

conductivity. Science 235, 1196–1198 (1987).

[142] C. Varma. Pseudogap in cuprates in the loop-current ordered state. J. Phys.

Soc. Jpn. 26, 505701 (2014).

[143] P. Monthoux, D. Pines, G. Lonzarich. Superconductivity without phonons.

Nature 450, 1177 (2007).

[144] P. Monthoux, G. Lonzarich. p-wave and d-wave superconductivity in quasi-

two-dimensional metals. Phys. Rev. B 59, 14598 (1999).

88



参考文献

[145] P. Monthoux, G. Lonzarich. Magnetically mediated superconductivity in

quasi-two and three dimensions. Phys. Rev. B 63, 054529 (2001).

[146] P. Monthoux, G. Lonzarich. Magnetically mediated superconductivity:

Crossover from cubic to tetragonal lattice. Phys. Rev. B 66, 224504 (2002).

[147] P. Monthoux, G. Lonzarich. Density-fluctuation-mediated superconductivi-

ty. Phys. Rev. B 69, 064517 (2004).

[148] S. Nishiyama, K.Miyake, C. M. Varma. Superconducting transition temper-

atures for spin-fluctuation superconductivity: Application to heavy-fermion

compounds. Phys. Rev. B 88, 014510 (2013).

[149] P. Thalmeier. Triplet superconductivity through quadrupolar exciton ex-

change in PrOs4Sb12. Physica B: Condens. Matter 378, 261–262 (2006).

[150] P. McHale, P. Fulde, P. Thalmeier. Strong-coupling theory of magnetic-

exciton-mediated superconductivity in UPd2Al3. Phys. Rev. B 70, 014513

(2004).

[151] K. Miyake, S. Watanabe. Unconventional quantum criticality due to critical

valence transition. J. Phys. Soc. Jpn. 83, 061006 (2014).

[152] G. Zwicknagl. The utility of band theory in strongly correlated electron

systems. Rep. Prog. Phys. 79, 124501 (2016).

[153] Y.-f. Yang, D. Pines. Universal behavior in heavy-electron materials. Phys.

Rev. Lett. 100, 096404 (2008).

[154] Y.-f. Yang, D. Pines. Emergent states in heavy-electron materials. Proc.

Natl. Acad. Sci. USA 109, E3060–E3066 (2012).

[155] Y.-f. Yang, D. Pines. Quantum critical behavior in heavy electron materials.

Proc. Natl. Acad. Sci. USA 111, 8398–8403 (2014).

[156] 杨义峰,谢能,李宇. 重费米子二流体理论. 物理学进展 35, 191–211 (2015).

[157] M.Allan, et al. Imaging cooper pairing of heavy fermions in CeCoIn5. Nature

phys. 9, 468 (2013).

[158] J. S. Van Dyke, et al. Direct evidence for a magnetic f-electron–mediated

pairing mechanism of heavy-fermion superconductivity in CeCoIn5. Proc.

Natl. Acad. Sci. USA 111, 11663–11667 (2014).

[159] O. Stockert, et al. Nature of the a phase in CeCu2Si2. Phys. Rev. Lett. 92,

136401 (2004).

89



重费米子超导的唯象理论计算

[160] O. Stockert, F. Steglich. Unconventional quantum criticality in heavy-

fermion compounds. Annu. Rev. Condens. Matter Phys. 2, 79–99 (2011).

[161] S.Watanabe, M. Imada, K. Miyake. Superconductivity emerging near quan-

tum critical point of valence transition. J. Phys. Soc. Jpn. 75, 043710 (2006).

[162] K. ichi Ueda, et al. 29si knight shift in the heavy-fermion superconductor

cecu2si2. J. Phys. Soc. Jpn. 56, 867–870 (1987).

[163] I. Eremin, G. Zwicknagl, P. Thalmeier, P. Fulde. Feedback spin resonance

in superconducting CeCu2Si2 and CeCoIn5. Phys. Rev. Lett. 101, 187001

(2008).

[164] H. A. Vieyra, et al. Determination of gap symmetry from angle-dependent

Hc2 measurements on CeCu2Si2. Phys. Rev. Lett. 106, 207001 (2011).

[165] M. Enayat, et al. Superconducting gap and vortex lattice of the heavy-

fermion compound CeCu2Si2. Phys. Rev. B 93, 045123 (2016).

[166] T. Takenaka, et al. Full-gap superconductivity robust against disorder in

heavy-fermion CeCu2Si2. Phys. Rev. Lett. 119, 077001 (2017).

[167] M. Hunt, et al. Magnetic oscillations in the heavy-fermion superconductor

CeCu2Si2. J. Phys.: Condens. Matter 2, 6859 (1990).

[168] D. Vasumathi, et al. Fermi surface of CeCu2Si2 by 2d angular correlation of

positron annihilation radiation. Phys. Rev. B 55, 11714–11721 (1997).

[169] T. Jarlborg, H. Braun, M. Peter. Structural properties and band structure

of heavy fermion systems: CeCu2Si2 and LaCu2Si2. Zeit. Phys. B: Condens.

Matter 52, 295–301 (1983).

[170] J. Sticht, N. d’Ambrumenil, J. Kübler. Quasiparticle band structure of
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