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摘  要 

强关联电子系统是当前凝聚态物理研究中的一个前沿问题。重费米子是其中的代

表。于重费米子系统之中，被近似处理成𝑓电子的局域磁矩与传导电子之间不可忽略强

电子关联诱导出了诸多物理性质。 

近藤晶格模型是研究这类问题的一个基本模型，其中包含了局域磁矩与传导电子

之间的相互作用——传导电子对局域磁矩的屏蔽作用以及经由传导电子的局域磁矩之

间的 RKKY 相互作用，前者可以诱导出顺磁性近藤单态，后者可以诱导出长程铁磁有

序，两者的竞争与共存是此模型研究的主要问题。 

本文从近藤晶格模型出发，分析其中磁有序和近藤屏蔽的竞争与共存，讨论并得

到此情形之下得到零温下该系统的五个相——自旋极化与非极化型铁磁有序相，自旋

极化与非极化型铁磁有序近藤屏蔽共存相，以及近藤屏蔽顺磁相的基态相图 

最后，本文还从自由能表达式出发，类比一维情形，分析并得到了二维正方晶格

的一般形式自洽方程组与近藤屏蔽与铁磁相之下的自洽方程。 

 

 

 

关 键 词：强关联系统；重费米子；平均场；近藤晶格； 
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Title: The Correlation Effects of Heavy Fermion. 

name:     Dongchen Huang 

Supervisor: Yifeng Yang,Xuegang Lu 

ABSTRACT 

Heavy fermion system represents strong correlation, which is a frontier of modern 

condensed matter research. To deal with that system, 4f electron can be seem as local 

electron. And the ignorance of the strong correlation effect between 4f electron and conduct 

one cannot lead to the illumination of much physical property.  

 

The Kondo lattice model, which contains the interaction between local electron and conduct 

one is generally accepted as the fundamental of heavy fermion system. The interaction can 

be divided into two parts, one is the screen of local magnetism generated by conduct electron, 

the other is so-call RKKY interaction which forms long-range order magnetism. 

 

To deal with the competence and co-existence of magnetic order and Kondo screen in 

ground state, we need to consider the Kondo lattice Model. We attain five phases in 0K. In 

detail, they are spin-polarized/ non-spin-polarized ferromagnetism(FM) phase as well as  

coexistence phase and the Kondo screen screening phase. 

 

Finally we also analysis the 2-D square lattice, gain self-coexistence equations of Kondo 

screening phase and FM phase. 

KEY WORDS: Heavy fermion; Kondo lattice; Strong correlation system; Mean field 
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1   绪论 

凝聚态物理学主要研究宏观物理体系，与微观体系之中常用约化普朗克常数ℏ不同

的是，由于宏观的数量级非常大，一般达到1023数量级，此时微观理论之下离散的能

量变为连续。此外，会出现一些微观层面难以出现的情况，例如 P.W.Anderson 所言的

“More is different”。 

1.1 强关联电子系统 

凝聚态物理学中的一个最前沿的重要分支，电子之间的量子多体关联效应不可以

忽略。在需要应用强关联电子体系的地方，传统的单电子近似，微扰论就难以适用。

虽然单电子近似及以此为基础的能带论首次定量表现出了绝缘体，导体，半导体之间

的差异性。但是在强关联材料中越来越显示出其局限性。首先就是高温超导体的理论

上，高温超导系统是典型的强关联系统，其难以为 BCS 理论所解释，重费米子超导体

作为首先发现的高温超导体，在强关联电子系统之中有重要地位，其机理的明确对于

强关联理论有重大意义。 

至于强关联的表现形式，就表现在电子之间强烈的量子关联。例如，首先就是自

旋磁矩之间的关联效应，其二是电荷——电荷，其三为电荷——磁矩之间的关联，这

些关联是强关联系统典型的表现形式。 

1.2 重费米子研究历史 

重费米子系统具有典型的特征，顾名思义就是电子（准电子）的有效质量非常大，

为普通金属的千倍以上，这个数量级不能忽略。费米面附近的态密度和普通金属具有

数量级上的差距，从微观上看，其中一个重要机理就是运动的导带电子与其背景晶格

上的自旋场耦合，这类材料具有众多新奇的量子临界现象。 

从实验上看这类材料主要聚集在稀土或者锕系元素的金属间化合物上，在实验中

也发现的诸多新奇特征，例如在 1975 年，Andres[1]发现CeAl3中的比热系数(C = γT 中

的γ)在温度小于 0.2K 时高达1620mJ ∙ mol−1 ∙ 𝐾−2，与金，铜等比热系数约为1mJ ∙
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mol−1 ∙ 𝐾−2的普通金属相比，足足多了三个数量级。 

此外，Steglich[2]1979 年也发现了重费米子化合物CeCu2𝑆𝑖2中也存在重费米子特性，

更令人吃惊的是超导电性竟然在温度低于 0.5K 的极低温度下出现，这标志着一种难以

应用常规 BCS 理论解释的超导材料被发现，类似的重费米子化合物中发现的超导称为

重费米子超导体。 

此外，还有下一小节中介绍的近藤问题也是重费米子化合物之中的一个奇异现象。 

1.3 近藤问题 

大量的 4f 与 5f 电子在重费米子材料中屡见不鲜，这些电子都没有配对。它们的存

在并且与传导电子之间具有大量的关联效应，使得重费米子材料中出现了一些奇异性

质。 

这类相互作用，例如局域磁矩与传导电子相互作用，首次发挥显著作用的场合是

稀磁合金的电阻研究工作中，这是一个单杂质局域磁矩与传导电子之间的相互作用问

题，单杂志局域磁矩的存在将会导致系统的电阻存在奇异行为(下一小节中将详细阐述),

这个问题称为单杂质近藤问题[5][4][3]，重费米子系统应用的则是更加复杂的近藤晶格模

型，但是基本物理背景差异不大，我们先阐述近藤问题的历史和研究背景。 

1.3.1 单杂质近藤问题 

 

图 1-1 不同材料的电阻随温度变化曲线[18] 

如上图所示，大多数金属的电阻随着温度的降低而降低，但某些存在非磁性散射

的金属中，存在一个剩余电阻，如(a)曲线所示。也有很多金属在低温下会呈现超导效

应，即存在某个临界温度TC，当温度比其小时，电阻突变为零，如(b)曲线所示。重费
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米子材料却与上述两种情况不同，其电阻必须呈曲线(c)，对于这个问题的解释及其类

似问题称为近藤问题。问题的得名来源于日本人 J. Kondo，他认为电子与杂志磁矩不

能用经典散射理论解释，必须采用量子方法。 

他认为，即使磁性杂质浓度非常低（10−4%），仍然能够发现电阻反常效应，因此

磁性杂质之间的相互作用可以忽略，电阻反常应该与磁性散射有关。为此，他采用了

s-d 交换模型来描述单磁性杂质原子与传导电子之间发生的磁性散射，从此得到了电阻

反常现象的合理解释[6]。后来
，
物理学家 Yosida[8]指出，如果杂质自旋为

1

2
，由于磁性杂

质与传导电子之间存在反铁磁型交换作用，并且这个交换作用由 s-d 交换模型描写；一

个新的基态就会出现，它们将会在低温下形成一个能量更低的基态——零自旋近藤单

态，传导电子屏蔽将会削减磁性杂质的磁矩，换而言之，磁性杂质的磁矩被屏蔽了，

形成了一个顺磁基态，这种效应被称为近藤屏蔽效应。 

重整化群方法的引入给近藤问题带来了新的解决方案， Wilson 通过提出实空间重

整化群的数值方法[7]，严格得到了零温下的系统基态，并且证明其就是近藤单态，某些

性质诸如非零温时的磁化率等可观测量能够符合实验。最终，近藤问题完全解决于 1980

年，通过 Bethe 假设方案，Andrei 与 Wiegmann 成功地求出单杂质近藤问题之严格解析

解[3]，至此，单杂质近藤问题被完全解决。 

此外对于重费米子系统，还有许多模型，例如周期性安德森模型，赫伯德模型，

这些可以查阅文献[4]。  

1.4 本文的理论结构和所采用的方法。 

本文采用近藤-海森堡模型[11]来研究零温度下近藤屏蔽与铁磁有序的竞争与共存，

主要分为四个部分： 

第一部分为第二章，简介了本文所采用的近藤晶格模型以及理论推导中所需的格

林函数方法。最后还讨论了数值求解方程中所采用的牛顿法等数值算法。 

第二部分为第三章，详细讨论了零温度下近藤屏蔽与铁磁有序的竞争与共存，并

得到了各个相之下自洽方程的解析解或者数值解，并且进行了一些讨论。 

第三部分为第四章，将第三章中的问题推广至二维，类比一维问题简单推导了二

维晶格之下的各种相以及满足的自洽方程。 

第四部分为结论与展望，将本文的不足以及下一步可能的进展。  
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2   本文所采用的模型及方法 

本章将对本文中所采用的方法，近藤-海森堡模型，格林函数方法，数值求解问题

的牛顿法和下降法给与一定的介绍。 

2.1 近藤-海森堡模型  

本文采用近藤晶格模型来研究强关联电子体系，近藤晶格模型是在近藤问题的基

础之上由 S. DONIACH[15]所提出，S. DONIACH 将近藤问题的单杂质模型扩展为近藤

晶格模型，以及在晶体的每一个子晶格之中，均存在发生局域磁矩的传导电子的交换

作用，并且以此作用进行耦合。因此，这个模型的哈密顿量可以写成形式： 

H =∑ϵkCkσ
+ Ckσ

𝑘

+ Jk∑si ∙ Si
𝑖

  (2.1) 

上式之中，第一项是传导电子的动能部分（二次量子化形式，并且进行了傅里叶

变换），第二项就是传导电子磁矩①（小写 s）和局域磁矩（大写 S）之间的交换作用[16]。

其中的Jk表示近藤问题之中的交换积分。 

在进一步的应用之中，还有 RKKY 相互作用值得单独考虑，这项局域磁矩之间，

以传导电子为中介的相互作用是造成长程磁有序的一个源头，近藤屏蔽作用于 RKKY

相互作用的竞争形成了丰富的物理性质。 

这一项相互作用可以唯象地引入模型之中，考虑到这是各个格点之上的局域磁矩

之间的相互作用，而我们一直的磁性中的海森堡模型就能够满足这一条件只需要加入

一个类似铁磁性海森堡模型中的交换项就可以了，记为： 

H =∑ϵkCkσ
+ Ckσ

𝑘

+ Jk∑si ∙ Si
𝑖

+ JH∑Si ∙ Sj
ij

 (2.2) 

上式中相比(2.1)新增的一项中JH为交换积分，下标H表示海森堡型的交换作用。 

至于JH与Jk的关系，有不同的表达，可以选取JH = 𝛼𝐽𝑘
2表示二阶相互作用,这可以见

于参考文献[13]和[14]。 

值得一提的是，在近藤模型之中，传导电子是假定空间连续分布的，自然作为描

述电子状态的自旋变量也应该随着空间连续分布，每一个电子的自旋值也就自然转化

                                                 

① 电子自旋和磁矩之间满足m =
eℏ

2mc
s,因此可以直接由自旋算符表示磁矩 
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成了按照空间分布的自旋密度。公式(2.1)与(2.2)中的电子自旋密度 s 都应该这样理解。 

2.2 格林函数的应用 

本小节主要包含本文中需要用到的格林函数部分，诸如谱定理，运动方程，并针

对这些情形做了介绍。 

2.2.1 推迟格林函数与谱定理 

在海森堡绘景中，如果给定了两个与时间有关的算符 A 与 B，推迟格林函数定义

为：（接下来的讨论中，为了方便我们选取约化普朗克常数ℏ为 1） 

𝐺(𝑡, 𝑡′) = −𝑖𝜃(𝑡 − 𝑡′) < [𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡′)]± > (2.3) 

这样一个格林函数具有以下几个性质在接下来的讨论之中会起到重要作用 

首先，𝐺(𝑡, 𝑡′) = 𝐺(𝑡 − 𝑡′)说明这样一个与两个时间有关的格林函数仅仅与时间差

有关，也就是说，这其实是一个一元函数，证明如下： 

以算符 A 为例海森堡绘景之下的算符为 

𝐴 = 𝑒𝑖𝐻𝑡𝐴𝑒−𝑖𝐻𝑡 
 

将上述格林函数之中取平均的意义理解为正则系综取平均，也就是说 

< 𝐴 >= 𝑍−1∑𝑒−𝛽𝐸𝑛 < 𝑛|𝐴|𝑛 >

n

 
 

利用熟知的矩阵的迹的乘积的轮换不变性关系𝑇𝑟(𝐴𝐵𝐶) = 𝑇𝑟(𝐶𝐴𝐵) = 𝑇𝑟(𝐵𝐶𝐴)讨

论格林函数之中对易括号的第一项： 

< eiHt𝐴𝑒−𝑖𝐻𝑡𝑒𝑖𝐻𝑡
′
𝐵𝑒−𝑖𝐻𝑡

′
>  

我们能够得到如下关系： 

𝑒𝑖𝐻(𝑡−𝑡
′)𝐴𝑒−𝑖𝐻(𝑡−𝑡

′)𝐵  

也就是说对易括号的第一项为： 

𝐴(𝑡 − 𝑡′)𝐵 (2.4) 

按照同样的计算方式，我们一样可以考察对易括号的第二项B(t′)A(t) 

现将其在海森堡绘景中写出来，我们可以得到 

< 𝑒𝑖𝐻𝑡
′
𝐵𝑒−𝑖𝐻𝑡

′
eiHt𝐴𝑒−𝑖𝐻𝑡 >  

同样利用矩阵迹的轮换不变性关系，我们可以得到 
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𝐵𝑒𝑖𝐻(𝑡−𝑡
′)𝐴𝑒−𝑖𝐻(𝑡−𝑡

′)  

现在将其转为海森堡绘景，我们可以得到 

BA(t − t′) (2.5) 

这样也就证明了格林函数仅仅为两个时间变量差的函数也就是说证明了𝐺(𝑡, 𝑡′) =

𝐺(𝑡 − 𝑡′)。 

其次，我们说明格林函数和系统的元激发密切相关，可以通过格林函数确定系统

的元激发谱。 

因为我们需要得到关于频率的信息，故做傅里叶变换是一个非常常见的思路，我

们将格林函数做傅里叶变换。 

G(ω) = ∫ 𝐺(𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡 ⅆ𝑡
+∞

−∞

 
 

其中由于上面已经证明了格林函数为一个仅仅与时间相关的一元函数，故我们直

接将自变量定义为时间 t。 

G(t) = −i < [A(t), B(0)]± >  

考察最简单的情形，绝对零度，对各个态的平均也就直接转化为对基态的平均，

并将时间因子提出来，我们可以得到： 

< 𝐴(t)B(0) >=∑ < 0|A|n >< 𝑛|B|0 > e−iωn0t

𝑛

 (2.6) 

同样的计算可以得到对易括号的另一项： 

< 𝐵(0)A(t) > =∑ < 0|B|n >< 𝑛|A|0 > eiωn0t

𝑛

 (2.7) 

将上述两个表达式直接带入格林函数之中并进行傅里叶变换，其中有一个地方需

要处理如下： 

在格林函数的计算之中会碰到积分∫ 𝑒𝑖𝜔𝑡 ⅆ𝑡
+∞

0
；很明显，这个积分的结果可以理

解为δ函数的一半（δ函数是偶函数，且定义为δ(x) =
1

2π
∫ 𝑒𝑖𝜔𝑡 ⅆ𝑡 
+∞

−∞
）这个积分会在零

点发散，为了使这个积分收敛，注意到如下事实： 

∫ 𝑒𝑖(𝜔+𝑖𝜂)𝑡 ⅆ𝑡
∞

0

= −
1

𝑖(𝜔 + iη)
 

(2.8) 

在积分时我们就可以形式地利用上式，并且再令η → +0即可。换句话说就是将ω形

式地看成一个复变量，亦即做如下替换 
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ω → ω + i(0+) (2.9) 

当然，积分下限为负无穷，上限为零的积分为了使其收敛有时也会类似处理： 

ω → ω − i(0+) (2.10) 

进行上述处理之后，格林函数最终收敛，计算结果就是所谓的格林函数的莱曼表

示： 

G(ω) =∑
< 0|𝐴|𝑛 >< 𝑛|𝐵|0 >

𝜔 − 𝜔𝑛0 + 𝑖𝜂
±
< 0|B|n >< 𝑛|A|0 >

𝜔 + 𝜔𝑛0 + 𝑖𝜂
𝑛

 
(2.11) 

很明显，这个函数在上半平面解析，奇点均分布于下半平面，也能够很明显的读

出奇点为ωn0 − 𝑖𝜂和−ωn0 − 𝑖𝜂。注意到ωn0表示系统第 n 个能级与基态之间的跃迁频率，

这个频率与能量差仅仅差别一个常数，因此这个量，从而格林函数的奇点，切丁了系

统的元激发谱。 

从格林函数的莱曼表示出发，我们能够得到格林函数里面的重要定理——谱定理，

现叙述如下： 

为证明定理，首先需要将格林函数推广至非零温状态，在零温下平均值仅仅是对

基态温度取平均；而非零温下，我们必须按照吉布斯正则分布取平均值，此时，格林

函数将会被写成： 

G(t) = −iθ(t)Z−1∑(𝑒−𝛽𝐸𝑛 < 𝑛|𝐴|𝑚 >< 𝑚|𝐵|𝑛 > 𝑒𝑖𝜔𝑛𝑚𝑡

𝑛𝑚

 

±< 𝑛|𝐵|𝑚 >< 𝑚|𝐴|𝑛 > 𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑚𝑡) 

 

上式中 Z 是配分函数。 

注意到 n，m 是哑指标，故可以将这两个下标对换，此时我们针对求和式中第一项

进行哑指标的对换，得到： 

G(t) = −iθ(t)Z−1∑𝑒−𝛽𝐸𝑚 < 𝑚|𝐴|𝑛 >< 𝑛|𝐵|𝑚 > 𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑚𝑡

𝑛𝑚

 

±𝑒−𝛽𝐸𝑛 < 𝑛|𝐵|𝑚 >< 𝑚|𝐴|𝑛 > 𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑚𝑡 

(2.12) 

写成按照正则分布求平均的常见形式，需要将𝑒−𝛽𝐸𝑛这一项提出，因此我们能够得

到下列一般形式： 

G(t) = −iθ(t)Z−1∑𝑒−𝛽𝐸𝑛 < 𝑚|𝐴|𝑛 >< 𝑛|𝐵|𝑚 >

𝑛𝑚

 

(e−β(Em−En) ± 1)𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑚𝑡 

(2.13) 

接下来按照一般步骤，讨论谱，必须进行傅里叶变换，结果为 
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G(ω) = Z−1∑𝑒−𝛽𝐸𝑛
< 𝑚|𝐴|𝑛 >< 𝑛|𝐵|𝑚 > (e−β(Em−En) ± 1)

𝜔 − 𝜔𝑛𝑚 + 𝑖𝜂
𝑛𝑚

 
(2.14) 

我们可以引入谱函数，定义为 

A(ω) = −
1

π
𝐼𝑚𝐺(𝜔) 

(2.15) 

将(2.14)取分母有理化之后取虚部就能够直接计算出谱函数，结果是： 

A(ω) = Z−1∑e−βEn(< 𝑛|𝐵|𝑚 >< 𝑚|𝐴|𝑛 >)(𝑒𝛽(𝐸𝑛−𝐸𝑚)

𝑛𝑚

± 1) δ(ω − ωnm) 

(2.16) 

得到谱函数之后我们就可以来得到谱定理，谱定理的形式很简单，考察下列积分 

𝐼 = ∫
𝐴(𝜔)

𝑒𝛽(𝐸𝑛−𝐸𝑚) ± 1
ⅆ𝜔 

+∞

−∞

 
 

将A(ω)的形式直接带入上式，进行计算，对ω的积分与δ函数抵消，分子分母中共

有的𝑒𝛽(𝐸𝑛−𝐸𝑚) ± 1项可以进行约分，最终得到下列结果： 

I = Z−1  ∑e−βEn(< 𝑛|𝐵|𝑚 >< 𝑚|𝐴|𝑛 >)

𝑛𝑚

  

针对上式再回顾吉布斯正则分布之下的平均值表达式，我们可以得到谱定理的最

终形式： 

𝐼 = ∫
𝐴(𝜔)

𝑒𝛽(𝐸𝑛−𝐸𝑚) ± 1
ⅆ𝜔 

+∞

−∞

=< 𝐵𝐴 > 
(2.17) 

从上式可以看出，知道谱函数就能够直接求出算符乘积的平均值。这是利用格林

函数求解算符平均值从而构造方程的一个有力工具。 

2.2.2 具有相互作用电子系统的谱函数 

在上一节中引入的谱函数在本文中将有重要作用，使用的方法将在本节阐明。 

为计算相互作用系统之中的谱函数，需要引入产生和消灭算符；为此我们首先将

上一节要论的正则系综情形推广至巨正则系统，推广步骤如下： 

考察正则系统与巨正则系综的差别可以发现：对于正则系综，配分函数以其倒数

Z−1出现；而巨正则系综之中，配分函数也以其倒数ZG
−1的形式出现，这一点可以直接

类比推广。再考察具体形式，正则系统之中指数上的因子以−βEn的形式出现，n 为系

统的第 n 个状态；巨正则系综之中指数上的因子以−β(En − 𝜇𝑁)的形式出现，其中 n 表
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征系统的第 n 个状态，μ为化学式，N为第 n 个状态下的粒子个数。 

也就是说可以做如下代换 

En → 𝐸𝑛 − 𝜇𝑁 ≡ En
′   

有了上述思路，我们可以直接将正则系综之中的谱函数(2.16)改写为下列形式： 

A(ω) = Z𝐺
−1∑e−βEn

′
(< 𝑛|𝐵|𝑚 >< 𝑚|𝐴|𝑛 >)(𝑒𝛽(𝐸𝑛 

′ −𝐸𝑚
′ )

nm

± 1) δ(ω − ωnm) 

(2.18) 

在含有相互作用的系统之中，我们一般采用二次量子化方法，引入产生算符C𝐤σ与

消灭算符C𝐤σ
+ ，在考察谱定理的形式(2.17)之后，再对比我们所要求得的态密度形式： 

nkσ =< C𝐤σ
+ C𝐤σ >  

我们就发现必须令B = C𝐤σ
+ 和A = C𝐤σ；这样就能够得到相关结果，此时谱函数的形

式可以改写为： 

A(ω) = Z𝐺
−1∑e−βEn

′
|(< 𝑛|C𝐤σ

+ |𝑚 >)|2(𝑒𝛽(𝐸𝑛 
′ −𝐸𝑚

′ ) ± 1) δ(ω − ωnm)

𝑛𝑚

  

正负号的问题上，我们考虑到电子遵循费米-狄拉克分布，因此推广中很自然地在

这个问题上取正号，因此，谱函数的一般形式为： 

A(ω) = Z𝐺
−1∑e−βEn

′
|(< 𝑛|C𝐤σ

+ |𝑚 >)|2(𝑒𝛽(𝐸𝑛 
′ −𝐸𝑚

′ ) + 1) δ(ω − ωnm)

𝑛𝑚

 (2.19) 

为了应用谱定理，我们需要将谱定理的从正则分布推广至巨正则分布的情形。因

此，我们将谱定理的形式从(2.17)变化到如下情形： 

𝐼 = ∫
𝐴(𝜔)

𝑒𝛽(𝜔−𝜇) + 1
ⅆ𝜔 

+∞

−∞

=< 𝐵𝐴 > 
(2.20) 

注意到费米分布的形式，在考虑 A、B 分别为具体的消灭算符与产生算符，我们

得到： 

nkσ =< C𝐤σ
+ C𝐤σ > = ∫

𝐴(𝐤,𝜔)

𝑒𝛽(𝜔−𝜇) + 1
ⅆ𝜔 

+∞

−∞

 = ∫ 𝐴(𝐤，𝜔)𝑓(𝜔) ⅆω 
+∞

−∞

 
(2.21) 

上式中，我们引入了费米分布𝑓(𝜔)。 

从上式出发，我们可以看出，谱函数𝐴(𝐤,𝜔)的物理意义是状态按照能量的分布，

利用分布函数的定义，分布函数必须可以归一化，我们也就顺便得到了谱函数的归一

化条件。 
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∫ 𝐴(𝐤，𝜔)ⅆω 
+∞

−∞

= 1 
 

在本文的应用中，一个常见的情形是考察自旋已经给定情况之下的粒子分布nσ，

这个分布可以如下讨论： 

nσ = 𝑁
−1∑< 𝐶𝑗𝜎

+𝐶𝑗𝜎 >

𝑗

  

为此，我们做傅里叶变换将表征格点的下标 j 换成表征状态的 k，我们得到： 

nσ = 𝑁
−1∑< 𝐶𝑘𝜎

+ 𝐶𝑘𝜎 >

𝑘

 (2.22) 

从上式出发，再次应用谱定理(2.20)，我们能够得到： 

nσ = ∫ 𝑓(𝜔)𝑁−1∑𝐴(𝐤，𝜔)

𝑘

ⅆω 
+∞

−∞

 
(2.23) 

为方便记，我们引入局域态密度ρσ(𝜔)，定义为： 

ρσ(𝜔) = 𝑁
−1∑𝐴(𝐤，𝜔)

𝑛

  

再考虑谱函数的定义(2.15)，局域态密度就能够写成： 

ρσ(ω) = N
−1∑A(𝐤，ω)

𝑘

= −
1

Nπ
∑ImG(ω)

𝑘

 
(2.24) 

2.2.3 格林函数的运动方程 

求解格林函数对于电子系统性质的分析非常重要，求解格林函数个一个重要而常

见的方法就是采用运动方程方法，在本文中这个方法将会用于求解格林函数，现在对

此加以介绍。 

上一节定义的全格林函数可以同时记及推迟和超前两个部分，此时，这样的格林

函数称为双时格林函数，我们可以将其具体写成如下形式： 

𝐺(𝑡) = {
−𝑖𝜃(𝑡) < [𝐴(𝑡), 𝐵]± >   (𝑡 > 0)

𝑖𝜃(−𝑡) < [𝐴(𝑡), 𝐵]± >   (𝑡 < 0)
 

(2.25) 

在上述定义中t > 0的部分为推迟格林函数；反之，t < 0的部分称为超前格林函数。

按照讨论的一般规则，我们选取海森堡绘景，因此含时算符A呈形式A = eiHt𝐴𝑒−𝑖Ht，A

随时间的变化有算符对时间变化的一般规律所决定，亦即： 

𝑖
ⅆA

ⅆt
= 𝐴(𝑡)𝐻 − 𝐻𝐴(𝑡) 
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从上式出发我们可以计算格林函数对时间的微商： 

i
ⅆ

ⅆt
≪ 𝐴;𝐵 ≫𝜔= 𝛿(𝑡) < [𝐴(𝑡), 𝐵]± > −𝑖𝜃(𝑡) < [𝐴(𝑡), 𝐻], 𝐵 > 

 

同时我们有： 

i
ⅆ

ⅆt
≪ 𝐴;𝐵 ≫𝜔= 𝛿(𝑡) < [𝐴(𝑡), 𝐵]± > +𝑖𝜃(−𝑡) < [𝐴(𝑡), 𝐻], 𝐵 > 

 

将上述两式合并，我们就得到了格林函数随时间的变化方程： 

i
ⅆ

ⅆt
≪ 𝐴;𝐵 ≫ω= 𝛿(𝑡) < [𝐴(𝑡), 𝐵]± > +≪ [𝐴(𝑡), 𝐻], 𝐵 ≫𝜔 

(2.26) 

为了进一步求解格林函数，我们做傅里叶变换变换到频率空间，并且注意到下面

两个公式： 

δ(t) =
1

2π
∫ 𝑒−𝑖𝜔𝑡 ⅆ𝜔
+∞

−∞

 
(2.27) 

上式为 δ函数的傅里叶展开式。 

iĠ(𝑡) =
1

2𝜋
∫ 𝜔𝐺(𝜔)𝑒−𝑖𝜔𝑡 ⅆ𝜔
+∞

−∞

 
(2.28) 

上式为格林函数的傅里叶展开式对时间的微商。 

将(2.27)和(2.28)直接带入(2.26)之中进行计算，注意到 A 算符为电子的湮灭算符，

B 算符为电子的产生算符，针对电子（费米子）情形，这两个算符的对易关系为 1。 

[Ckσ, Ckσ
+ ] = 1  

因此我们得到格林函数的运动方程： 

ω ≪ A|B ≫ω= 1+≪ [𝐴(𝑡), 𝐻], B ≫ω (2.29) 

我们针对上述方程进行一点讨论，从上述方程中可以看出，每一个格林函数均与

其高阶的格林函数相关。这就导致了格林函数的严格求解一般是求解一组无穷函数序

列的和，这一般并不能严格求出，多体问题中此问题尤甚。为求解格林函数，我们一

般会采取截断近似，换句话说就是求解至某一阶为止，以后的项统统记为零，也就是

说将其忽略。 

我们应用这个方法求解一个常见的例子。 

某一个系统中，哈密顿量可以写成形式 

H = H0 + Hint  

第一项表示动能项，引入产生消灭算符之后写成： 
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H =∑𝐸𝑘𝐶𝑘𝜎
+ 𝐶𝑘𝜎

𝑘𝜎

  

第二项就是复杂多变的相互作用项。 

利用方程(2.29)，这个系统的单粒子格林函数满足如下方程： 

ω ≪ Ckσ|Ckσ
+ ≫ω= 1+≪ [Ckσ, 𝐻0]|Ckσ

+ ≫ω +≪ [Ckσ
+ , 𝐻𝑖𝑛𝑡]|Ckσ

+ ≫ω (2.30) 

我们来计算上述求和式中的第二项 

[Ckσ, H] = [𝐶𝑘𝜎, Σk′σ𝐸𝑘′𝐶𝑘′𝜎
+ 𝐶𝑘′𝜎] 

              = ∑Ek′[Ck‘σ, Ck’σ
+ ]Ck‘σ

k′σ

 

 

将对易关系的结果直接带入可以得到： 

[Ckσ, H] = EkCkσ (2.31) 

将上述结果带入(2.30)，并化简；可以得到格林函数所满足的方程为： 

(ω − Ek) ≪ Ckσ|Ckσ
+ ≫ω= 1+≪ [Ckσ

+ , 𝐻𝑖𝑛𝑡]|Ckσ
+ ≫ω (2.32) 

从上式出发，可以简便地得到自由粒子的格林函数，但是要按照（2.2.1）节之中

对格林函数的处理，引入一个复的无穷小量，因此得到： 

≪ Ckσ|Ckσ
+ ≫ω=

1

ω − Ek + i0
 

(2.33) 

(2.32)式的处理中可以引入自能修正函数Σ(𝐤,ω)，定义为： 

≪ [Ckσ
+ , 𝐻𝑖𝑛𝑡]|Ckσ

+ ≫ω= Σ(𝐤,ω) ≪ Ckσ|Ckσ
+ ≫ω (2.34) 

因此，格林函数也就可以写成如下形式： 

≪ Ckσ|Ckσ
+ ≫ω=

1

ω − Ek + i0 + Σ(𝐤,ω + i0)
 

(2.35) 

2.3 数值算法简介 

本小节中介绍两种常用的数值算法——牛顿法和下降法。 

2.3.1 牛顿法简介 

作为常用的数值计算方法，牛顿法在知道充分进的解的近似值之后是一个很好的

选择现在我们将思路叙述如下。为了讲述清楚，介绍之中分为一维情形和一般情形。 

求解非线性方程的近似方法总是将其转化为一个相关的线性辅助问题。例如在一

维情形下，已知解 x 一个较好的近似xn后求解方程： 
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f(x) = 0  

可以对应如下一个线性辅助问题： 

f(xn) + f ′(xn)(x − xn) = 0 (2.36) 

我们辅助问题的解记为xn+1因此，我们就能够得到解的一个更好地近似： 

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
 

(2.37) 

下图则明确表现了牛顿法在一维情况之下的运算过程： 

 

图 2-1 牛顿法图示 

重复上述步骤就能够得到所考虑的非线性方程的解，这就是一维状态下的牛顿法。

该方法几何意义就是利用切线来近似函数，通过迭代得到更为精确的解，迭代问题需

要考虑收敛性，收敛性的问题将会在下面的一般情形之中予以解决。 

仅仅说明一维问题并不足以解决本文中面对的方程，求非线性泛函方程的解才是

更为一般的情况。 

给定F(x)为从线性赋范空间 H 映射到线性赋范空间 Y 的算子，其中 Y 与 H 可以相

同也可以不相同，相应空间中的范数也可以记为||. . ||H和||. . ||𝑌，如果𝐡 ∈ 𝐇且满足

o(||h||H) → 0和条件 

||F(x + h) − F(x) − Ph||
Y
= o(||h||H) (2.38) 

那么从线性赋范空间H映射到线性赋范空间Y的算子P就称为F的导算子。此时，

将 P 记为F‘(x)。 

作为例子我们说明一下这与平常所说导数（多元函数情形之下为雅克比矩阵）之

间的联系。 

若是给定： 

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, …… , 𝑥
𝑛)𝑇 (2.39) 
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与 

𝐹 = (𝑓1, 𝑓2, ……𝑓𝑛)
𝑇 (2.40) 

按照多元函数微分的定义，我们可以得到： 

𝑓𝑖(𝑥1 + ℎ1, 𝑥2 + ℎ2, … , 𝑥𝑛 + ℎ𝑛)

= 𝑓𝑖(𝑥1, 𝑥2, …… , 𝑥
𝑛) +∑

𝜕𝑓𝑖(𝑥1, 𝑥2, …… , 𝑥
𝑛)

𝜕𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

+ o(||h||H) 

(2.41) 

对照定义(2.38)，我们可以发现在多元函数情形之下，导算子F‘(x)也就变回熟悉的

多元函数下的“导数”——雅克比矩阵。 

若是假定某个X为方程F(X) = 0的解，而且我们已经知道一个距离精确解比较近的

合理近似xn，那么我们按照导算子的定义，我们有： 

||F(X) − F(xn) − F′(xn)(X − xn)||
Y
= o(||X − xn||H) (2.42) 

由于上式等号右边是一个小量，因此我们就将左边的值近似为零。此时可以得到： 

F(xn) + F′(xn)(X − xn) ≈ F(X) (2.43) 

再次注意到 X 是方程F(X) = 0的解，因此我们能够得到： 

F(xn) + F′(xn)(X − xn) ≈ F(X) = 0 (2.44) 

若是假定导算子可以，并且认定上述线性方程就是原问题的一个很好的近似，将

上述方程的解认定为比xn更接近精确解，并记为xn+1，因此： 

xn+1 = xn − (F′(xn))
−1
𝐹(𝑥𝑛) (2.45) 

这样不停地迭代下去，这个过程称为牛顿法。 

迭代过程需要考察收敛性，从下面的讨论可以知道，牛顿法的收敛速度并不慢。 

给定三个正数a, a1, a2，其中0 ≤ a1 ≤ a2 < ∞，并且Ωa = {𝑥: ||𝑥 − 𝑋||𝐻 < 𝑎}。针对

任意x ∈ Ωa和任意的y，有： 

||F(x)−1𝑦||
𝐻
≤ 𝑎1||𝑦||𝑌 (2.46) 

针对任意的u1, 𝑢2 ∈ Ωa，有： 

||F(u1) − F(𝑢2) − F
′(𝑢2)(u1 − 𝑢2)||Y ≤ a2(|

|(u1 − 𝑢2)||𝐻
2
)  (2.47) 

引入记号𝑐 = 𝑎1𝑎2和𝑏 = 𝑚𝑖𝑛 {𝑎, 𝑐
−1}，就可以说明牛顿法的收敛性： 

在给定条件(2.46)和(2.47)以及x0 ∈ Ωa，牛顿法的迭代过程(2.45)将会按照如下速度

收敛： 
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||xn − 𝑋 ||
H
≤ 𝑐−1  (𝑐2

𝑛
||x0 − 𝑋 ||

H

2𝑛

) (2.48) 

证明： 

由于已知初始条件x0 ∈ Ω𝑏，首先我们利用归纳法证明针对任意一个整数 n，均满

足x𝑛 ∈ Ωb,但是考虑到 b 的定义，有b ≤ a，因此我们有x𝑛 ∈ Ωb。首先考虑表达式： 

||F(X) − F(xn) − F′(xn)(X − xn)||
Y

 (2.49) 

上式完全符合公式(2.47)，仅仅需要令u1 = X，u2 = x
n,故直接利用公式得到： 

||F(X) − F(xn) − F′(xn)(X − xn)||
Y
≤ a2(||(X − x

n)||
𝐻

2
) (2.50) 

上式中 X 是要求的解，故F(X) = 0，因此式(2.49)可以写成： 

||F(xn) + F′(xn)(X − xn)||
Y

 (2.51) 

考虑到牛顿迭代法的过程 (2.44)，并按照迭代过程将解记为xn+1。将F(xn) =

−F′(xn)(xn+1 − xn)代入(2.42)中，可以得到： 

||F′(xn)(𝑋 − xn+1)||
Y

 (2.52) 

注意到以上表达式为线性赋范空间 Y 的范数，将上式视为(2.46)的右边，为应用左

边，必须选取一个x ∈ Ωa，又根据归纳假设x𝑛 ∈ Ωa，有注意到将x选取为x𝑛之后F′(xn)可

以与其逆相互抵消，因此我们应用(2.46)，故我们得到： 

𝑎1
−1||F(xn)−1F′(xn)(𝑋 − xn+1)||

𝐻
≤ ||F′(xn)(𝑋 − xn)||

Y
 (2.53) 

进一步化简等式左边可以得到: 

𝑎1
−1||𝑋 − xn+1||

H
≤ a2(||(X − x

n)||
𝐻

2
) (2.54) 

不等号两边同时乘以正数a1得到： 

||𝑋 − xn+1||
H
≤ c(||(X − xn)||

𝐻

2
) (2.55) 

针对上式利用归纳假设x𝑛 ∈ Ωb，能够得到： 

||𝑋 − xn+1||
H
≤ c𝑏 ∗ 𝑏 (2.56) 

由于𝑏 = 𝑚𝑖𝑛 {𝑎, 𝑐−1}因此c𝑏 = 𝑚𝑖𝑛 {𝑎𝑐, 1},因此将上式化简，有： 

||𝑋 − xn+1||
H
≤ c𝑏 ∗ 𝑏 ≤ b ≤ 1 (2.57) 

这就证明了x𝑛+1 ∈ Ωb，因此根据数学归纳法原理，命题成立。为了证明定理，用

(2.55)开始迭代，引入记号ρn = ||𝑋 − x
n||

H
。 

我们有： 
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𝑐ρn ≤ c
2ρn−1 ≤ ⋯ ≤ (𝑐𝜌0)

2𝑛  

不等号两边同时除以 c 就证明了定理： 

||xn − 𝑋 ||
H
≤ 𝑐−1  (𝑐2

𝑛
||x0 − 𝑋 ||

H

2𝑛

) (2.58) 

而公式(2.57)则是保证了xn可以收敛到解X。 

在牛顿法的实际应用（本文将其用于求解非线性方程组的解）之中，最难计算的

是雅克比矩阵的逆部分，为了计算简便我们采用技巧： 

定义一组数列{nk}，当nk ≤ 𝑛 < 𝑛𝑘+1之时将牛顿法的迭代公式(2.45)改写为： 

xn+1 = xn − (F′(xnk))
−1
𝐹(𝑥𝑛) (2.59) 

采用上式的能够节约计算逆矩阵的时间但是会增大误差，我们利用迭代次数的增

加来进行弥补。 

2.3.2 下降法 

牛顿法的收敛区域常常难以找到，尤其是在较为复杂的计算之中，初值的选取非

常关键。因此在利用牛顿法迭代之前可以利用某个收敛性更好的方法来寻找初值。故

在计算的初始阶段采用某个下降法来替换牛顿法是值得的。 

下降法的一般思想很简单，就是所谓的最陡下降法，亦即给定一个函数Φ(x)之后

按照如下规则寻找近似解： 

xn+1 = xn − δngraⅆ(Φ(x
n))   (2.60) 

就是常用的线性化方法，利用线性近似来，线性近似中的斜率为函数的梯度，负

梯度是函数下降最快的方向，这个方法由此得名。我们根据式(2.60)可以求得解的下一

个近似。其中，函数值Φ(xn)能够直接计算出来，步长δn的计算需要考量误差，为了保

证较小的误差，我们可以如下确定其形式： 

min
δn
Φ(xn − δngraⅆ(Φ(x

n))) (2.61) 

通过上式确定步长δn之后进行迭代就能够不断进行下去。 

下图明确表现了下降法的执行过程： 
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图 2-2 梯度下降法执行过程图示 

最常用的一种求解非线性方程的方法是在牛顿法的开始阶段将求解转化为求解某

个泛函的极小值。在最简单的情况之下，该泛函可以选取为： 

Φ(x) =∑(𝜆𝑖(𝑓𝑖(𝑥))
2

𝑚

𝑖=1

 
(2.62) 

如果已经求出了一组解的近似值xn⃗⃗⃗⃗ = (x1
n, x2

n, … , xm
n )，m 和 n 是某个整数，并且已

经求出了一个下降的方向满足 ||Δ|| = 1，将下降方向的各个分量写出，为Δ =

(Δ1, Δ2, … , Δm)，那么沿着某个方向的方向导数可以计算出来，假定求导数的步长ϵ，导

数为： 

li =
fi(𝑥

𝑛 + 𝜖Δ) − 𝑓𝑖(𝑥
𝑛)

ϵ
 

(2.63) 

利用方向导数可以将函数线性化，在直线x = 𝑥𝑛 + 𝑡Δ上，我们可以得到函数的线

性近似值： 

fi(𝑥) = 𝑓𝑖(x
n) + 𝑡𝑙𝑖  (2.64) 

因此，根据下降法的一般原理，下一个坐标值xn+1 = 𝑥𝑛 + 𝑡Δ应该选取为： 

min
i
∑(𝜆𝑖(𝑓𝑖(x

n) + 𝑡𝑙𝑖)
2

𝑚

𝑖=1

 
(2.65) 

因此只需要确定步长 t 就可以利用下降法确定下一个坐标。 

Equation Chapter (Next) Section 1 
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3   近藤屏蔽与铁磁有序的竞争与共存 

3.1  模型推导 

上一章中我们得到的近藤晶格模型，其哈密顿量可以写成形式： 

H =∑ϵkCkσ
+ Ckσ

𝑘

+ Jk∑si ∙ Si
𝑖

  (3.1) 

第一项很明显就是用二次量子化形式所表达的动能项，ϵk，即为传导电子①动能。

其中Si就是所考察第 i 个格点上的自旋算符，si即为所考察格点的自旋密度算符，这时

由于传导电子被假定为连续分布而引起的。 

为了分析上述模型，我们采取常用的二次量子化方法来处理第二项所表示的交换

作用。根据二次量子化的一般步骤，利用传导电子的产生和湮灭算符（Ckσ
+ 、Ckσ）我

们可以将自旋密度算符表示为： 

si =∑𝑐𝑖𝜎
+ 𝑠𝜎𝜎′𝑐𝑖𝜎′

𝜎𝜎′

  (3.2) 

直接利用自旋矩阵并不方便，我们一般使用泡利矩阵来表示自旋，泡利矩阵定义

为： 

𝐬 =
1

2
𝛔 

(3.3) 

由于自旋变量已经取为σ，为了不混淆，我们利用另一个希腊字母τ来表示泡利矩

阵。因此自旋密度算符就可以表示为： 

si =
1

2
∑𝑐𝑖𝜎

+ τ𝜎𝜎′𝑐𝑖𝜎′
𝜎𝜎′

  
(3.4) 

同理，由于 f 电子的局域性非常强，波函数随着距离快速收敛，f 电子构成了局域

磁矩的实际来源，因此局域电子的产生和湮灭算符就可以利用𝑓kσ
+、𝑓kσ所表示，根据与

推导传导电子的二次量子化形式(3.4)类似的推导过程，我们可以直接写出针对局域自

旋的二次量子化结果，为： 

                                                 

① 常常称为 c（conduct）电子 
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𝑆i =
1

2
 ∑𝑓𝑖𝜎

+τ𝜎𝜎′𝑓𝑖𝜎
′

𝜎𝜎′

 
(3.5) 

值得一提的是从上述模型之中可以得到的若干结论。 

首先，有泡利不相容原理，每一个局域电子所可能的状态均最多有一个电子占据，

因此近藤晶格模型之中的假设：在每一个格点上，都存在 f 电子（局域磁矩），这样一

个条件可以表达为： 

n𝑓 =∑𝑓𝑖𝜎
+𝑓𝑖𝜎′

𝜎𝜎′

= 1 (3.6) 

此外，S 算符作为自旋算符，具有角动量算符的一般性质，其对易关系可以写成：

选取（ℏ = 1）。 

[Si, 𝑆𝑗] = iϵijk𝑆𝑘 (3.7) 

其平方S2可以直接求出： 

S2 = 𝑆(𝑆 + 1) =
1

2
∗ (
1

2
+ 1) =

3

4
 

(3.8) 

但是如果直接利用近藤晶格模型(2.1)计算，我们就会漏掉 f 电子的局域性条件；因

此，为了显式地表示出 f 电子的局域性，我们在哈密顿量中加上一个约束进行限制，数

学上说，就是添加上一个拉格朗日乘子，由于能量最小原理，这个问题类似多元函数

的极值的算法。 

按照计算拉格朗日乘子的一般步骤，拉格朗日乘子可以写成： 

∑𝜆𝑖(Σσ𝑓𝑖𝜎
+𝑓𝑖𝜎 − 1)

𝑖

 (3.9) 

因此近藤晶格模型的哈密顿量可以写成： 

H =∑ϵkCkσ
+ Ckσ

𝑘

+ JkΣisi ∙ Si +∑𝜆𝑖(Σσ𝑓𝑖𝜎
+𝑓𝑖𝜎 − 1)

𝑖

 (3.10) 

为了处理交换作用，我们首先证明一个泡利矩阵（仍然用τ表示）计算常用的性质： 

τ𝜎1𝜎2𝜏𝜎3𝜎4 = 2δσ1𝜎4δσ2𝜎3 − δσ1𝜎2δσ3𝜎4 (3.11) 

表达式中δ函数表示当且仅当两个下标相等的情形，函数值为 1，否则函数值为 0. 

证明可以直接利用矩阵形式进行计算。 

首先，左边的值只能取为±1或者 0。等号左边取 1 的一个条件是𝜎1 = 𝜎2 = 1并且

𝜎3 = 𝜎4 = 1，（为对应矩阵形式，在这里 1 并不是指自旋值的两倍，而是矩阵的行与列

的指标。指标是状态的编号，编号的规则是自旋值
1

2
的状态编为 1，自旋值−

1

2
的状态编
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为 2。）将条件直接带入右边等式，发现两边的值相等。等式左边取得 1 的另一个条件

是：𝜎1 = 𝜎2 = 2并且𝜎3 = 𝜎4 = 2，将这个条件带入等号右边，发现仍然相等。 

等号左边取值-1 的一个条件是𝜎1 = 𝜎2 = 2并且𝜎3 = 𝜎4 = 1，把这个条件带入，可

以发现两边相等。而等号左边取值-1 的另一个条件是𝜎1 = 𝜎2 = 1并且𝜎3 = 𝜎4 = 2，把

这个条件直接带入等式右边进行计算，仍然得到-1。 

在其他的条件之下，等号左边都只能得到零，将条件形式写出就是： 

𝜎1 ≠ 𝜎2或者𝜎3 ≠ 𝜎4 (3.12) 

将条件(3.12)带入(3.11)等号右边，可以得到等号右边为零，因此等号两边相等。 

这样就证明了公式(3.11)。 

证明公式(3.11)以后我们可以利用其处理哈密顿量中的交换作用项JkΣisi ∙ Si，直接

进行二次量子化，将(3.4)与(3.5)直接带入，可以得到： 

si ∙ Si =
1

4
∑ 𝑐𝑖𝜎1

+ 𝑠𝜎1𝜎2𝑐𝑖𝜎2Σ𝜎3𝜎4𝑓𝑖𝜎3
+ τ𝜎3𝜎4𝑓𝑖𝜎4

𝜎1𝜎2

 
(3.13) 

将求和号写在前面，有： 

si ∙ Si =
1

4
∑ Σ𝜎3𝜎4𝑐𝑖𝜎1

+ 𝜏𝜎1𝜎2𝑐𝑖𝜎2𝑓𝑖𝜎3
+ τ𝜎3𝜎4𝑓𝑖𝜎4

𝜎1𝜎2

 
(3.14) 

由于传导电子和局域电子是两种不同而互相独立考虑的电子，因此这关于这两种

电子的产生和消灭算符可以随意交换位置，因此可以得到： 

si ∙ Si =
1

4
∑ ∑ 𝑐𝑖𝜎1

+ 𝜏𝜎1𝜎2τ𝜎3𝜎4𝑐𝑖𝜎2𝑓𝑖𝜎3
+ 𝑓𝑖𝜎4

𝜎3𝜎4𝜎1𝜎2

 
(3.15) 

可以看到，出现了两个泡利矩阵相乘的情形，这时我们依然需要利用公式(3.11)进

行化简，因此可以得到 

si ∙ Si =
1

4
∑ 𝑐𝑖𝜎1

+ (2δσ1𝜎4δσ2𝜎3
𝜎1𝜎2𝜎3𝜎4

 

−δσ1𝜎2δσ3𝜎4) 𝑐𝑖𝜎2𝑓𝑖𝜎3
+ 𝑓𝑖𝜎4  

(3.16) 

将求和负号计算出来，考虑到δ函数，我们可以得到求和式的第一项为： 

1

4
∗ 2 ∑ 𝑐𝑖𝜎1

+  𝑐𝑖𝜎2𝑓𝑖𝜎2
+ 𝑓𝑖𝜎1

𝜎1𝜎2

 
(3.17) 

同时按照同样的步骤，可以得到求和式的第二项为： 
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−
1

4
∑ 𝑐𝑖𝜎1

+  𝑐𝑖𝜎1𝑓𝑖𝜎3
+ 𝑓𝑖𝜎3

𝜎1𝜎3

 
(3.18) 

为了进一步的分析，在这类对于单类电子算符的二次乘积之中，有一个常用的技

巧是进行配方，配成完全平方式，按照这个思路，我们来处理(3.17) 和(3.18)。 

针对(3.17)我们注意到电子的占有数只能为零或者一，换句话说就是产生和湮灭两

次的值必须是零。亦即： 

𝑐𝑖𝜎1
+  𝑐𝑖𝜎1

+ = 𝑐𝑖𝜎1  𝑐𝑖𝜎1 = 0 (3.19) 

针对 f 电子，这个关系同样成立，有： 

𝑓𝑖𝜎1
+  𝑓𝑖𝜎1

+ = 𝑓𝑖𝜎1  𝑓𝑖𝜎1 = 0 (3.20) 

在配方的时候，我们将相同自旋的产生和湮灭算符放在一起，并且不同电子的算

符分开。因此，在将前面对格点坐标 i 的求和计入之后，并且注意到𝑓𝑖𝜎2
+ 𝑓𝑖𝜎1之间满足反

对易关系。我们可以得到： 

−
1

4
∗ 2∑𝑐𝑖↑ 

+ 𝑓𝑖↑𝑐𝑖↓𝑓𝑖↓
+

𝑖

+ 𝑐𝑖↓ 
+ 𝑓𝑖↓𝑐𝑖↑𝑓𝑖↑

+ + 𝑐𝑖↓ 
+ 𝑓𝑖↓𝑐𝑖↓𝑓𝑖↓

+ + 𝑐𝑖↑ 
+ 𝑓𝑖↑𝑐𝑖↑𝑓𝑖↑

+ 
(3.21) 

将求和式中的项前两项视为交叉项进行配方，可以得到最终结果： 

−
1

4
∑(𝑐𝑖↑ 

+ 𝑓𝑖↑+𝑐𝑖↓𝑓𝑖↓
+)2 + (𝑐𝑖↓ 

+ 𝑓𝑖↓ + 𝑐𝑖↑𝑓𝑖↑
+)2

𝑖

 
(3.22) 

分析其物理意义，可以知道这一项表示局域自旋与传导电子自旋的涨落变化。能

够表示我们需要的近藤屏蔽效应。 

不过配方之后，为保持等号成立。我们需要加上二次项： 

1

4
∑𝑐𝑖↑ 

+  𝑓𝑖↑𝑐𝑖↑ 
+  𝑓𝑖↑ + 𝑐𝑖↓𝑓𝑖↓

+𝑐𝑖↓𝑓𝑖↓
+ + 𝑐𝑖↓ 

+ 𝑓𝑖↓𝑐𝑖↓ 
+ 𝑓𝑖↓ + 𝑐𝑖↑𝑓𝑖↑

+𝑐𝑖↑𝑓𝑖↑
+

𝑖

 
 

利用(3.19)和(3.20)，上式为零。 

接下来我们来处理(3.18)，同样将相同自旋的产生和湮灭算符放在一起，并且注意

到关于传导电子与局域电子之间的产生和湮灭算符是互相对易的，我们得到： 

−
1

4
∑𝑐𝑖↑ 

+ 𝑐𝑖↑𝑓𝑖↓
+𝑓𝑖↓ + 𝑐𝑖↓ 

+ 𝑐𝑖↓𝑓𝑖↑
+𝑓𝑖↑ + 𝑐𝑖↓ 

+ 𝑐𝑖↓𝑓𝑖↓
+𝑓𝑖↓ + 𝑐𝑖↑ 

+ 𝑐𝑖↑𝑓𝑖↑
+𝑓𝑖↑

𝑖

 
 

这样再计入(3.21)之中的后两个求和项，注意到 f 电子之间的产生消灭算符的反对

易性。我们可以分别因式得到最终结果为 
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1

4
∑(𝑐𝑖↑ 

+ 𝑐𝑖↑ − 𝑐𝑖↓ 
+ 𝑐𝑖↓)( 𝑓𝑖↑

+𝑓𝑖↑ − 𝑓𝑖↓
+𝑓𝑖↓)

𝑖

 
(3.23) 

这一项在引入下一节的平均场参数之后会有更明白的物理意义。 

这样，我们就得到了交换作用的最终形式： 

Jk∑si ∙ Si
𝑖

= −
Jk
4
∑(𝑐𝑖↑ 

+ 𝑓𝑖↑+𝑐𝑖↓𝑓𝑖↓
+)2

𝑖

+ (𝑐𝑖↓ 
+ 𝑓𝑖↓ + 𝑐𝑖↑𝑓𝑖↑

+)2

+
Jk
4
∑(𝑐𝑖↑ 

+ 𝑐𝑖↑ − 𝑐𝑖↓ 
+ 𝑐𝑖↓)( 𝑓𝑖↑

+𝑓𝑖↑ − 𝑓𝑖↓
+𝑓𝑖↓)

𝑖

 

(3.24) 

3.2 利用平均场近似处理模型 

两个物理量的乘积可以采用平均场近似将波动性消除，也就是说：已知两个物理

量 A，B。平均场近似可以采取： 

AB ≈< A > B + A < B > −< A >< B > 

首先注意到(3.24)之中求和式的第一项，表示横向自旋涨落和翻转，故这一项做平

均之后的平均场参数应该表示近藤屏蔽作用使得形成自旋为零的自选单态。因此，平

均场序参数可以写成形式： 

V =< 𝑐𝑖↑ 
+ 𝑓𝑖↑+𝑐𝑖↓𝑓𝑖↓

+ > =< 𝑐𝑖↓ 
+ 𝑓𝑖↓ + 𝑐𝑖↑𝑓𝑖↑

+ > (3.25) 

另外我们考虑传导电子粒子数的态密度nc < 1且比较小的情形，这就是所谓的远离

半满情形，文献[]中指出在这个时候系统相比于反铁磁长程有序状态，更倾向于铁磁长

城有序状态，表示铁磁序可以利用磁矩来表示，根据磁矩与自旋之间的关系m =
eℏ

2mc
𝑠，

我们可以直接考察自旋 s。因此可以认为传导电子与局域电子的自旋磁矩满足下列关系： 

mf =< 𝑆𝑖
𝑧 >=

1

2
< 𝑓𝑖↑

+𝑓𝑖↑ − 𝑓𝑖↓
+𝑓𝑖↓ > 

(3.26) 

以及 

𝑚𝑐 =< si
z >=

1

2
< 𝑐𝑖↑ 

+ 𝑐𝑖↑ − 𝑐𝑖↓ 
+ 𝑐𝑖↓ > 

(3.27) 

以上两个公式都能够直接选择相应的状态来进行直接验证。有了一项这两个定义，

我们就可以说明(3.24)求和式第二项的物理意义了。 

这一项表示传导电子自旋极化与局域电子自旋极化之间的耦合，回忆之前提到的

RKKY 相互作用的机理，以及 RKKY 相互作用使得系统倾向于铁磁有序或者反铁磁长

程有序，(3.24)求和式第二项造成系统的铁磁有序（反铁磁长程有序）在我们要考虑的
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粒子数态密度较小时不会出现）。 

引入平均场序参数之后我们将统一求和的下标，改为统一对状态求和，因此我们

必须要对哈密顿量进行傅里叶变换： 

fiσ =
1

√N   
∑𝑓𝑘𝜎𝑒

𝑖𝑘∙𝑟𝑖  

𝑘

 𝑐𝑖𝜎 =
1

√N   
∑𝑐𝑘𝜎𝑒

𝑖𝑘∙𝑟𝑖

𝑘

 
(3.28) 

经过直接的带入计算可以得到哈密顿量的形式为： 

H =∑(𝑐𝑘𝜎
+ 𝑓𝑘𝜎

+ )(
𝜖𝑘 +

𝐽𝑘𝑚𝑓

2
𝜎  −

𝐽𝑘𝑉

2

−
𝐽𝑘𝑉

2
𝜆 +

𝐽𝑘𝑚𝑓

2
𝜎

)(
𝑐𝑘𝜎 
𝑓𝑘𝜎
) + N(

Jk𝑉
2

2
kσ

− 𝐽𝑘𝑚𝑐𝑚𝑓 − λ) 

(3.29) 

按照一般步骤，为了求解准粒子的能量本征谱，我们需要将哈密顿量对角化，亦

即求解久期方程： 

|
𝜖𝑘 +

𝐽𝑘𝑚𝑓

2
𝜎 − 𝐸 −

𝐽𝑘𝑉

2

 −
𝐽𝑘𝑉

2
𝜆 +

𝐽𝑘𝑚𝑓

2
𝜎 − 𝐸 

| = 0 

(3.30) 

求解方程之后我们解出能量： 

Ekσ
± =

1

2
(𝜖𝑘 + 𝜆 +

𝐽𝑘
2
(𝑚𝑐 +𝑚𝑓)𝜎

± √(𝜖𝑘 − 𝜆 +
𝐽𝑘
2
(𝑚𝑓 −𝑚𝑐)𝜎)

2

+ 𝐽𝑘
2𝑉2  

(3.31) 

我们利用格林函数和谱定理的方法来求出自洽方程。根据已知条件和所有算符，

描述这个系统的格林函数最多有四个，分别记为≪ Ckσ|Ckσ
+ ≫𝜔，≪ 𝑓kσ|𝑓kσ

+ ≫ω，≪

𝑐kσ|𝑓kσ
+ ≫ω，≪ fkσ|Ckσ

+ ≫𝜔，下面我们将逐个求出格林函数来描述这个系统。 

 

已知单粒子的双时格林函数满足运动方程： 

≪ Ckσ|Ckσ
+ ≫𝜔= 1+≪ [Ckσ, 𝐻]|Ckσ

+ ≫𝜔 (3.32) 

采用截断近似到一阶，我们可以得到： 

(ω − ϵkσ) ≪ ckσ|ckσ
+ ≫ω= 1 + (

𝐽𝑘𝑉

2
)
2 1

𝜔 − 𝜆𝜎
≪ ckσ|ckσ

+ ≫ω 
  

因此可以求出格林函数为： 
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≪ ckσ|ckσ
+ ≫ω=

𝜔 − 𝜆𝜎

(ω − ϵkσ)(𝜔 − 𝜆𝜎) − (
𝐽𝑘𝑉
2 )

2 
(3.33) 

采用同样的步骤可以计算下一个单粒子格林函数≪ 𝑓kσ|𝑓kσ
+ ≫ω 

(ω − λσ) ≪ 𝑓kσ|𝑓kσ
+ ≫ω= 1 + (

𝐽𝑘𝑉

2
)
2 1

𝜔 − ϵkσ
≪ 𝑓kσ|𝑓kσ

+ ≫ω 
 

整理上式可以得到格林函数： 

≪ 𝑓kσ|𝑓kσ
+ ≫ω=

ω − ϵkσ

(ω − ϵkσ)(𝜔 − 𝜆𝜎) − (
𝐽𝑘𝑉
2 )

2 (3.34) 

我们可以讨论下一组格林函数≪ 𝑐kσ|𝑓kσ
+ ≫ω和≪ fkσ|Ckσ

+ ≫𝜔，考虑运动方程和哈

密顿量的非对角元中的对称性，我们可以认为这两个格林函数相等，因此我们可以仅

仅需要计算其中一项即可，我们选择计算≪ fkσ|Ckσ
+ ≫𝜔。利用格林函数的运动方程： 

≪ 𝑓kσ|Ckσ
+ ≫𝜔= 1+≪ [𝑓kσ, 𝐻]|Ckσ

+ ≫𝜔 (3.35) 

将哈密顿量带入上式进行计算可以得到： 

(𝜔 − 𝜆𝜎) ≪ 𝑓kσ|Ckσ
+ ≫𝜔≈ −

𝐽𝑘𝑉

2
≪ Ckσ|Ckσ

+ ≫𝜔 
(3.36) 

综合上式可以得到: 

≪ 𝑓kσ|Ckσ
+ ≫𝜔=≪ 𝑐kσ|𝑓kσ

+ ≫ω= −

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆𝜎
≪ Ckσ|Ckσ

+ ≫𝜔 

(3.37) 

可以利用谱函数定理来求解电子态密度： 

ρσ(ω) = N
−1ΣkA(𝐤，ω) = −

1

Nπ
ΣkImG(ω) 

 

我们可以得到： 

ρc
σ = 𝜌𝑐

0[𝜃(𝜔 − 𝜔1𝜎)𝜃(𝜔 − 𝜔2𝜎) + 𝜃(𝜔 − 𝜔3𝜎)𝜃(𝜔 − 𝜔4𝜎)] (3.38) 

以及： 

ρf
σ(ω) = (

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆𝜎
)

2

ρc
σ 

(3.39) 

 

ρcf
σ (ω) = −

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆𝜎
ρc
σ 

 

其中𝜃函数应该是阶跃函数的表示，自变量大于等于零函数值为一；反之，函数值
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为零。 

另外符号号𝜔1𝜎，𝜔2𝜎，𝜔3𝜎，𝜔4𝜎表示自旋取值为σ的二次量子化之后形成的准粒

子的能带边界。我们现在将他们显式地写出来： 

𝜔1𝜎 =
1

2
(−𝐷 + 𝜆 +

𝐽𝑘
2
(𝑚𝑐 +𝑚𝑓)𝜎

− √(𝜖𝑘 − 𝜆 +
𝐽𝑘
2
(𝑚𝑓 −𝑚𝑐)𝜎)

2

+ 𝐽𝑘
2𝑉2  

(3.40) 

 

𝜔2𝜎 =
1

2
(𝐷 + 𝜆 +

𝐽𝑘
2
(𝑚𝑐 +𝑚𝑓)𝜎

− √(𝜖𝑘 − 𝜆 +
𝐽𝑘
2
(𝑚𝑓 −𝑚𝑐)𝜎)

2

+ 𝐽𝑘
2𝑉2  

(3.41) 

 

𝜔3𝜎 =
1

2
(−𝐷 + 𝜆 +

𝐽𝑘
2
(𝑚𝑐 +𝑚𝑓)𝜎

+ √(𝜖𝑘 − 𝜆 +
𝐽𝑘
2
(𝑚𝑓 −𝑚𝑐)𝜎)

2

+ 𝐽𝑘
2𝑉2  

(3.42) 

 

𝜔4𝜎 =
1

2
(𝐷 + 𝜆 +

𝐽𝑘
2
(𝑚𝑐 +𝑚𝑓)𝜎

+ √(𝜖𝑘 − 𝜆 +
𝐽𝑘
2
(𝑚𝑓 −𝑚𝑐)𝜎)

2

+ 𝐽𝑘
2𝑉2  

(3.43) 

3.3 自洽方程推导 

3.3.1 平均场参数的引入 

得到了态密度，我们就可以求出自洽方程，在上面所考虑的平均场近似问题之中，

我们注意到这个系统是由一系列平均场近似所产生的平均场参数所描述的，因此我们

注意到其中所有的平均场参数为： 

传导电子的化学式μ（这个参数出现在费米分布之中是能带填充的上限），然后是

我们所定义的两个平均场参数，分别是表示传导电子磁矩以及有效磁化强度的mc和局

域电子（f 电子）磁矩以及有效磁化强度的mf。最后一个就是所考虑的描述近藤屏蔽的
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近藤屏蔽平均场参数 V。一共五个，而所有算组二次型的平均值也一共五个。下面我

们将其一一写出： 

所有的平均场产生消灭算符的二次组合分别为< Ck↑Ck↑
+ >< Ck↓Ck↓ 

+ >< fk↑𝑓k↑
+ >  

< fk↓fk↓ 
+ >< 𝑐kσ

+ 𝑓kσ >< 𝑐kσ𝑓kσ
+ >，一共六个，下面将一一讨论。其中，电子密度nc被视

为已知，亦即这个量将被视为外生变量，在计算中会直接给定。 

首先是< Ck↑Ck↑
+ >，表示自旋向上的准粒子态密度，对所有状态求和之后就与自旋

向上的传导电子相关，就是其有效磁矩。仔细分析可以发现，这一部分由传导电子本

来的部分nc和极化部分mc构成，注意到表达式中的自旋为向上，因此这两部分应该用

加号连接。再考虑到定义(3.27)，我们有： 

N(nc + 2𝑚𝑐) = 2∑ < 𝐶𝑘↑𝐶𝑘↑
+ > 

𝑘

  

其中 N 为电子数，整理有： 

(nc + 2𝑚𝑐) =
2

𝑁
∑ < 𝐶𝑘↑𝐶𝑘↑

+ > 

𝑘

 
(3.44) 

同理，我们可以考虑< Ck↓Ck↓ 
+ >，这个量表示自旋向下的准电子的态密度，根据

上述讨论可以类推知道这个量的求和为传导电子密度nc减去极化部分mc，因此我们可

以类似得到： 

(nc − 2𝑚𝑐) =
2

𝑁
∑ < Ck↓Ck↓ 

+ > 

𝑘

 
(3.45) 

其后的两项是关于局域电子（f 电子）的，其与传导电子的情形差异并不是很大，

最只要的差异是局域电子由于不能移动，在每一个格点上都存在着，因此其态密度nf恒

为 1。与传导电子类似考虑可以知道针对< fk↑𝑓k↑
+ >，应该用加号来连接局域电子原来

磁矩和被极化的部分mf，因此，我们能够仿照对于传导电子的讨论得到最终结果： 

(1 + 2𝑚𝑓) =
2

𝑁
∑ < 𝑓k↑𝑓k↑

+ > 

𝑘

 
(3.46) 

对于< 𝑓k↓fk↓ 
+ >，自然就是局域电子必然存在的常数 1 和被极化所必须减去的有效

磁矩mf，因此我们可以得到下一个表达式： 

(1 − 2𝑚𝑓) =
2

𝑁
∑ < 𝑓k↓fk↓ 

+ > 

𝑘

 
(3.47) 

到此为止，单纯由传导电子与局域电子的产生消灭算符所构成，并用以表示系统
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状态的平均值已经讨论完毕，接下来讨论的就是两类电子之间的耦合作用，表征这些

的耦合作用通常由包含两类电子算符的乘积的平均值所组成。就是剩余的< 𝑐kσ
+ 𝑓kσ ><

𝑐kσ
+ 𝑓kσ >两项。而剩余的平均场序参数仅仅剩下 V，为了简便我们在书写以此 V 的定

义。 

V =< 𝑐𝑖↑ 
+ 𝑓𝑖↑+𝑐𝑖↓𝑓𝑖↓

+ > =< 𝑐𝑖↓ 
+ 𝑓𝑖↓ + 𝑐𝑖↑𝑓𝑖↑

+ > (3.48) 

从定义中可以直接对照发现，我们需要讨论的算符不会单独出现，而是以其和的

形式出现，因此前面四个算符中等号右边出现的因子 2 就不再出现。我们先直接写出

V 的公式，具体的形式讨论将与格林函数联系起来，应用谱定理再予以阐述。 

平均场序参数 V 表示为： 

V =
1

N
∑ < 𝑐kσ

+ 𝑓kσ >

𝑘𝜎

 
(3.49) 

3.3.2 利用格林函数推导自洽方程 

既然上一节中已经将各个平均场序参数与产生消灭算符的平均值联系起来，并且

都对状态𝐤进行求和，一个很自然的想法就是利用格林函数和谱定理往下推演，这样就

能够得到自洽方程。格林函数谱定理的形式为： 

nσ = ∫ 𝑓(𝜔)𝑁−1∑𝐴(𝐤，𝜔)

𝑘

ⅆω 
+∞

−∞

= ∫ 𝑓(𝜔)𝜌(𝜔) ⅆω 
+∞

−∞

 
(3.50) 

上式中𝑓(𝜔)为按照能量的状态分布函数，一般根据所讨论的情形选取，本文中所

讨论的都是电子（费米子），因此𝑓(𝜔)在本文全部理解为费米分布函数： 

𝑓(𝜔) =
1

𝑒𝛽(𝜔−𝜇) + 1
 

 

其中，𝜇为化学势。 

让我们首先考虑(3.44)式，与之相应的格林函数为(3.33)，与之相应的态密度为(3.38)，

在引入态密度之后，态密度就是所谓的谱函数。根据格林函数的谱定理，在有限温度

之下这个公式为： 

2

𝑁
∑ < 𝐶𝑘↑𝐶𝑘↑

+ > 

𝑘

 =
2

𝑁
∫ ∑

𝐴(𝐤,𝜔)

𝑒𝛽(𝜔−𝜇) + 1
𝑘

ⅆ𝜔 
+∞

−∞

 
 

注意到谱函数与态密度的关系： 

ρσ(ω) = N
−1∑A(𝐤，ω)

𝒌
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我们可以直接利用态密度得到第一个方程： 

2

𝑁
∑ < 𝐶𝑘↑𝐶𝑘↑

+ > 

𝑘

=
2

𝑁
∫ ∑

𝐴(𝐤,𝜔)

𝑒𝛽(𝜔−𝜇) + 1
𝑘

ⅆ𝜔 
+∞

−∞

= 2∫ 𝑓(ω)ρc
↑ ⅆω   

+∞

−∞

 

(3.51) 

按照同样的步骤，我们可以讨论(3.45)式，我们需要处理的表达式为： 

2

𝑁
∑ < Ck↓Ck↓ 

+ > 

𝑘

 
 

按照同样的步骤，我们利用谱定理写出自洽方程，不过此时的态密度需要改写成ρc
↓。 

2

𝑁
∑ < 𝐶𝑘↑𝐶𝑘↑

+ > 

𝑘

=
2

𝑁
∫ ∑

𝐴(𝐤,𝜔)

𝑒𝛽(𝜔−𝜇) + 1
𝑘

ⅆ𝜔 
+∞

−∞

= 2∫ 𝑓(ω)ρc
↓ ⅆω   

+∞

−∞

 

(3.52) 

至此，相关传导电子的方程就已经讨论完全了。接下来需要讨论局域电子的情形。 

对于局域电子，我们首先分析表达式 

2

𝑁
∑ < 𝑓k↑𝑓k↑

+ > 

𝑘

 
 

这个表达式呈产生湮灭算符的二次形式，我们可以同样按照传导电子的情形应用

谱定理进行计算。只不过表示传导电子态密度ρc
↑需要替换成表征 f 电子态密度的ρf

↑的根

据(3.52)类似的计算，我们给出结果 

2

𝑁
∑ < 𝑓k↑𝑓k↑

+ > 

𝑘

=
2

𝑁
∫ ∑

𝐴(𝐤,𝜔)

𝑒𝛽(𝜔−𝜇) + 1
𝑘

ⅆ𝜔 
+∞

−∞

= 2∫ 𝑓(ω)ρf
↑ ⅆω   

+∞

−∞

 
 

但是进一步考虑到ρc
↑、ρf

↑之间的关系(3.39)： 

ρf
σ(ω) = (

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆𝜎
)

2

ρc
σ 

 

我们可以得到最终结果为： 

2

𝑁
∑ < 𝑓k↑𝑓k↑

+ > 

𝑘

=
2

𝑁
∫ ∑

𝐴(𝐤,𝜔)

𝑒𝛽(𝜔−𝜇) + 1
𝑘

ⅆ𝜔 
+∞

−∞

= 2∫ 𝑓(ω)ρf
↑ ⅆω   

+∞

−∞

= 2∫ 𝑓(ω)(

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆↑
)

2

ρc
↑ ⅆω   

+∞

−∞

 

(3.53) 
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我们接下来考虑准粒子自旋向下的情形，在此情形下我们需要计算的表达式为

(3.47)： 

2

𝑁
∑ < 𝑓𝑘↓𝑓𝑘↓ 

+ > 

𝑘

 
 

完全与讨论自旋向上情形一致，我们得到： 

2

𝑁
∑ < 𝑓𝑘↓𝑓𝑘↓ 

+ > 

𝑘

=
2

𝑁
∫ ∑

𝐴(𝐤,𝜔)

𝑒𝛽(𝜔−𝜇) + 1
𝑘

ⅆ𝜔 
+∞

−∞

= 2∫ 𝑓(ω)ρf
↓ ⅆω   

+∞

−∞

= 2∫ 𝑓(ω)(

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆↓
)

2

ρc
↓ ⅆω   

+∞

−∞

 

(3.54) 

到现在为止，局域 f 电子的情形就讨论完了。就剩下最后的一项——两类电子之间

的近藤屏蔽相互作用 V(3.49)： 

V =
1

N
∑ < 𝑐kσ

+ 𝑓kσ >

𝑘𝜎

 
 

首先针对上式< 𝑐kσ
+ 𝑓kσ >，来应用谱定理： 

1

𝑁
∑ < 𝑐kσ

+ 𝑓kσ > 

𝑘𝜎

=
1

𝑁
∫ ∑

𝐴(𝐤,𝜔)

𝑒𝛽(𝜔−𝜇) + 1
𝑘σ

ⅆ𝜔 
+∞

−∞

= ∫ 𝑓(ω)(ρcf
↑ + ρcf

↓ ) ⅆω   
+∞

−∞

= −∫ 𝑓(ω)((

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆↑
)ρc

↑ + (

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆↓
)ρc

↓)ⅆω   
+∞

−∞

 

(3.55) 

借用谱定理，我们回头讨论近藤屏蔽项 V 的算符表示形式，在那里的讨论之中，

我们直接忽略了表达式< 𝑐kσ𝑓kσ
+ >，我们现在将要证明选取这两个表达式之一都是合理

的。 

如果近藤屏蔽参数定义为： 

V =
1

N
∑ < 𝑐kσ𝑓kσ

+ >

𝑘𝜎

 
 

那么有谱定理，仿照计算(3.55)，我们有： 
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1

𝑁
∑ < 𝑐kσ

+ 𝑓kσ > 

𝑘𝜎

=
1

𝑁
∫ ∑

𝐴(𝐤,𝜔)

𝑒𝛽(𝜔−𝜇) + 1
𝑘σ

ⅆ𝜔 
+∞

−∞

= ∫ 𝑓(ω)(ρfc
↑ + ρfc

↓ ) ⅆω   
+∞

−∞

 

 

为了表示区分，我们在表示态密度是将表示两类电子的下标进行的一个对换。注

意到这两个算符对应的格林函数满足关系(3.37)： 

≪ 𝑓kσ|Ckσ
+ ≫𝜔=≪ 𝑐kσ|𝑓kσ

+ ≫ω= −

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆𝜎
≪ Ckσ|Ckσ

+ ≫𝜔 

 

我们可以认为两个态密度是直接相等，因此： 

1

𝑁
∑ < 𝑐kσ

+ 𝑓kσ > 

𝑘𝜎

=
1

𝑁
∫ ∑

𝐴(𝐤,𝜔)

𝑒𝛽(𝜔−𝜇) + 1
𝑘σ

ⅆ𝜔 
+∞

−∞

= ∫ 𝑓(ω)(ρfc
↑ + ρfc

↓ ) ⅆω   
+∞

−∞

= ∫ 𝑓(ω)(ρcf
↑ + ρcf

↓ ) ⅆω   
+∞

−∞

= −∫ 𝑓(ω)((

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆↑
)ρc

↑ + (

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆↓
)ρc

↓)ⅆω   
+∞

−∞

 

(3.56) 

到此为止，我们关于系统五个平均场参数：传导电子的化学式μ（这个参数出现在

费米分布之中是能带填充的上限）。以及我们所定义的两个平均场参数，分别是表示传

导电子磁矩以及有效磁化强度的mc和局域电子（f 电子）磁矩以及有效磁化强度的mf和

描述近藤屏蔽的近藤屏蔽平均场参数 V 的五个自洽方程都已经全部推倒出来，我们将

其汇总在下面： 

(nc + 2𝑚𝑐) =
2

𝑁
∑ < 𝐶𝑘↑𝐶𝑘↑

+ > 

𝑘

= 2∫ 𝑓(ω)ρc
↑ ⅆω   

+∞

−∞

 
(3.57) 

 

(nc − 2𝑚𝑐) =
2

𝑁
∑ < Ck↓Ck↓ 

+ > 

𝑘

= 2∫ 𝑓(ω)ρc
↓ ⅆω   

+∞

−∞

 
(3.58) 

 

(1 − 2𝑚𝑓) =
2

𝑁
∑ < 𝑓k↓𝑓k↓ 

+ > 

𝑘

= 2∫ 𝑓(ω)(

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆↓
)

2

ρc
↓ ⅆω   

+∞

−∞

 

(3.59) 
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(1 + 2𝑚𝑓) =
2

𝑁
∑ < 𝑓k↑𝑓k↑

+ > 

𝑘

= 2∫ 𝑓(ω)(

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆↑
)

2

ρc
↑ ⅆω   

+∞

−∞

 

(3.60) 

 

V =
1

N
∑ < 𝑐kσ

+ 𝑓kσ >

𝑘𝜎

 
 

 

= −∫ 𝑓(ω)((

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆↑
)ρc

↑ + (

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆↓
)ρc

↓)ⅆω   
+∞

−∞

 

(3.61) 

3.4 不同情形之下的自洽方程 

在本文接下来所需要考虑的情形之中，方程(3.57)-(3.61)就可以进一步简化，首先

我们所考虑的状态是零温T = 0K。在这个状态之下，所有物理体系都会处于其能量最

低的状态——基态，但是由于泡利不相容原理仍然存在，分布函数只能最大取到 1，即

每一个状态都占据了电子，根据化学式的定义，就会排到化学势为止（如下图所示）： 

 

图 3-1 状态数-能量函数关系 
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因此我们可以得到 𝑓(𝜔) = 1。 

至于传导电子的态密度，本文中仅仅考虑最简单的情形——常数态密度。也就是

说再引入能量分布和半宽 D 之后，态密度ρc写成形式： 

ρcσ =
1

2D
(θ(ω + D) + θ(D − ω))  

 

考虑到θ函数的性质，我们可以将两项合并写成 

ρcσ =
1

2D
(θ((ω + D)(D − ω)))  

(3.62) 

在加入零温条件和条件(3.62)之后方程组的一般形式就会简化为下列形式： 

(nc + 2𝑚𝑐) =
2

𝑁
∑ < 𝐶𝑘↑𝐶𝑘↑

+ > 

𝑘

= 2∫ ρc
↑ ⅆω   

+∞

−∞

 
(3.63) 

 

(nc − 2𝑚𝑐) =
2

𝑁
∑ < Ck↓Ck↓ 

+ > 

𝑘

= 2∫ ρc
↓ ⅆω   

+∞

−∞

 
(3.64) 

 

(1 − 2𝑚𝑓) =
2

𝑁
∑ < 𝑓k↓𝑓k↓ 

+ > 

𝑘

= 2∫ (

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆↓
)

2

ρc
↓ ⅆω   

+∞

−∞

 

(3.65) 

 

(1 + 2𝑚𝑓) =
2

𝑁
∑ < 𝑓k↑𝑓k↑

+ > 

𝑘

= 2∫ (

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆↑
)

2

ρc
↑ ⅆω   

+∞

−∞

 

(3.66) 

 

V =
1

N
∑ < 𝑐kσ

+ 𝑓kσ >

𝑘𝜎

 

= −∫ ((

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆↑
)ρc

↑ + (

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆↓
)ρc

↓)ⅆω   
+∞

−∞

 

(3.67) 

进一步的就需要根据具体的物理背景，现有的研究表明： 

当传导电子态密度nc小于 0.82 时，传导电子与局域电子之间倾向反铁磁耦合；经

由传导电子的局域磁矩之间形成的 RKKY 相互作用则是倾向于铁磁耦合，因此本文所

考虑的情况下Jk > 0。 

为了简化方程，我们可以从物理地考虑有可能存在的各种情况，各种状态，具体
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可以分为顺磁的近藤屏蔽相，磁有序的铁磁相以及这两种相的共存相这三类。根据电

子填充的不同，我们在后两相中还可以分为自旋极化和非自旋极化两类。 

3.4.1 顺磁近藤屏蔽相的研究 

我们已经知道传导电子对于局域磁矩会存在近藤屏蔽作用。这个作用的存在会使

得局域磁矩的表现减弱，因此就会存在这样一种状况——在传导电子密度nc非常大的

时候会出现很强的近藤屏蔽，局域磁矩的存在在小范围内就可以近似成为单杂质近藤

问题，从单杂质近藤问题的思路处理，当传导电子密度nc非常大就会出现一个相——

近藤屏蔽相。而这个相是顺磁的。因此我们接下来就考虑近藤屏蔽顺磁相之下的方程。 

首先由于顺磁相为磁无序相，因此表征磁有序的平均场序参数mc,mf必须为零，而

表示近藤屏蔽的平均场序参数 V 不为零。故我们有条件 

V ≠  0,mc = 0,mf = 0 (3.68) 

讲上述条件带入一般形式地方程组(3.63)-(3.67)，首先我们注意到方程(3.63)与(3.64)

都化成同一个表达式： 

𝑛𝑐 =
2

𝑁
∑ < 𝐶𝑘↑𝐶𝑘↑

+ > 

𝑘

= 2∫ ρc  ⅆω   
+∞

−∞

 
 

在考虑到态密度的具体形式以及化学势为电子填充的上限，再考虑到能带底部为

电子填充的下限，我们就得到近藤屏蔽相中的第一个方程： 

nc =
μ − ω1
D

 (3.69) 

接下来让我们来考虑方程(3.65)与(3.66)，由于mf被置零，因此连个方程都化简为： 

1 =
2

𝑁
∑ < 𝑓k↑𝑓k↑

+ > 

𝑘

= 2∫ (

𝐽𝑘𝑉
2

𝜔 − 𝜆
)

2

ρc ⅆω   
+∞

−∞

 

 

将上述积分求出，同样计入态密度的具体形式以及化学势为电子填充的上限，能

带底部为电子填充的下限，就能够得到近藤屏蔽相的第二个方程： 

1 = (
𝐽𝑘𝑉

2
)
2

∗ (
1

ω1 − 𝜆
−

1

𝜇 − 𝜆
) ∗
1

𝐷
  

(3.70) 

剩余的方程(3.67)在处理是也类似考虑态密度的具体形式和化学势及能带底部对

电子填充的影响，将积分直接计算出来，我们可以得到关于近藤屏蔽相的第三个方程： 

1 =
𝐽𝑘𝑉

2𝐷
(ln(ω1 − 𝜆) − ln(𝜇 − 𝜆)) =

𝐽𝑘𝑉

2𝐷
ln
(ω1 − 𝜆)

(𝜇 − 𝜆)
 

(3.71) 
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至此为止，我们就得到了描述近藤屏蔽相的方程(3.69)(3.70)(3.71)。这个方程可以

按照步骤解析求解如下： 

在(3.71)两边取 e 指数，得到 

u ≡ e
2D
Jk =

ω1 − 𝜆

𝜇 − 𝜆 
 

(3.72) 

我们的思路是利用可以由外生变量确定的 u 表示各个待求变量。首先我们需要消

去ω1 − λ项，因此我们有： 

nc𝐷 = (𝜇 − 𝜆) − (𝜔1 − 𝜆) 

𝜔1 − 𝜆 = (𝜇 − 𝜆) − nc𝐷 

u = 1 −
nc𝐷

𝜇 − 𝜆
 

(3.73) 

其次利用第二个方程(3.70)，我们可以看到： 

1 = (
𝐽𝑘𝑉

2
)
2 1

𝜇 − 𝜆
(
1

𝑢
− 1) ∗

1

𝐷
  

(3.74) 

将(3.73)第三式带入上式，有 

(𝐽𝑘𝑉)
2 

4𝐷

1 − u

𝑛𝑐𝐷

1 − u

u
= 1   

 

 因此求出近藤屏蔽参数 V 的表达式为： 

V2 =
4𝐷2𝑛𝑐𝑢

𝐽𝑘
2(1 − 𝑢)2

 
(3.75) 

接下来的的想法是将ω1 − 𝜆用已知量表示出来将上式带入(3.74)，我们有 

nc𝐷𝑢

(1 − 𝑢)2
1

𝜇 − 𝜆
(
1

𝑢
− 1) = 1 

(3.76) 

整理有： 

𝜇 − 𝜆 =
𝑛𝑐𝐷

1 − 𝑢
 

(3.77) 

将上式带入(3.73)第二式，我们就表示出了ω1 − 𝜆： 

ω1 − 𝜆 = 𝑛𝑐𝐷 (
1

1 − 𝑢
− 1) = 𝑛𝑐𝐷

𝑢

1 − 𝑢
 

(3.78) 

利用ω1为费米子能带下边界的表达式： 

1

2
(−𝐷 + 𝜆 − √(−𝐷 − 𝜆)2 + 𝐽𝑘

2𝑉2  
 

我们可以得到λ的表达式： 
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λ =
Du

1 − u
(1 − 𝑛𝑐) 

 

我们可以这样得到化学势的表达式，首先由方程： 

nc𝐷 + 𝜆 = 𝜇 − (𝜔1 − 𝜆)   

将𝜔1 − 𝜆和𝜆：的值带入有： 

nc𝐷 +
Du

1 − u
(1 − 𝑛𝑐) = 𝜇 − 𝑛𝑐𝐷

𝑢

1 − 𝑢
 

  

整理，我们得到化学势的表达式为： 

μ = nc𝐷 +
𝐷𝑢

1 − 𝑢
 

(3.79) 

到此为止，我们就已经得到了近藤屏蔽相之下所有自洽参数的解析解。下面进行讨论： 

首先讨论近藤屏蔽序参数 V，D 作为能带半宽可以事先给定，现在假定为 1；nc作为

传导电子密度是外生的。考虑到近藤屏蔽相的物理，我们给一个较大的值nc = 0.7,我们

可以画出近藤屏蔽相随着耦合强度 V 的变化图： 

 

图 3-2 近藤屏蔽 V 随耦合电强度变化 

从上图中可以看出，随着耦合强度交换积分Jk的不断扩大，近藤屏蔽参数 V 从J𝐾 = 0.2

起开始显著不为零，然后急剧增大，随后𝐽𝑘 = 0.8附近增幅趋于平缓直至𝐽𝑘很大，近藤

屏蔽参数 V 仍然没有突破 0.6. 

接下来是化学式随着耦合强度Jk变化图。 
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图 3-3 化学势随着耦合强度变化 

从上图中可以发现，在耦合强度较小（0.25 以下）时，化学势会出现一个平台，

一直保持在−0.3，对比近藤屏蔽项 V，可以发现在越过 0.2-0.26 这一个阶段后，这两

个相都开始急剧变化，屏蔽越来越厉害，化学势也越来越减小，最后就呈直线下降。 

3.4.2 铁磁有序相（自旋极化型） 

从问题的物理背景考虑，当近藤屏蔽作用非常弱，在极限状态下为零时，传导电

子和局域电子完全不发生交换作用。此时二次量子化后的准粒子就有了实际的对应。

就称为了标准的传导电子和自旋子（由于没有空间自由度，仅仅存在自旋自由度，因

此得名）。此时自然有标准的铁磁长程有序结构，而根据铁磁序的定义，在基态之下，

所有的自旋都会取得最大值，适当选取坐标轴后可以定义为
1

2
，因此我们能够得到如下

结果： 

mf =< 𝑆z > =
1

2
 

(3.80) 

这个结果也可以在下文之中从自洽方程解出。 

从上述考虑，我们能够得到的铁磁有序相之下序参量的条件是： 

V = 0 (3.81) 

进一步的考虑就需要计入能带的填充，首先是电子的化学势较小，能带部分填充。

而自旋极化的存在可以使得自旋的简并被解出，因此此时自旋向下的传导电子能带能
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量更低；反之对于局域电子则是优先填充自旋向上的能带。因此由于自旋简并分离，

根据自旋向上的能带是否被填充，我们就得到了铁磁相之下的两种情形，自旋极化型

铁磁相与非自旋极化型铁磁相。 

本小节所考虑的就是自旋极化型的铁磁相，为此，我们先将能带绘制如下： 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

在考虑了传导电子能带填充之后我们接下来考虑局域电子的自旋填充，与传导电

子情形相反，局域电子有限填充自旋向下的能带。 

我们将能带绘制如下： 

           ↑ ↓ 

 

 

 

 μ 

 

 

从能带填充中我们可以确定一般形式方程，之中确定积分的上下界，其中下界为

费米子能带下边界ω1，上界则根据能带填充图可以确定为化学势μ ，因此，我们能够

↑          ↓ 

  

 

 

 μ 

 

 

图 3-4 自旋极化型铁磁相传导电子能

带填充示意图 

图 3-5 自旋极化型铁磁相局域电子能带填充示意图 
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直接得到自旋极化型铁磁有序相中的方程组： 

注意到近藤屏蔽参数V = 0，方程(3.65)右边为零（局域电子没有填充下能带）(3.67)

左右两边都恒为零我们能够得到。 

nc + 2𝑚𝑐 = 0 (3.82) 

 

nc − 2𝑚𝑐 =
1

𝐷
(μ + D +

Jk𝑚𝑓

2
) 

(3.83) 

 

1 − 2mf = 0 (3.84) 

上述方程中mf，mc都可以直接解出如下： 

mc = −
nc
2
    𝑚𝑓 =

1

2
 

(3.85) 

 得到上述结果之后我们能够很容易地求出化学势，直接带入第二个方程即可： 

μ = 2nc𝐷 − 𝐷 +
𝐽𝑘
4

 
(3.86) 

在这一个状态中，所需平均场序参数均与外生变量nc，Jk呈线性关系，如下图所示： 

 

图 3-6 自旋极化铁磁相传导电子磁矩与传导电子密度 
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图 3-7 自旋极化铁磁相中的化学势 

从上图中可以看出，化学势在三维空间中表现为一个平面。 

3.4.3 铁磁有序相（非自旋极化型） 

从上一小节的分析可以明白，其实自旋极化与非自旋极化型图像仅仅存在于能带

填充是否达到了自旋向上的能带部分，在非自旋极化相中，能带的填充可以这样分析： 

对于局域电子，能带的填充没有任何变化，仍然仅仅填充了自旋向上的部分，但

是在传导电子的情形之中，这一情况就大大不同，化学势已经大于自旋向上的能带底

部，如下图所示： 

↑          ↓ 

 

 

 

 μ 

 

因此，描述非极化铁磁相的方程会有重大变化，积分上限将出现自旋向上的部分，

图 3-8 非自旋极化相中的能带填充 
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我们将其写出来： 

nc + 2𝑚𝑐 =
1

D
(𝜇 + 𝐷 −

𝐽𝑘𝑚𝑓

2
) 

(3.87) 

 

nc − 2𝑚𝑐 =
1

𝐷
(μ + D +

Jk𝑚𝑓

2
) 

(3.88) 

 

1 − 2mf = 0 (3.89) 

直接求解上述方程组，首先得到 

mf =
1

2
 

(3.90) 

这与铁磁相的基态相吻合。在铁磁基态中，各个格点的自旋要取到最大值，最小

值可以改变坐标轴方向得到最大值。 

μ = (nc − 1)𝐷 (3.91) 

化学势随着传导电子态密度线性增加，与耦合强度Jk没有了关系. 

mc = −
JK
8𝐷

 
(3.92) 

注意到如果去jk/𝐷这一个数作为变量，传导电子极化就是一个常数−
1

8
。下面将化

学势的图像画出： 

 

图 3-9 自旋极化相中传导电子化学势 

综合两个状态下的化学势图可以看出，处于铁磁态之下的一个共同重要特点是化
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学势随着传导电子密度线性增加。 

不过这两个相之间确实满足一定条件，从能带图中就可以看出，系统处于自旋极

化铁磁态的条件是 

ω1↓ < μ < ω1↑ (3.93) 

将能带下界表达式带入，可以直接得到满足的条件为 

μ <
Jk
4𝐷

 
(3.94) 

与之相应，在铁磁相的出现范围内，非极化铁磁相出现的条件是： 

μ >
Jk
4𝐷

 
(3.95) 

3.4.4 铁磁与近藤屏蔽共存相（自旋极化型） 

接下来我们讨论共存相，同样根据准电子的自旋简并分离，出现了自旋向上和自

旋向下的能带，自旋向下的能带能量较低，准电子优先填充自旋向上的能带。因此，

我们与铁磁相类似讨论，如果化学势没有超过自旋向上的能带，这称为非自旋极化的

铁磁有序近藤屏蔽共存相，与之相反若是化学势超过自旋向下的能带，就称之为自旋

极化的铁磁有序近藤屏蔽共存相。 

本节研究自旋极化的铁磁有序近藤屏蔽共存相。 

为研究自旋极化型铁磁有序近藤屏蔽共存相，我们必须要把能带结构画出来： 

↑                 ↓ 

. 

 

 Μ 

图 3-10 自旋极化型铁磁近藤屏蔽共存相能带填充 

在自旋极化型共存相中，自旋向上的准粒子能带被完全填满，对应到实际的传导

电子与局与电子，也就是说nc↑ + 𝑛𝑓↑ = 1。系统总自旋（局域电子与传导电子自旋之和）

的平均值以及自旋磁矩的定义，我们就可以直接得到： 

mc +𝑚𝑓 =
1 − 𝑛𝑐
2

 
(3.96) 
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这时，我们也可以直接将一般形式方程组中的积分算出，得到自洽方程组，注意

的是在自旋向上的能带上，积分上界是能带上界ω2↑ ，积分下界就是能带下边界ω1↑而

在自旋向下的准粒子相中，积分上界是化学势μ，积分下界就是能带下边界ω1↓ 。确定

了积分上下边界，我们就能够直接将积分计算出来。 

因此，直接计算基本就得到自洽方程组，如下所示： 

𝑛𝑐 + 2𝑚𝑐 =
1

𝐷
(𝜔2↑ −𝜔1↑) 

(3.97) 

 

𝑛𝑐 − 2𝑚𝑐 =
1

𝐷
(𝜇 − 𝜔1↓) 

(3.98) 

 

1 + 2𝑚𝑓 =
𝐽𝑘
2𝑉2

4𝐷
(

1

𝜔2↑ − 𝜆↑
−

1

𝜇 − 𝜆↑
) 

(3.99) 

 

1 − 2𝑚𝑓 =
𝐽𝑘
2𝑉2

4𝐷
(

1

𝜔1↓ − 𝜆↓
−

1

𝜇 − 𝜆↓
) 

(3.100) 

 

1 =
𝐽𝑘
4𝐷
ln (
(𝜔1↑ − 𝜆↑)(𝜔1↓ − 𝜆↓)

(ω2↑ − 𝜆↑)(𝜇 − 𝜆↓)
 

(3.101) 

这个方程组的解析解很难求出，为此，我们利用牛顿法数值求解上述方程得到： 

首先针对近藤屏蔽相 V，我们选取传导电子密度nc = 0.65，绘制出 V 与交换积分

V 的解如下： 



近藤屏蔽与铁磁有序的竞争与共存 

 43 

 

图 3-11 铁磁与近藤屏蔽共存相（自旋极化型）交换积分Jk − 𝑉关系图 

从上图可以看出，交换耦合强度越大，那么近藤屏蔽参数也就越大。 

接下来是关于磁矩mc的解： 

 

图 3-12 铁磁与近藤屏蔽共存相（自旋极化型）交换积分Jk −𝑚𝑐关系图 

从上图可以看出随着交换积分Jk的不断增大，磁矩mc有一个极小值拟合过后可以

得知这个极小值在Jk = 0.95附近。 

而局域电子磁矩mf的解如下图所示： 
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图 3-13 铁磁与近藤屏蔽共存相（自旋极化型）交换积分Jk −𝑚𝑓关系图 

从上图可以知道当耦合强度较小时，自旋磁矩还没有太大的下降趋势，但是随着

耦合强度的急剧增大，那么局域磁矩也就快速减小，这也表现了传导电子和局域磁矩

之间的耦合，关联强度对于局域磁矩的有效值有很大影响，符合近藤物理的图像。 

3.4.5 铁磁与近藤屏蔽共存相（非自旋极化型） 

非自旋极化型铁磁与近藤屏蔽共存相的情况和自旋极化型的情形类似，我们可以

利用化学势的大小进行鉴别，为此，我们先将能带画出 

↑                 ↓ 

. 

 

  

 μ 

 

 

 

从上图来看，系统自旋向上的能带与自旋向下的能带均没有填满，类比已经讨论

过的自旋极化型的情况，我们可以得到： 

图 3-14 铁磁与近藤屏蔽共存相（非自旋极化型）能带图 
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在一般形式方程组(3.63)-(3.67)的积分中，针对自旋向上的部分与自旋向下的部分

相同，积分上界必须是化学式μ，而不是自旋极化型中的ω2↑。为此我们能够很容易地

写出自洽方程组： 

𝑛𝑐 + 2𝑚𝑐 =
1

𝐷
(𝜇 − 𝜔1↑) 

(3.102) 

 

𝑛𝑐 − 2𝑚𝑐 =
1

𝐷
(𝜇 − 𝜔1↓) 

(3.103) 

 

1 + 2𝑚𝑓 =
𝐽𝑘
2𝑉2

4𝐷
(

1

𝜔1↑ − 𝜆↑
−

1

𝜇 − 𝜆↑
) 

(3.104) 

 

1 − 2𝑚𝑓 =
𝐽𝑘
2𝑉2

4𝐷
(

1

𝜔1↓ − 𝜆↓
−

1

𝜇 − 𝜆↓
) 

(3.105) 

 

1 =
𝐽𝑘
4𝐷
ln (
(𝜔1↑ − 𝜆↑)(𝜔1↓ − 𝜆↓)

(𝜇 − 𝜆↑)(𝜇 − 𝜆↓)
 

(3.106) 

 

这个方程组的解析解同样很难求出，为此，采用和上一节中讨论的式子一样的解

法，采用数值算法进行求解，我们选取传导电子密度nc = 0.65结果如下图所示： 

在这个相中，我们给出了一定范围内局域磁矩mf随着交换积分Jk/D变化的数值解。 
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图 3-15 铁磁与近藤屏蔽共存相（非自旋极化型）局域磁矩与交换积分关系图 

 

3.5 基态相图 

根据能量最小值以及平均场序参数在边界的变化就能够在nC, 𝐽𝑘的二维区域中确定

各个相个相区，得到相图。首先某些相变界（例如两类铁磁相之间的相变界）就能 够

直接解析求出，为一条直线。其他的则需要参考基态能量值，利用能量最小原理求出

能量值。 

为此，我们将相图绘制出来： 
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图 3-16 基态相图 

上图中 1 表示自旋极化铁磁相，2 表示非自旋极化铁磁相，34 表示共存相区，3

表示非自旋极化共存相，4 表示自旋极化共存相，Kondo 表示近藤屏蔽相区。 

我们可以借助物理规律定性分析和解释相图，首先如果把相图分为三个相，铁磁

相，共存相，近藤屏蔽相，也就是说我们合并自旋极化相与非极化相的相区。我们注

意到两条相界面都是左上方-右下方倾斜，以及Jk的增大在某种程度上与nc的增大，亦

即在相变上两者可以相互替代。 

这并不是偶然的，而是物理规律造成的，从近藤屏蔽的图像上看，传导电子针对

周围的局域磁矩呈屏蔽作用，而传导电子同时也和局域磁矩进行反铁磁耦合，Jk的增大

同样是造成局域磁矩的屏蔽。而造成磁有序的 RKKY 相互作用则是二阶作用，因此相

边界呈左上方-右下方倾斜趋势。因此如果给定一个Jk，随着传导电子密度的增加系统

会逐渐从铁磁相变化到共存相，进而变化到近藤屏蔽顺磁相。 

至于自旋极化相与非极化相的相区分布同样和物理背景之中传导电子密度相关，

传导电子密度较低时有限填充低能带，考虑到共存相和铁磁相中自旋极化的定义相反，

我们就能够得到首先是自旋极化铁磁相的系统在增大一定的传导电子密度之后就会发

生相变进入到非极化铁磁相。对于共存相则是相反，随着传导电子密度nc的增大，原

来处于非自旋极化相的系统就发生相变进入自旋极化相。当然，nc增大到一定数量之

后都会因为屏蔽作用过于强大而进入了近藤屏蔽顺磁相。 

 

  

1 

2 

3 

Kondo 

4 
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Equation Chapter (Next) Section 1 

4   二维情形的初步研究 

本章中，我们类比上一章的一维情形，针对二维晶格进行简单的讨论，并且推导

出各个相的自洽方程，尽可能揭示其物理意义。 

4.1 一般形式之下方程的推导 

采用二维正方晶格的色散关系如下表示： 

𝜖𝑐𝑘 = −2𝑡(𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) + 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑦)) − 𝜇 

此时已经取次近邻相之交换积分t1为零，为此我们可以根据准粒子能量和自由能进

行计算。 

我们已经知道： 

 𝐸�⃗� 𝜎 =
1

2
(𝜖�⃗� + 𝜆 +

𝐽𝑘(𝑚𝑐 +𝑚𝑓)𝜎

2
 

                                   −√(𝜖�⃗� − 𝜆 +
𝐽𝑘(𝑚𝑓 −𝑚𝑐)𝜎

2
)

2

+ (𝐽𝑘𝑉)2 

𝐹 = −
2

𝛽
∑ 𝑙𝑛(1 + 𝑒−𝛽𝐸𝑘𝜎)  

𝑘𝜎

+ 𝑁(
𝐽𝑘𝑉

2

2
− 𝐽𝑘𝑚𝑐𝑚𝑓 − 𝜆 − 𝜇𝑐𝑛𝑐) 

注意到β非常大，在Ekσ为负值时可以直接用对数项中后面一项来近似代替，而Ekσ

小于零的时候，对数中第二项很小，故可以直接令其为零，而一的对数为零，故可以

直接计算得到下列形式： 

Eg = 2∑𝐸𝑘𝜎𝜃(−𝐸𝑘𝜎)

𝑘𝜎

+ 𝑁(
𝐽𝑘𝑉

2

2
− 𝐽k𝑚𝑐𝑚𝑓 − 𝜆 − 𝜇𝑐𝑛𝑐)(4.1) 

为了寻找具体的方程形式以便简化方程，我们注意到作为基态能量，Eg必须作为

参数的极小值点，也就是说当表达式中没有极小值时这个情形不予考虑。 

考虑θ函数的特殊性，这个函数在自变量大于零时函数值为一，我们可以依据这个
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函数的性质简化方程，故我们首先考虑能量均大于零的值，这时基态能量表达式(4.1)

中第一项很显然为零，故我们得到能量大于零时的基态能量表达式： 

𝐸𝑔 = 𝑁(
𝐽𝑘𝑉

2

2
− 𝐽𝑘𝑚𝑐𝑚𝑓 − 𝜆 − 𝜇𝑐𝑛𝑐) 

针对上面一个能量表达式我们知道其一阶导数必须为零，亦即 

𝛻𝐸𝑔 = 0 

但是我们注意到这个能量表达式没有驻点，也就是说这个能量表达式并不是我们

需要找寻的能量表达式，进一步可以得出，在基态下的能量必须至少有一项小于零。 

4.2 能量小于零的方程的一般形式 

由于Ekσ会因为自旋变量的取值而有所不同必须对两个值大于零的情况进行分类

讨论，故而接下来假定k不变而仅仅针对自旋变量进行讨论。 

首先是两者均小于零的情况，在这种情况之下基态能量写成 

𝐸𝑔 = 2∑𝐸𝑘𝜎
𝑘𝜎

+ 𝑁(
𝐽𝑘𝑉

2

2
− 𝐽𝑘𝑚𝑐𝑚𝑓 − 𝜆 − 𝜇𝑛𝑐) 

    (4-4) 

根据 (4.3)一阶导数必须为零，这样可以得到基态能量关于各个序参量的自洽方

程，其中，序参量为mc，𝑚𝑓，𝑉，𝜆，𝜇。 

𝜕𝐸𝑔

𝜕𝑚𝑐
= 0   

𝜕𝐸𝑔

𝜕𝑚𝑓
= 0 

𝜕𝐸𝑔

𝜕𝜆
= 0   

𝜕𝐸𝑔

𝜕𝑉
= 0    

𝜕𝐸𝑔

𝜕𝜇
= 0    

注意到如下表达式，直接对能量进行求导可以得到。 

∂Ekσ
𝜕𝑚𝑓

=
1

2
(
𝐽𝑘
2
𝜎 −

(𝜖𝑘 − 𝜆 +
𝐽𝑘
2 (𝑚𝑓 −𝑚𝑐)𝜎)

𝐽𝑘
2 𝜎

2√(𝜖𝑘 − 𝜆 +
𝐽𝑘
2 (𝑚𝑓 −𝑚𝑐)𝜎)

2

+ (𝐽𝑘𝑉)2

           

∂Ekσ
𝜕𝑚𝑐

=
1

2
(
𝐽𝑘
2
𝜎 +

(𝜖𝑘 − 𝜆 +
𝐽𝑘
2 (𝑚𝑓 −𝑚𝑐)𝜎)

𝐽𝑘
2 𝜎

2√((𝜖𝑘 − 𝜆 +
𝐽𝑘
2 (𝑚𝑓 −𝑚𝑐)𝜎)

2

+ (𝐽𝑘𝑉)

2
)   
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∂Ekσ
𝜕𝜆

=
1

2

(

 1 +
𝜖𝑘 − 𝜆 +

𝐽𝑘
2 (𝑚𝑓 −𝑚𝑐)𝜎

√(𝜖𝑘 − 𝜆 +
𝐽𝑘
2 (𝑚𝑓 −𝑚𝑐)𝜎)

2

+ (𝐽𝑘𝑉) ^2 )

    

∂Ekσ
𝜕𝑉

= −
Jk
2𝑉

2√(𝜖𝑘 − 𝜆 +
𝐽𝑘
2 (𝑚𝑓 −𝑚𝑐)𝜎)

2

+ (𝐽𝑘𝑉)2     

   

∂Ekσ
𝜕𝜇

=
1

2

(

 −1 +
𝜖𝑘 − 𝜆 +

𝐽𝑘
2 (𝑚𝑓 −𝑚𝑐)𝜎

√(𝜖𝑘 − 𝜆 +
𝐽𝑘
2 (𝑚𝑓 −𝑚𝑐)𝜎)

2

+ (𝐽𝑘𝑉) ^2 )

   

将上述五个偏导数带入就能够得到五个自洽方程，分别为： 

Σkσ2
∂Ekσ
∂mc

− NJkmf = 0   
(4.5)  

  

Σkσ2
∂Ekσ
∂mf

− NJkmc = 0 
(4.6)  

  

2Σkσ
∂Ekσ
∂V

− NJkV = 0 
(4.7)  

  

2Σkσ
∂Ekσ
∂λ

− N = 0 
(4.8)  

  

2Σkσ
∂Ekσ
∂μ

− Nnc = Nnc 
(4.9)  

上述五个方程即为一般形式下的方程，但是没有注意到Ekσ会因为自旋变量取值不

同而导致基态能量的形式不同，那样会导致对自旋变量的求和消失，亦即仅仅对动量

空间的变量求和，自旋变量取正值或者负值。 

其次可以讨论针对不同的自旋变量θ函数的取值会不同值的情形，这时在自旋变量

取值不同所对应的θ函数值分别为零和一。 

4.3 针对不同模型对方程进行简化 

4.3.1 针对近藤屏蔽相简化方程 

根据一维模型中的计算以及近藤屏蔽相的定义可以知道：近藤屏蔽相为一顺磁相，
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传导电子将局域磁矩屏蔽，局域磁矩并不显示出磁性，换句话说就是具有下列物理性

质： 

𝑉 ≠ 0    𝑚𝑐 = 𝑚𝑓 = 0 (4.10) 

将上述条件带入方程中可以对方程加以简化。首先，近藤屏蔽态下的基态能量改

写成： 

Eg = 2∑𝐸𝑘𝜎
𝑘𝜎

+ 𝑁(
𝐽𝑘𝑉

2

2
− 𝜆 − 𝜇𝑛𝑐) 

(4.11)  

其中Ekσ可以简化为 

Ekσ = ϵk + 𝜆 − √(𝜖𝑘 − 𝜆)^2 + (𝐽𝑘𝑉)^2  (4.12) 

按照同样的思路，我们可以得到关于自洽参量μ，λ的方程组： 

𝛴𝑘𝜎 (1 +
𝜖𝑘 − 𝜆

√(𝜖𝑘 − 𝜆)2 + (𝐽𝑘𝑉)2
) − 𝑁 = 0 

(4.13)  

  

𝛴𝑘𝜎 (−1 +
𝜖𝑘 − 𝜆

√(𝜖𝑘 − 𝜆)2 + (𝐽𝑘𝑉)2
) = 2𝑁𝑛𝐶  

(4.14)  

由于近藤屏蔽相中自旋简并，在上述表达式中并不显式相关，故而可以将自旋项

直接相加，亦即对上述相直接对自旋变量求和，求和的结果就是上述方程求和号以内

的相直接翻倍。ϵk仍然是仅计入最邻近项的二维情形： 

ϵk = −2𝑡(𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑦) − 𝜇 

 

4.3.2 铁磁相之下的自洽方程 

若是传导电子的密度很小，局域磁矩可以视为几乎完全不被屏蔽，应该会有一个

长程铁磁有序状态的存在，此时很明显的近藤屏蔽参数 V 就是零，关于局域磁矩的平

均场参数应该取到最大值 1/2，至于传导电子磁矩相关的平均场参数暂时不能确定，需

要综合考虑自洽方程来进行确定。综合来看，铁磁相之下我们得到可如下条件： 

   

V = 0    mf =
1

2
 

  

(4.15) 

对此，基态能量的形式可以简化为： 
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 Eg = 2Σ𝑘𝜎𝐸𝑘𝜎𝜃(−𝐸𝑘𝜎) + 𝑁 (0 −
𝐽𝑘𝑚𝑐

2
− 𝜆 − 𝜇𝑛𝑐) 

(4.16) 

能量的表达式亦可加以简化：  

2E𝑘𝜎 = ϵk + 𝜆 +
𝐽𝑘
2
(
1

2
+ 𝑚𝑐) 𝜎 − √(𝜖𝑘 − 𝜆 +

𝐽𝑘
2
(
1

2
− 𝑚𝑐) 𝜎)

2

  

(4.17)  

针对Ekσ的讨论需要打开根号，若是假定能够直接打开，不讨论正负号，那么得到

的能量表达式为： 

2Ekσ = 2𝜆 + 𝐽𝑘𝑚𝑐𝜎   (4.18) 

在这个问题中发现m𝑐的值会因为对自旋变量的取值而消失，故而可以上述假定并

不正确，也就是说Ekσ不能都是负值，必须随着自旋变量的变化取到一个正值和一个负

值。 

若是假定自旋向上的能量更大，对于自旋变量为一的那一项，根据θ函数的性质，

就为零。那么基态能量可以直接写成下列形式： 

Eg = 2Σk𝐸𝑘− + 𝑁 (0 −
𝐽𝑘𝑚𝑐
2

− 𝜆 − 𝜇𝑛𝑐) 
(4.19) 

同理，若是假定自旋向下的能量更大，对于自旋变量为负的那一项就是零，可以

类比上述公式直接写出结果为： 

Eg = 2Σ𝑘𝐸𝑘+ + 𝑁 (0 −
𝐽𝑘𝑚𝑐
2

− 𝜆 − 𝜇𝑛𝑐) 
(4.20) 

但是在一般情况下，有时k，σ 都能直接决定θ 函数的取值，θ 函数的取值并不能

够直接由自旋变量的取值决定。这个时候不能应用上述方程，必须利用下一小节所采

用的一般形式方程。 

 

4.4 再探一般方程 

再次考虑一般情形之下的方程，现在不仅仅计入自旋变量，需要注意到k⃗ 也是影响

能量的一个因素，针对第一布里渊区求和之时，这个量会影响到θ函数的取值，因此在

更为复杂的情形之下必须将倒格矢与自旋这两个变量一同考虑，不能单独从自旋变量

拿掉θ函数，这样就能够得到更为一般的方程形式。 

其中，基态能量自然仍然遵从(4.1)，但是需要注意的是θ函数在零点并不可导。对

于自洽方程的推导会造成一些影响，不过，我们可以采取一个比较合理的形式来代替θ
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函数。 

注意到这样一个事实，在零温下，电子气的分布遵循泡利不相容原理，而且从能

量最小一直排布至费米能级处；但是注意到电子作为费米子，其分布遵循费米分布函

数： 

𝑓 =
1

𝑒
𝜖−𝜇
𝑇 − 1

 

因此在计算时可以考虑利用温度很低时的费米分布函数来代替θ函数，另外，在零

温下，化学式也就是费米能级，并且注意到费米分布函数是能量和化学式的函数，因

此基态能量可以改写成。 

Eg = 2∑𝐸𝑘𝜎𝑓(−𝐸𝑘𝜎, 𝜇)

𝑘𝜎

+ 𝑁 (
𝐽𝑘𝑉

2

2
− 𝐽k𝑚𝑐𝑚𝑓 − 𝜆 − 𝜇𝑐𝑛𝑐) 

(4.21) 

按照 4.1 节中的推导过程，自洽方程仍然满足一阶导数为零的条件，也就是 (4.3)

式，故参照上一节中的推导，我们可以按照一样的思路进行。 

首先，Ekσθ(−Ekσ)针对平均场序参数、传导电子以及局域电子磁矩的导数并不改

变，仍然可以直接利用 4.1 节中的结果，引入费米分布函数的导数记为𝑓′，那么按照熟

知的两个函数乘积的求导规则 

(uv)′ = 𝑢′𝑣 + 𝑣′𝑢 

在最一般的形式之下，原来的自洽方程组(4.5)-(4.9)就会被改写为： 

2Σkσ(
∂Ekσ
∂mc

𝑓) − NJkmf = 0   
(4.22) 

  

2Σkσ
∂Ekσ
∂mf

𝑓 − NJkmc = 0 
(4.23) 

  

2Σkσ
∂Ekσ
∂V

𝑓 − NJkV = 0 
(4.24) 

  

2Σkσ
∂Ekσ
∂λ

𝑓 − N = 0 
(4.25) 

 

2Σkσ(
∂Ekσ
∂μ

𝑓 + 𝑓′𝐸𝑘𝜎)  − Nnc = Nnc 
(4.26) 
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通过对比，可以发现最一般形式之下的方程组比前一组除了增加费米分布函数之

外，在基态能量对化学式的导数为零的这一个方程中增加了费米分布函数对于化学式

的导数，由此可以期待化学式项会起到重大作用。 

仍然可以根据一般形式方程讨论铁磁相和近藤屏蔽相。我们讨论近藤屏蔽相，序

参数所满足的条件仍然不变，为： 

𝑉 ≠ 0    𝑚𝑐 = 𝑚𝑓 = 0 (4.27) 

基态能量的表达式并没有发生明显的变化，可以从如下过程看出： 

首先注意到： 

Ekσ = ϵk + 𝜆 − √(𝜖𝑘 − 𝜆)^2 + (𝐽𝑘𝑉)^2  (4.28)  

和  

Eg = 2∑𝐸𝑘𝜎
𝑘𝜎

+ 𝑁(
𝐽𝑘𝑉

2

2
− 𝜆 − 𝜇𝑛𝑐) 

(4.29) 

 

其次，将上述条件直接带入一般形式方程(4.22)-(4.26)可以得到此情形之下的自洽

方程组。类似地后我们可以类似得到铁磁相之下的自洽方程组，铁磁相的条件仍然不

变： 

m𝑓 =
1

2
     𝑉 = 0 

(4.30) 

将以上条件直接代入一般形式的方程组中就能够直接得到铁磁相之下的自洽方程。 

综合以上推导过程，尤其是两类方程组的推导差异，主要是在θ函数之上，这个函

数是一维链状模型中所不存在的，我们需要对其做进一步的讨论。 

↑          ↓ 

 

 

 

 μ 

图 4-1 电子填充 
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首先，二维晶格应该与一维情形一样，自旋极化的存在使得自旋的简并发生分离，

这就产生了一个主要问题：准电子将如何填充？ 

自旋的劈裂使得原有能带分为上能带与下能带，如果假定下能带能量较低则粒子

优先填充下能带，那么 4.2 与 4.4 中两组方程的差异性就可以用一维下的图来定性说明。 

如图所示，θ(−Ekσ)是波矢与自旋的函数，这个函数的取值则决定了相应状态之下

能带的占据，这一点从能量对于布里渊区的求和可以看出；即函数值为零——该状态

上没有电子，函数值为一，这个状态上占据了电子。这样就很明确，当系统的化学势

在两能带边界附近，并且其中一条能带得能带顶和另一条能带的能带底差距不大之时，

再探一般方程 4.4 节中的方程退化至 4.2 节中的情形。 
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5   结论与展望 

5.1 结论  

本文通过近藤模型的分析，分析一维的格点局域磁矩链和格点附近被假定为连续

分布的传导电子，采取平均场近似得到了基态下的自洽方程和基态相图。相区中一共

可以分为三个大相区，铁磁相区，近藤屏蔽顺磁相区以及铁磁近藤屏蔽共存相区；进

一步细分可以得到五个相区，铁磁和共存相这两类相区都可以进一步细分为自旋极化

与非自旋极化相。 

最后本文还进行了二维正方晶格情形的推导，类比一维情形，利用吉布斯分布，

求出自由能利用零温下F = E得到能量，此后利用能量极小原理，亦即能量对各个序参

数的梯度为零，就得到了近藤屏蔽相与铁磁相的自洽方程。 

5.2 展望 

在求解二维的自洽方程之时并没有得到理想的结果，因为其实际的数值计算所采

用的算法需要有很强的鲁棒性，在下一步的计算中，我们期望使用一个鲁棒性很好的

算法来求解二维下的问题，这一个方面有可能采取拟牛顿法、遗传算法或者是多种算

法的联合应用，最终我们就要讨论实际情况——三维晶格及各种布拉菲格子的情形。 

此外，在本次计算中，RKKY 相互作用并没有显式地表现出来，如果使用近藤-海

森堡模型或许有更合适的结果。 
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附  录 

二维近藤晶格模型之下的费米面拓扑：基于动态团簇近似方

法 

L.C.Martin, M.Bercx, and F.F Assaad 

摘要：我们阐述了拓展的动态攒团簇近似计算方法，此方法基于二维近藤晶格模

型下的量子蒙特卡洛算法。我们所发展的特别算法使得针对自发反铁磁对称性破缺的

模拟成为可能。通过显示地计算顺磁与反铁磁相中单粒子谱函数，我们可以跟踪铁磁

箱变之中费米面的变化。进一步，我们计算了 16 个轨道的结果，这些结果明晰了三种

费米面拓扑的存在。顺磁金属相至反铁磁金属相的变化是连续箱变，近藤屏蔽作用并

没有消解，同时我们也发现了一系列处于反铁磁相之下的重费米子能带。当系统处于

反铁磁相并且有序磁矩增大，费米面神奇地变化为局域磁矩与反铁磁相之中收到冻结

时的费米面。 

引言 

重费米子系统通常为独特的能量标度所分类而表征。近藤温标，𝑇𝑘 ∝ 𝑒
−
𝑊

𝐽  ,W 为能

带宽度，J 为超交换项，这表明了对局域磁矩的屏蔽作用。这个屏蔽作为一个多体效应

囊括了传导电子与局域电子的自旋。在一定的温度下，通常这个温度与近藤温标一个

数量级，顺磁相重费米液体衍生并与连续、布洛赫型，作为屏蔽电子云与独立磁矩的

叠加关联。甚至在近藤极限下，也就是说在杂质自旋的张罗均予以忽略的情况下，这

个顺磁态为一个大费米面与鲁丁格(Luttinger)量（包括局域磁矩与传导电子）锁表征。

这个关于金属状态的统一的温标通常很小，或者换句话说，与效应的量级一样。 

近藤屏蔽作用通常与 RKKY 作用相互竞争，RKKY 通过传导电子之间的磁极化将

局域磁矩之间关联起来。RKKY 作用通常为J2𝜒𝑐  (q⃗ , 𝜔 = 0) 所表征，此处𝜒𝑐与传导电子

自旋极化程度相关。 

近藤屏蔽作用——倾向于顺磁相与 RKKY 相互作用——倾向于铁磁有序相之间的

相互竞争是量子相变的核心问题，进一步的研究仍然存在争议。 
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现在，两个根本的背景已经提到量子相变领域的台面上，，在标准的 Hertz-Mills

图像中，重费米液体的准粒子经过相变和自旋密度波的转变之后仍然保持完整。尤其

是，针对重费米子系统Ce1−x𝐿𝑎𝑥𝑅𝑢2𝑆𝑖2的中子散射实验已经表明反铁磁序参量的涨落

对于此相关的相变而言至关重要并且这个转变在 Hertz-Mills 框架之下能够得到很好的

解释。 

另一方面，既然很多实验发现诸如针对CeCu6−x𝐴𝑢𝑥的波矢量独立自旋极化实验和

YbRh2𝑆𝑖2中的低温霍尔效应都不能为现有理论所解释。在现有理论框架下，量子相变

点与重费米子状态中准粒子的消失密切关联，而相变过程之中费米面的拓扑结构重组

应该是需要注意的一点。 

近期针对𝐶𝑒𝐼𝑛3与𝐶𝑒𝑅ℎ1−𝑥𝐶𝑜𝑥𝐼𝑛5的实验表明费米面拓扑的变化在表征磁有序-无

序转变的量子相变点上不一定发生。实际上，甚至在𝑌𝑏𝑅ℎ2𝑆𝑖2这种已经表明费米面拓

扑结构的重组能够通过或正或负的化学压力的应用而对应到量子相变点两边。 

于本论文中，我们通过近藤晶格模型中费米面拓扑的明确计算表征上述问题。在

这个问题中，最简单的近藤晶格模型描述了一系列自旋为 1/2 的局域磁矩，这些磁矩来

源于原子 f 轨道的电子，通过超交换作用 J，这些电子与金属之间的可自由移动的传导

电子反铁磁耦合。 

通过着眼于近藤晶格模型给出的基态，我们展示了细致的动态团簇近似计算。为

模拟铁磁有序相，我们将态团簇近似方法进一步拓展，使之能够描述对称性破缺的反

铁磁有序态。我们绘制出作为 J/t 与传导电子密度nc函数的铁磁相图，最后我们关注了

单电子谱函数与费米面变化的情况。本文将以如下结构展开。模型和动态团簇近似方

法的应用在第二部分讨论。半满填充与空穴掺杂作为例子将于第三部分和第四部分讨

论。第五部分将会作为中介。本论文为我们之前一系列工作的拓展，一些前期工作已

于之前发表。 

模型哈密顿量与动态团簇近似 

我们所考虑的近藤晶格模型如下所示： 

 

(1) 

算符Ck,σ
+ 是电子的产生算符，在布洛赫表象之下具有波矢k⃗ 和 Z 方向的自旋σ =↑, ↓
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耦合常数 J>0，自旋项亦可用泡利自旋矩阵表示为𝐒1
r =

1

2
Σ𝑠,𝑠′𝑐𝑖,𝑠

+ 𝝈𝒔,𝒔′Ci,s′利用局域电子

的产生算符𝑓𝑖,𝜎′
+ 可以同样将𝐒𝐢

𝐟表示成类似的形式。化学式用𝜇表示。近藤晶格模型的定

义之中包含 f 轨道电子的涨落以及诸如单位 f 电子占据一个 f 电子轨道等限制。作为对

此模型的进一步学习，我们推荐读者阅读参考文献 36。 

半满状态之下的电子-空穴对称性仅仅存在于跃迁局限在最近邻相的正方晶格内

部，同时化学式被置零的情形之下。我们引入次近邻交换项 t‘来修成表达式𝜖𝑘 =

−2𝑡(𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑦) − 2𝑡
′[𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥 + 𝑘𝑦) + 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥 − 𝑘𝑦)]。我们将会看到由于有限的 t’

电子-空穴对称性会被破坏，这一点将导致处于半满填充和较低的 J/t 情形之下，准粒

子能洗的一个变化。我们先假定 t’/t=-0.3，这个选择保证了对半满填充有微小偏离下主

要金属状态自旋极化仍然在𝐐 = (π, π)达到顶峰。因此，反铁磁序作为一个和上述情形

不相匹配的自旋状态被呈现。 

为了求解上述模型，我们利用动态团簇近似方法（参见参考文献 37 和 38），此方

法保留了时间的涨落因此可以应用于近藤效应但是要忽略比团簇尺度更大的空间涨落。

这个法子建立在动量空间中的大区域和 k 空间中小块的区域动量的不变性。通过逐渐

定义小块区域，动态团簇近似方法允许存储自能之中动量独立的部分。 

动态团簇近似的标准应用自然是相变过程中的不变量。为了估计相变不变量之外

的部分，动态团簇近似方法能够被应用于具有包含𝑁𝑢个原始晶格中的子晶格的大晶格

之中，一个广泛的晶格可以用𝒙 = 𝒙 + 𝒓𝝁来进行描写，𝐱是大晶格之中的矢量，而𝒓𝝁中

的下标𝜇是子晶格的代号。在这片文章中，我们假定𝜇最多到 2，折是产生反铁磁序的

最低要求。简约布里渊区可以用如下边界表征𝐛𝟏 = 𝜋(1,1)和𝐛𝟐 = 𝜋(1,−1)我们假定晶

格常数并不改变。这个大晶格和简约布里渊区将在图 1 呈现。 
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