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摘 要

摘 要

在经典神经网络损失曲面的研究上，以 Fisher 信息矩阵为核心的理论取得

了诸多进展。然而，量子神经网络的 Fisher信息矩阵却由于量子系统的性质而难

以计算。为了解决这个问题并使经典和量子网络可以直接比较，本文通过修改网

络结构，找到了一种适用于经典和量子网络的 Fisher信息矩阵计算方法。在实验

测试中，本文先对经典和量子网络进行训练，发现经典和量子网络给出了不同的

训练结果。然后，基于该方法，本文发现 Fisher信息矩阵最大特征值的变化与训

练的过程存在关联，而且这种关联在经典和量子情形中是不同的。这说明经典和

量子网络的训练过程是不同的，两者的损失曲面存在较大差异。

关键词：量子神经网络，损失曲面，Fisher信息矩阵
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Abstract

Abstract

To get more knowledge of the loss landscape of classical neural networks, the theo-

ries about the Fisher information matrix (or simply “Fisher”) have made great progress.

However, the characteristics of a quantum system bring some difficulties in calculating

the Fisher for quantum neural networks. This paper aims to find a way to calculate the

Fisher and compare classical neural networks and quantum neural networks. By training

these two kinds of networks, we find that they yield quite different results. We use the

method developed here to calculate the Fisher and find that the largest eigenvalues of

the Fisher vary for classical and quantum networks in the training processes. It means

that the training processes and the loss landscapes are different for these two kinds of

networks.

Keywords: Quantum neural networks, Loss landscape, Fisher information matrix

III



求解分类问题的量子神经网络方法

IV



目 录

目 录

第 1章 引言 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 1
1.1 研究背景 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 1
1.2 研究目标与文章安排 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 2

第 2章 经典 Fisher信息矩阵回顾 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 5
2.1 信息几何学中的 Fisher信息矩阵 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 5
2.2 机器学习中的 Fisher信息矩阵 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 6
2.3 Fisher信息矩阵的计算方法 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 8
2.4 Fisher信息矩阵与 Hessian矩阵的关系 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 9

第 3章 量子模型中的 Fisher信息矩阵 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 11
3.1 单层神经网络 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 11
3.2 单量子比特分类器 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 12
3.3 Fisher信息矩阵的计算问题 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 14
3.4 添加 softmax层的解决方法 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 15
3.5 添加 softmax层的影响 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 18

第 4章 实验训练 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 21
4.1 测试环境 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 21
4.2 经典情形 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 22
4.3 量子情形 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 28
4.4 随机梯度下降结果 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 29

第 5章 结论与展望 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 35

附录 A 简化 Fisher信息矩阵形式的证明 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 37

参考文献 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 41

致谢 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 43

V



求解分类问题的量子神经网络方法

VI



图形列表

图形列表

3.1 经典神经网络结构示意图。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 12
3.2 量子神经网络结构示意图。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 12
3.3 修改后的经典神经网络结构示意图。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 17
3.4 修改后的量子神经网络结构示意图。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 17
3.5 不同的神经元个数下经典网络训练过程中两个 Fisher 信息矩阵最大
特征值的变化。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 19

4.1 圆形分类问题。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 21
4.2 不同神经元个数下经典网络的训练结果。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 23
4.3 3个神经元的经典网络给出不同的训练结果。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 24
4.4 不同神经元个数下经典网络 Fisher 信息矩阵最大特征值在训练过程
中的变化。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 25

4.5 8个神经元的网络训练过程中损失函数的变化与 Fisher信息矩阵最大
特征值的变化。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 26

4.6 不同神经元个数下 Fisher信息矩阵特征值在训练过程中的变化。 ⋅ ⋅ ⋅ 27
4.7 不同层数下量子网络的训练结果。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 28
4.8 不同层数下量子网络训练过程中损失函数的变化与 Fisher 信息矩阵
最大特征值的变化。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 29

4.9 不同层数下用 SGD对量子网络进行训练的结果。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 30
4.10 不同层数下量子网络 SGD训练过程中损失函数的变化与 Fisher信息
矩阵最大特征值的变化。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 31

4.11 不同神经元个数下经典网络SGD训练过程中损失函数的变化与Fisher
信息矩阵最大特征值的变化。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 32

4.12 不同层数下量子网络 SGD 下降训练过程中损失函数下降率的变化
与 Fisher信息矩阵最大特征值的变化。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 33

4.13 不同神经元个数下经典网络 SGD 下降训练过程中损失函数下降率
的变化与 Fisher信息矩阵最大特征值的变化。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 34

VII



求解分类问题的量子神经网络方法

VIII



第 1章 引言

第 1章 引言

1.1 研究背景

近些年，神经网络，特别是深度神经网络，在诸多领域中取得了卓越成就

(LeCun等, 2015)。但为什么神经网络能取得如此优异的成绩以及在什么情况下

神经网络能够发挥其潜能仍然没有答案。为了找到利用神经网络的合适方法，以

及充分理解所使用的神经网络，我们需要给出上述问题的答案。同时，这些问题

也是该领域学术研究的重点和热点。一方面，对于不同的实际问题，通过改变神

经网络的结构，从经验上对结果进行分析，我们已经找到了很多在特定环境下

工作得很好的网络结构，其中典型的代表包括卷积神经网络 (LeCun, 1989)和注

意力模型 (Vaswani等, 2017)等。另一方面，关于神经网络损失曲面的分析也引

起了很多关注。神经网络损失曲面的分析针对的是损失函数在参数空间的形状，

主要的分析方法是通过计算 Hessian矩阵 (Sagun等, 2016, 2017)或 Fisher信息矩

阵 (Kunstner等, 2019)来获得损失曲面的信息。特别的，基于 Fisher信息矩阵的

分析在近些年取得了很多进展。归结起来，对 Fisher信息矩阵的讨论主要包括

两个方面：一方面是计算 Fisher信息矩阵特征值的方法，包括基于平均场近似

的 Fisher信息矩阵特征值统计性质的计算方法 (Karakida等, 2019)，基于随机矩

阵理论的 Fisher信息矩阵特征值的计算方法 (Pennington等, 2018)等；另一方面

是以 Fisher信息矩阵为基础的对神经网络的泛化能力、训练能力等方面进行评

估的理论，包括有效维度理论 (Abbas等, 2020)，Fisher-Rao度规 (Liang等, 2019)

等。对神经网络损失曲面与 Fisher信息矩阵的讨论取得了很多关注，因为这种讨

论可以增加我们对神经网络的了解。

除了神经网络之外，在近些年同样取得卓越进展的领域还包括量子计算领域

(Nielsen 等, 2010)。量子计算现在处于 NISQ (Noisy Intermediate-Scale Quantum)

时代 (Preskill, 2018)，即利用五十到几百个量子比特进行运算。尽管量子计算技

术还不够成熟，但是将神经网络引入量子计算领域、构建量子神经网络的理论

已取得诸多进展。利用量子线路计算神经网络归结为三个问题 (Pérez-Salinas等,

2020)：如何将经典数据载入量子计算机中转化为量子态？对这些量子态应当执

行什么样的运算？对最终得到的量子态进行何种测量？关于这三个问题有着许

1
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许多多不同的回答，也就构成了不同的量子神经网络结构。不过，关于这些网络

结构的讨论往往局限于对网络本身的结构进行描述和对该结构是否能够实现经

典神经网络功能的经验性分析，而关于量子神经网络能力的理论分析，以及同经

典网络进行比较的理论分析则相当匮乏。与经典情形一致，当考虑量子网络的损

失曲面结构时，仍然需要借助 Hessian矩阵和 Fisher信息矩阵的帮助。对特定量

子神经网络与经典网络的 Hessian矩阵的比较已经说明了量子神经网络与经典网

络的损失曲面具有差异 (Huembeli等, 2021)。而关于 Fisher信息矩阵的讨论，仅

有基于 Fisher信息矩阵提出的有效维度理论 (Abbas等, 2020)，该理论给出一种

比较经典和量子神经网络的可行方法。Fisher信息矩阵作为研究神经网络的关键

一环，也是比较量子神经网络和经典神经网络的关键一环，应当给予足够的重

视。但是当下量子神经网络的 Fisher信息矩阵计算方法还是沿用经典方法，这忽

略了量子计算的特点，会带来一定的问题。虽然在经典领域 Fisher信息矩阵特征

值本身的意义尚不够明确，但它作为其它理论的基础，在经典和量子网络进行比

较的理论尚且空缺的背景下，直接计算经典和量子网络的 Fisher信息矩阵的特

征值进行比较是有意义的。

1.2 研究目标与文章安排

出于这些考虑，本文将以一种量子的二分类神经网络结构 (Pérez-Salinas等,

2020)为基础，指出经典网络的 Fisher信息矩阵计算方法直接沿用到量子情形会

遇到的困难。为了求解 Fisher信息矩阵并以此比较经典和量子网络的差异性，本

文通过略微修改经典和量子网络的结构，尝试提出一种绕开这种困难的解决方

案，并讨论这种解决方案的局限性以及可能带来的问题。在此之后，本文将使用

该方法直接计算该模型和对应经典网络的 Fisher信息矩阵特征值，并进行比较，

以此来尝试回答三个问题：一，在训练过程中 Fisher信息矩阵的特征值具有什么

直观含义？据我们所知，这一点即使对于经典网络都没有文献进行讨论。二，训

练过程中这种量子模型与经典模型的 Fisher信息矩阵特征值存在什么差异？三，

通过使用相同的算法进行训练，经典网络和这种量子分类器的表现有什么差异？

这个问题能一定程度上说明经典神经网络算法对这种量子网络的适用性。

后续内容将安排如下：第二章引入经典的 Fisher信息矩阵，并回顾其意义以

及计算方法；第三章指明特定的量子神经网络结构，并论述直接将经典的 Fisher

2



第 1章 引言

信息矩阵计算方法套用过来将遇到的问题，然后提出一种可能的解决方法；第四

章直接计算经典网络和量子网络的 Fisher信息矩阵特征值，并对结果进行分析；

第五章对前面结果进行总结和讨论，并指出尚待研究讨论的问题。
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第 2章 经典 Fisher信息矩阵回顾

本章将从信息几何领域的 Fisher 信息矩阵的含义谈起，以提供该领域的规

范化语言。然后将 Fisher信息矩阵引入机器学习领域，最后说明其计算方法。一

方面，本章希望追溯经典情形下 Fisher信息矩阵的含义，以说明其重要性；另一

方面，经典 Fisher信息矩阵的计算方法对于量子情形也是极为重要的。

2.1 信息几何学中的 Fisher信息矩阵

Amari (1985)提供了一套将微分几何引入统计模型的方法，与之相关的领域

被称为信息几何学。统计模型 𝑆 = {𝑝(𝒙, 𝜽)}是以 𝜽为参数的概率分布族，𝒙为采

样空间的随机变量，参数 𝜽 = (𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑛)的取值范围为 R𝑛的开子集。方便起

见，一般将矢量 𝒙、𝜽等简写为标量 𝑥、𝜃等，只有当需要进行矢量运算时才提及

其矢量特性。这样的一个统计模型构成关于 𝜃的统计流形，流形中的每一点对应

一个 𝜃，并对应着一个概率分布 𝑝(𝑥, 𝜃)。

在这个流形上的每一个点 𝜃可以定义切空间 𝑇𝜃，该切空间的一组自然基底为

{
𝜕

𝜕𝜃𝑖 } = {𝜕𝑖}，这里将 𝜕
𝜕𝜃𝑖
简写为 𝜕𝑖。所以任意切向量 𝐴可以表示为 𝐴 = ∑𝑖 𝐴𝑖𝜕𝑖。

定义另一个向量空间 𝑇 𝑙
𝜃，该空间的一组自然基底为 {𝜕𝑖𝑙}，其中 𝑙 = log 𝑝(𝑥, 𝜃)，

所以该空间上任意一个向量可以写作 𝐴(𝑥) = ∑𝑖 𝐴𝑖𝜕𝑖𝑙。显然切空间 𝑇𝜃 与该空间

𝑇 𝑙
𝜃 同构。值得注意的是，切空间 𝑇𝜃 与 𝜃有关，而 𝑇 𝑙

𝜃 与 𝜃以及 𝑥都有关。

进一步，在流形上定义同一切空间 𝑇𝜃 上切向量 𝐴和 𝐵的内积 ⟨𝐴, 𝐵⟩，定义

内积后，该流形被称为黎曼空间。由于切空间 𝑇𝜃 与 𝑇 𝑙
𝜃 同构，可以定义内积

⟨𝐴, 𝐵⟩ = E[𝐴(𝑥)𝐵(𝑥)], … (2.1)

其中 E[𝑓(𝑥)] = ∫ 𝑓(𝑥)𝑝(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥是对该点 𝜃关于 𝑥满足分布 𝑝(𝑥, 𝜃)的期望值。根

据内积的定义，可以得到度规张量的矩阵元为

𝑔𝑖𝑗 = ⟨𝜕𝑖, 𝜕𝑗⟩ = E[𝜕𝑖𝑙𝜕𝑗𝑙], … (2.2)

该矩阵就是 Fisher信息矩阵。由此可以得到 Fisher信息矩阵的第一个含义是黎

曼空间的度规张量。
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需要辨明，在欧几里得空间中，每一点 𝜃代表的是自身这个值，两个点之间

的距离就是欧几里得距离。而在黎曼空间中，每一点 𝜃 代表的是一个概率分布

𝑝(𝑥, 𝜃)，所以计算两个点之间的距离就需要利用式 (2.2)中定义的黎曼度规，这个

距离恰好就是这两个概率分布之间的相对熵 (Kullback-Leibler散度)。特别，当黎

曼度规 𝑔𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 时，黎曼度规与欧几里得度规一致。

2.2 机器学习中的 Fisher信息矩阵

在机器学习问题中，假设 𝑥为输入，𝑦为该输入 𝑥对应的真实值，𝑓(𝑥, 𝜃)是

以 𝜃 为参数的机器学习模型对输入 𝑥进行计算输出的结果。损失函数 𝐿是用以

比较根据 𝑓(𝑥, 𝜃)进行预测的结果与真实情况 𝑦相似程度的函数，机器学习的目

标就是降低损失函数，也即在训练中通过调整参数 𝜃 使得模型输出的预测结果

与 𝑦更接近。模型对应的函数 𝑓 的形式依赖于所选择的模型，损失函数 𝐿的形

式依赖于所考虑的问题及其在训练中的实际表现。

可以将上一节的理论引入机器学习中 (Amari, 1998)，考虑概率模型 {𝑝(𝑧, 𝜃)}，

其中 𝑧 = (𝑥, 𝑦)。𝑥就是机器学习中定义的输入，为一个随机变量。但是 𝑦并不是

真实值，而是用来表示该问题可能的取值，也是随机变量。所以，机器学习模型

的每一个状态对应一个参数 𝜃的取值，就对应着一个概率分布

𝑝(𝑧, 𝜃) = 𝑝𝜃(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑥)𝑝(𝑦|𝑓(𝑥, 𝜃)), … (2.3)

其中 𝑝(𝑥)是输入 𝑥满足的分布，条件概率 𝑝(𝑦|𝑓(𝑥, 𝜃)) = 𝑝𝜃(𝑦|𝑥)是将 𝑥输入到当

前模型得到 𝑓(𝑥, 𝜃)并且基于该输出预测的结果等于某一个可能取值 𝑦的概率。

典型的损失函数 (Amari, 1998)可以直接定义为

𝐿(𝜃) = E𝑥,𝑦∼𝑝(𝑥,𝑦)[− log 𝑝𝜃(𝑥, 𝑦)]

= E𝑥∼𝑝(𝑥)[− log 𝑝(𝑥)] + E𝑥,𝑦∼𝑝(𝑥,𝑦)[− log 𝑝𝜃(𝑦|𝑥)], … (2.4)

这里是对输入 𝑥和可能取值 𝑦满足的真实联合概率分布 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑥)𝑝(𝑦|𝑥)求期

望值。上式中前面一项不依赖于模型参数 𝜃，在训练过程中相当于常数，可以直

接略去，得到理论上的损失函数

𝐿(𝜃) = E𝑥,𝑦∼𝑝(𝑥,𝑦)[− log 𝑝𝜃(𝑦|𝑥)]. … (2.5)

但是实际过程中并不知道 𝑝(𝑥, 𝑦)，所以该式是不能计算的。在真实环境下，

只能得到由 N组输入和对应真实值组成的样本集 {(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)}𝑁
𝑖=1，所以在训练过程
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中使用的是经验损失函数

𝐿(𝜃) = 1
𝑁 ∑

𝑖
− log 𝑝(𝑦𝑖|𝑓 (𝑥𝑖, 𝜃)). … (2.6)

由式 (2.5)可以看出，机器学习中降低损失函数的目标与增大 log 𝑝𝜃(𝑦|𝑥)的

目标是完全一致的，其背后的思想就是极大化对数似然。

值得注意的一点是，到目前为止，除了将 𝑝𝜃(𝑦|𝑥)与损失函数联系在一起外，

𝑝𝜃(𝑦|𝑥)是没有别的要求的，所以它的具体形式还不确定。在实际过程中，并不

是通过决定 𝑝𝜃(𝑦|𝑥)形式来决定 𝐿(𝜃)的形式。相反，往往是根据问题中 𝐿(𝜃)常

用的形式来寻找对应的 𝑝𝜃(𝑦|𝑥)的形式。换言之，对于给定的问题，在给定损失

函数后，便能够给出 𝑝𝜃(𝑦|𝑥)的形式。

那么损失函数 𝐿作为 𝜃 的函数，应当选择什么样的策略来改变 𝜃 进而降低

损失函数？一种非常重要的方法是自然梯度下降法 (Amari, 1998)：在移动距离相

同，也即在 |𝑑𝜽|2 = 𝜖2，𝜖 → 0的条件下，使得 𝐿(𝜽 + 𝑑𝜽)最小。

令 𝑑𝜽 = 𝜖𝒂，|𝒂|2 = 𝒂T𝑔𝒂 = 1，其中 𝑔 是 Fisher 信息矩阵，也就是度规

张量，其矩阵元是按照式 (2.2)定义。𝒂代表更新方向的单位矢量。所以 𝐿(𝜽 +

𝑑𝜽) = 𝐿(𝜽) + 𝜖∇𝐿(𝜽)T𝒂。相当于在 𝒂T𝑔𝒂 = 1 的限制条件下，寻找 𝒂 的方向让
𝐿(𝜽+𝑑𝜽)−𝐿(𝜽)

𝜖 = ∇𝐿(𝜽)T𝒂最小。利用拉格朗日乘子法，即寻找 𝒂的方向最小化

∇𝐿(𝜽)T𝒂 − 𝜆 (𝒂T𝑔𝒂 − 1) . … (2.7)

对 𝒂求导，可以得到

∇𝐿(𝜽) − 2𝜆𝑔𝒂 = 0 ⇒ 𝒂 = 1
2𝜆𝑔−1∇𝐿. … (2.8)

所以更新方向 𝒂与参数空间的 Fisher信息矩阵的逆矩阵同损失函数梯度乘

积的方向相反。当 Fisher信息矩阵为单位矩阵时，该方向就是损失函数的负梯度

方向，对应一般的梯度下降方法。在一般情况下，Fisher信息矩阵指明了梯度下

降最快的方向，这是 Fisher信息矩阵的第二个含义。
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2.3 Fisher信息矩阵的计算方法

在机器学习的框架下，根据式 (2.2)定义，Fisher信息矩阵的定义为

𝐹 (𝜃) = E𝑥,𝑦∼𝑝𝜃(𝑥,𝑦) [∇ log 𝑝𝜃(𝑥, 𝑦)∇ log 𝑝𝜃(𝑥, 𝑦)T]

= E𝑥,𝑦∼𝑝𝜃(𝑥,𝑦) [∇ log 𝑝𝜃(𝑦|𝑥)𝑝(𝑥)∇ log 𝑝𝜃(𝑦|𝑥)𝑝(𝑥)T]

= E𝑥,𝑦∼𝑝𝜃(𝑥,𝑦) [∇ log 𝑝𝜃(𝑦|𝑥)∇ log 𝑝𝜃(𝑦|𝑥)T] . … (2.9)

上式第二行中 log 𝑝(𝑥)对 𝜃 的求导为 0，可以直接丢掉。上式的期望按照定

义应当是对 𝑥, 𝑦满足联合分布 𝑝𝜃(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑥)𝑝𝜃(𝑦|𝑥)求期望值。但是在实际问题

中并不知道输入的分布 𝑝(𝑥)，需要通过样本集中的输入分布来近似该分布。所以

一般认为是 Fisher信息矩阵的量 (Kunstner等, 2019)为

𝐹 (𝜃) = 1
𝑁 ∑

𝑖
E𝑦∼𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖) [∇ log 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)∇ log 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)T] . … (2.10)

注意，此处 𝑦满足的分布并不是真实分布 𝑝(𝑦|𝑥)，而是与模型和参数相关的分

布 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖) = 𝑝(𝑦|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃))。如前所述，当给定损失函数𝐿时，可以得到 𝑝(𝑦|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃))

的形式，所以在理论上该式可以直接求解。但在实际训练过程中，由于被积函数

既依赖于网络的输出 𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)，又依赖于求导后的结果，在程序中该式是很难直

接求解的。一种可行的方法是求解 Fisher信息矩阵的蒙特卡洛近似 (Martens等,

2015; Kunstner等, 2019)，即只对每一个样本 𝑥𝑖 根据分布 𝑝(𝑦|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃))采样一个

值 ̃𝑦，然后计算

𝐹 (𝜃) = 1
𝑁 ∑

𝑖
∇ log 𝑝𝜃( ̃𝑦|𝑥𝑖)∇ log 𝑝𝜃( ̃𝑦|𝑥𝑖)T. … (2.11)

这种计算方法的问题是结果不够准确。当然，可以通过根据分布 𝑝(𝑦|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃))

采样多个 ̃𝑦，通过更大的计算量来换取更准确的 𝐹 (𝜃)。

另一种可以获得准确 𝐹 (𝜃) 的方法需要 𝑝 的形式满足额外的条件 (Martens,

2014)：当 𝑝(𝑦|𝑓(𝑥, 𝜃))为关于自然参数 𝑓 的指数分布族时，Fisher信息矩阵具有

简单形式

𝐹 (𝜃) = 1
𝑁 ∑

𝑖
− [J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)]

T ∇2
𝑓 log 𝑝(𝑦𝑖|𝑓 (𝑥𝑖, 𝜃)) [J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)] , … (2.12)

其中 J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)指 𝑓 对 𝜃求导的雅可比矩阵。值得注意的是，由于 𝑝(𝑦|𝑓(𝑥, 𝜃))为

关于自然参数 𝑓 的指数分布族，实际上该式中关于 𝑓 的二次求导结果与 𝑦无关，

8
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所以关于 𝑦的期望值为 1。进而，表达式中的 𝑦可以用任意值来表示，这里用 𝑦𝑖

表示。为完整起见，式 (2.12)的证明过程将放在附录 A中。

具体而言，对于 𝐶-分类问题的神经网络模型，网络将输出 𝐶 个值 {𝑓𝑐}𝐶
𝑐=1。

通常选择交叉熵为损失函数，即

𝐿 = − 1
𝑁 ∑

𝑖
∑𝑐

𝑞(𝑦 = 𝑐|𝑥𝑖) log 𝑝(𝑦 = 𝑐|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)), … (2.13)

其中对 𝑐 的求和是在对 𝑦选择不同类别的情况进行求和。𝑞(𝑦 = 𝑐|𝑥𝑖)为输入 𝑥𝑖

属于类别 𝑐 的真实概率分布，𝑝(𝑦 = 𝑐|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃))为神经网络对输入 𝑥𝑖 输出预测的

属于类别 𝑐 的概率分布。这样的损失函数可以衡量根据神经网络输出进行预测

得到的概率分布与真实分布之间的差异性。对于样本中的输入 𝑥𝑖，一般认为样本

中的结果 𝑦𝑖 是唯一的可能。即只有当 𝑐 = 𝑦𝑖 时，𝑞(𝑦 = 𝑐|𝑥𝑖)为 1，否则为 0。所

以损失函数简化为

𝐿 = − 1
𝑁 ∑

𝑖
log 𝑝 (𝑦 = 𝑦𝑖|𝑓 (𝑥𝑖, 𝜃)) . … (2.14)

该结果的形式与式 (2.6)的形式一致。

选择 𝑝(𝑦 = 𝑐|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃))为神经网络输出 {𝑓𝑐}经过 softmax函数后的结果 (Kun-

stner等, 2019)，即

𝑝(𝑦 = 𝑐|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)) = 𝑒𝑓𝑐

∑𝑡 𝑒𝑓𝑡
, … (2.15)

softmax函数将输出 {𝑓𝑐}转化为属于不同的类的概率分布。将该式带入式 (2.12)

可以得到 Fisher信息矩阵的计算公式

𝐹 (𝜃) = 1
𝑁 ∑

𝑖
[J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)]

T
(diag(𝜋𝑖) − 𝜋𝑖𝜋T

𝑖 ) [J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)] , … (2.16)

其中 𝜋𝑖 指代对于不同输入 𝑥𝑖，由 {𝑝(𝑦 = 𝑐|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃))}构成的列向量。diag(𝜋𝑖)指

将列向量 𝜋𝑖转化为相应的对角矩阵。具体计算过程将放在附录 A中。应当强调，

该式为下一章进行讨论以及后续计算的基础。

2.4 Fisher信息矩阵与 Hessian矩阵的关系

Hessian矩阵和 Fisher信息矩阵是研究损失曲面的两个关键量：Hessian矩阵

是损失函数 𝐿的二阶导数𝐻 = ∇2𝐿，能够直接反映损失函数的局部曲率。而相

9



求解分类问题的量子神经网络方法

比之下，Fisher信息矩阵是统计模型 {𝑝𝜃(𝑥, 𝑦)}构成的黎曼空间的度规，也即相

对熵的二阶导数。

这两个矩阵均能反映损失曲面的性质，而且 Fisher信息矩阵可以与 Hessian

矩阵的高斯牛顿近似联系起来 (Kunstner等, 2019)，但这并不意味着 Fisher信息

矩阵的特征值一定会表现出与 Hessian矩阵的特征值完全相同的行为。虽然两者

确实在很多情况下有类似的行为，但是两者之间的关系的精细刻画还需要进一

步研究。
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第 3章 量子模型中的 Fisher信息矩阵

前面一章介绍了 Fisher 信息矩阵的重要性，并针对分类问题的神经网络模

型给出了具体的求解方法。当考虑到量子神经网络模型时，自然而然地会想要将

这种求解方法直接引入，但实际上这种引入会遇到一些问题。本章将先引入经典

的单层神经网络模型和一种简单量子神经网络分类模型 (Pérez-Salinas等, 2020)，

然后说明套用经典方法求解 Fisher信息矩阵会遇到的困难，并提出一种绕开这

种困难的解决方法，最后分析这种解决方法带来的后果。

在具体讲述之前，本文希望强调一点：虽然量子神经网络的结构多种多样，

但这里遇到的困难很可能是普遍的，因为它来源于量子计算中必不可少的测量

过程。相比于本文提出的解决方法，这种困难本身的意义更为重要，因为这种困

难与经典和量子计算之间的差异紧密相关，解决这个困难的方法也是使经典和

量子能够对应比较的关键因素。

3.1 单层神经网络

考虑 𝐶-分类问题，假设输入的维度为 𝑛，输出维度为 𝐶，隐藏层的神经元个

数为 𝑚，最简单的单隐藏层的神经网络的结构如图 3.1所示。假设非线性的激活

函数为 𝜙，神经网络的计算方法为：

ℎ𝑗 = 𝜙
(∑

𝑖
𝑤𝑗𝑖𝑥𝑖 + 𝑏𝑗)

, … (3.1)

𝑓𝑡 = ∑
𝑗

𝑣𝑡𝑗ℎ𝑗 , … (3.2)

其中 {𝑤𝑗𝑖}、{𝑏𝑗}和 {𝑣𝑡𝑗}均为模型的参数，它们共同组成前面提到的 𝜃。训练过

程就是通过改变这些参数来调整神经网络的输出，进而降低损失函数。参数的总

数为 𝑛𝑚 + 𝑚 + 𝑚𝐶，对应的就是 𝜃的维度。特别，考虑输入维度为 2的二分类问

题时，参数总数为 5𝑚。

由式 (3.1)和 (3.2)可以看出，这样的单隐藏层神经网络做的就是：将输入层

的向量 {𝑥𝑖}乘以两层之间的参数矩阵 {𝑤𝑗𝑖}，再加上偏移量 {𝑏𝑗}，最后逐个经过

激活函数 𝜙进行非线性化得到隐藏层向量 {ℎ𝑗}。隐藏层向量 {ℎ𝑗}再乘以隐藏层
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ℎ

1

ℎ1

1

ℎ

图 3.1经典神经网络结构示意图。

Figure 3.1 The structure of the classical neural network.

和输出层之间的参数矩阵 {𝑣𝑡𝑗}，得到输出向量 {𝑓𝑡}。对于分类问题，输出的向

量还需要经过一次 softmax函数，即按照式 (2.15)计算来得到该输入属于不同类

别的概率分布。该网络结构中极为重要的部分是激活函数 𝜙，该函数使得上述运

算变成非线性的。虽然上述网络结构非常简单，但是该结构符合万能近似定理

(Cybenko, 1989)，即当隐藏层的神经元数目足够多时，该网络可以近似任何连续

函数。

3.2 单量子比特分类器

在神经网络计算过程中，逐层进行运算时需要进行矩阵运算，所以不可避免

的是单个神经元的数据被多次使用。这对经典的比特是很正常的，但是对于量

子比特，由于不可克隆原理 (Nielsen等, 2010)，即不能将一个量子比特复制多次，

重复使用一个神经元的数据的操作是不可行的。

|0⟩ | ⟩

1

( ) ( ∘ ) ( ) ( ∘ )

图 3.2量子神经网络结构示意图。

Figure 3.2 The structure of the quantum neural network.

基于这个原因，Pérez-Salinas等 (2020)提出利用单个量子比特进行运算的重

载入的神经网络分类器结构。该结构与上述单层神经网络结构相似，其示意图如

图 3.2所示。这种设计的核心思想是将经典神经网络中多次利用一个神经元的数

据的行为，看作是数据的多次载入。进而将该思想引入量子神经网络中，每一次

12
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对量子比特进行运算后，就再次将数据载入，以此作为一层。这里考虑输入数据

的维度为 2的情况。每一层的运算是对单个比特先进行一次 SU(2)旋转，然后再

将输入的数据通过另一个 SU(2)旋转载入，具体表达式为

𝐿𝑗 = 𝑈 (𝑏𝑗1𝑥1, 𝑏𝑗2𝑥2, 0) 𝑈 (𝑤𝑗1, 𝑤𝑗2, 𝑤𝑗3) , … (3.3)

其中的 𝑈 代表 SU(2)群中的群元，可以用欧拉角具体表示为

𝑈(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑅𝑧(𝑎)𝑅𝑦(𝑏)𝑅𝑧(𝑐)

= exp (−𝑖𝑎𝑍
2 ) exp (−𝑖𝑏𝑌

2 ) exp (−𝑖𝑐𝑍
2 ) , … (3.4)

其中 𝑖为虚数单位，𝑌 和 𝑍 为泡利矩阵。

可以简单地令量子比特的初始状态为 |0⟩，则经过 𝑚层的运算后，该网络得

到的态为

|𝜓⟩ = 𝐿𝑚𝐿𝑚−1 … 𝐿1|0⟩. … (3.5)

该网络的参数为 {𝑤𝑗1, 𝑤𝑗2, 𝑤𝑗3, 𝑏𝑗1, 𝑏𝑗2}，共同组成参数 𝜃。假如网络有 𝑚层，参

数总数也恰好为 5𝑚。

这种网络结构属于 VQC (Varitional Quantum Circuit)，即将数据输入带参数

的量子线路中进行计算并测量，对测量的结果利用经典程序计算损失函数并进

行梯度下降得到更新后的参数，再将参数放回量子线路中，通过重复这一系列操

作对该模型进行训练。

但是现在只是指明了量子线路的计算方法，还需要选择合适测量方法。对于

分类问题，Pérez-Salinas等 (2020)提出的方案是：为每一个标签 𝑡指定一个相应的

目标状态 |𝜓𝑡⟩，通过测量量子线路计算出的态 |𝜓⟩在目标状态上的投影 |⟨𝜓𝑡|𝜓⟩|2

来计算损失函数。

按照这种方案，当类别的个数大于 2的时候，对于单个量子比特而言，所

选择的目标状态不可能两两正交，所以输出态在不同目标状态的投影加起来并

不为 1。但是当考虑二分类问题时，可以简单地选择 |0⟩和 |1⟩作为两个类的目

标状态。由于这两个目标状态是正交的，对于叠加态 |𝜓⟩ = 𝑎|0⟩ + 𝑏|1⟩在这两个

状态上的投影 |𝑎2|和 |𝑏|2 满足 |𝑎|2 + |𝑏|2 = 1，恰好就是叠加态处于这两种状态

的概率。所以在这种情况下，对线路测量的投影分布与概率分布是完全一致的。
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更重要的是，这种正交性使得期望的投影分布与真实分布一致：假设输入 𝑥类

别为 0 (或 1)，期望得到的状态 |𝜓𝑒⟩ = |0⟩ (或|1⟩)满足条件 |⟨0|𝜓𝑒⟩|2 = 1 (或0)和

|⟨1|𝜓𝑒⟩|2 = 0 (或1)。这满足了交叉熵表达式 (2.13)简化为式 (2.14)的条件，从而

使得经典模型中的交叉熵可以直接迁移过来。

为了使经典和量子网络的损失函数具有相同的形式，本文考虑二分类问题，

选择 |0⟩和 |1⟩作为量子线路进行测量的目标状态，并选交叉熵 (2.14)作为经典

和量子情形的损失函数。这样的选择使得经典和量子的结果可以通过损失函数

直接进行比较，同时，这样的选择也为经典和量子网络的 Fisher信息矩阵的比较

提供了可能。

不失一般性，任何多分类问题都可以归结为二分类问题。但是仍有一点应当

指出：考虑多分类问题时，如果采用式 (2.13)定义的交叉熵形式，将概率分布用

投影分布代替，此时式 (2.13)就不能简单地简化为式 (2.14)。这种做法或许能够

起到意外的效果，但是并不在本文的讨论范围内。

3.3 Fisher信息矩阵的计算问题

由于损失函数为交叉熵的形式，所以自然会考虑通过式 (2.12)导出的式 (2.16)

计算 Fisher信息矩阵。但是利用这种方法计算 Fisher信息矩阵，需要知道网络的

输出 𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)以及概率分布 𝑝(𝑦 = 𝑐|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃))。

对于经典情形，这完全不是问题，网络输出即为 𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)，再根据式 (2.15)就

可以得到概率分布 𝑝。既然经典和量子的损失函数完全一致，那么选定量子情形

的概率分布 𝑝(𝑦 = 𝑐|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃))为在目标状态上的投影分布，也即概率分布，是理

所当然的。但这样带来的问题就是，量子情形没有对应的网络输出 𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)。

是什么导致了这个问题？这是本文希望引起关注的一点：量子线路的测量究

竟意味着什么？在将一个态转化为某些目标状态上的投影的过程中，究竟发生了

什么？与经典网络的输出没有范围限制不同，量子线路测量的值只能处于 0到 1

之间。这一点来源于量子态密度的归一化条件，是量子本身的性质。这样的性质

将会带来什么后果，以及与经典过程能否对应起来，都是值得思考的问题。

回到当前讨论的问题，这种性质带来的后果就是使得量子情形难以与经典

产生对应关系，难以确定网络的输出。如果考虑网络的输出为测量前的量子态

|𝜓⟩，那么式 (2.16)的计算方法将完全不适用于量子情形。Stokes等 (2020)提出
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了另一种思路：经典情形的 Fisher信息矩阵是衡量不同参数 𝜃 下 𝑝𝜃 之间的距离

的度规张量，在量子情形下就可以定义类似的度规张量用以衡量不同参数 𝜃 下

输出态 |𝜓𝜃⟩之间的距离。这样做的后果是这种量子的 Fisher信息矩阵将与曲面

性质没有直接关系，抛弃了经典已有的理论，更无法与经典情形对应起来。

如果将测量后的值看做是网络的输出 𝑓，就会遇到前面提到的问题：在经典

网络中输出 𝑓 的取值范围是没有要求的，但是量子网络中测量后的值的范围仅

仅在 0到 1之间。这样一来，很难将经典和量子情形直观地进行比较。

在提供具体的方法之前，需要强调，我们希望找到这种对应关系，一方面是

为了计算量子网络的 Fisher信息矩阵，并且充分继承经典情况下它的丰富内涵

以及理论。另一方面，这种对应关系使得经典和量子网络的直接比较成为可能。

合适的对应关系，应当使得损失函数的值以及损失函数的变化范围完全一致，并

且在这种对应关系下计算的 Fisher信息矩阵也可以对应起来。这样一来，对于经

典和量子网络，无论是损失函数，还是 Fisher信息矩阵的特征值，值大小和变化

趋势都是可以直接比较的。更进一步的，基于经典 Fisher信息矩阵的理论就可以

直接用以衡量比较经典和量子网络。在输入和输出的维度均合适的情况下，两种

网络的参数个数可以较为接近，从而可以直观地比较经典和量子网络。

3.4 添加 softmax层的解决方法

量子测量的结果范围在 0到 1之间，自然而然地可以认为这组值对应的是

经典网络的输出 𝑓 经过 softmax 函数作用后的结果，也仅仅在这种情况下，两

者才可能对应起来。在这种认知下，一种可行的解决方法是：对于经典和量子

网络，将这样对应处在 0到 1之间的值，看作是网络的输出 𝑓，并将再次经过

softmax函数的结果作为 𝑝。对应于经典网络，就是在原来的输出层后添加一层

softmax层，以此结果作为网络的输出 𝑓，而对该结果进行二次 softmax处理后的

结果作为概率分布 𝑝；对应于量子网络，就是将测量结果作为输出 𝑓，然后再添

加额外的经典线程对结果进行 softmax处理作为 𝑝。这样一来，两个网络的输出

𝑓 均为两个处于 0到 1之间、并且相加为 1的值，网络的概率分布为该值的进行

softmax结果，处于 1
𝑒+1 到

𝑒
𝑒+1 之间。这样一来，两者的 Fisher信息矩阵均可以

通过式 (2.16)进行计算，并且相应的损失函数大小、损失函数变化范围和 Fisher

信息矩阵的特征值均可以直接比较。
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这种计算方法非常简单，通过对经典和量子网络结构进行简单的修改，以增

加少量计算量为代价，使得经典和量子网络可以直接计算并比较。同时，由于网

络的两个输出和为 1，所以式 (2.16)中求解两个输出 𝑓1和 𝑓2对参数求导的过程

就可以简化：两个导数存在简单的相反数关系。所以在计算 Fisher信息矩阵时，

计算量还会有所降低。

但是这种做法有什么问题？首先，这种做法有局限性。这种做法是为了解决

量子网络测量结果范围为 0到 1，难以与经典输出直接匹配的问题。为经典网络

添加 softmax层，使得经典的输出在 0到 1之间，并且相加为 1。对于分类问题

这背后的本质是，只有在二分类问题中，两个正交的目标状态才能保证期望的

投影分布与真实分布相统一，进而使得交叉熵满足式 (2.14)的形式，才使得经典

和量子网络可以进行比较。这一特点杜绝了利用 POVM (Positive Operator-Valued

Measure)测量 (Nielsen等, 2010)进行改进的可能。但在回归问题中，常见的损失

函数 𝐿 = 1
𝑁 ∑𝑖

1
2 |𝑦𝑖 − 𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)|2 并不需要用到真实分布，所以该方法可以很简单

地泛化过去。因此，这种处理方法实际上是适用于所有监督学习问题的，但是并

不能直接处理多分类问题。与之相比，蒙特卡洛近似的计算方法 (2.11)很难用于

连续的 𝑦的情况。

不过，这种方法修改了网络结构。就算是仅仅在网络最后增加了一层 softmax

层，但也确确实实改变了网络的输出 𝑓、概率分布 𝑝以及损失函数 𝐿，进而改变

了神经网络的训练过程、改变了损失曲面的几何结构。这会带来两个问题：

首先，经典情形下，网络通过输出 𝑓 计算 𝑝直接计算损失函数用于训练，而

修改后的网络相当于将正常的输出 𝑓 经过两次 softmax操作后的结果用来计算

损失函数。所以，在实际问题中表现得很好的网络经过这样的修改后是否依旧表

现得很好？这个问题很难回答，需要进行很多经验性的验证。而且如果修改后的

网络无法取得较好的表现，那么这种修改后的结构就是没有意义的。相反，如果

修改后的网络仍然能表现得很好，那么修改后的网络同量子网络进行比较的结

果就是有参考价值的。直觉上可以认为在网络最后添加一层 softmax层对网络能

力的影响并不是非常大，所以可以认为第二种情况是合理的，但是这仍然需要更

多的实验检测。幸运的是，实际上训练过程和计算 Fisher信息矩阵的过程是独立

的，两者所需的导数是不同的，所以可以将训练和计算 Fisher信息矩阵的过程分

开。在训练过程中，按照没有修改的网络进行训练；在计算 Fisher信息矩阵时，
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按照修改后的网络进行计算。具体而言，经典网络 (图 3.3)的输出 𝑓 为式 (3.2)

的计算结果，而量子网络 (图 3.4) 没有这样的输出。经典网络输出 𝑓 经过一次

softmax函数后得到 𝑝1，该结果对应于量子网络的测量结果。经典网络输出 𝑓 经

过两次 softmax函数后得到 𝑝2，对应于量子测量结果经过一次 softmax函数的结

果。损失函数 (2.14)利用 𝑝1进行运算

𝐿 = − 1
𝑁 ∑

𝑖
log 𝑝1(𝑦 = 𝑦𝑖|𝑓 (𝑥𝑖, 𝜃)), … (3.6)

并根据该结果对网络进行训练。Fisher信息矩阵 (2.16)利用 𝑝1和 𝑝2进行运算

𝐹 (𝜃) = 1
𝑁 ∑

𝑖
[J𝜃𝑝1(𝑥𝑖, 𝜃)]

T
(diag(𝜋𝑖) − 𝜋𝑖𝜋T

𝑖 ) [J𝜃𝑝1(𝑥𝑖, 𝜃)] , … (3.7)

其中 𝜋𝑖指由 {𝑝2(𝑦 = 𝑐|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)}构成的列向量。这样一来，既充分利用了经典网

络结构分析的经验性结论，又使得经典和量子网络可以进行比较。

ℎ

1

ℎ1

ℎ
1 2

softmax softmax

图 3.3修改后的经典神经网络结构示意图。

Figure 3.3 The structure of the modified classical neural network.

|0⟩
| ⟩

( ) ( ∘ )

1 2

softmax

1 −

图 3.4修改后的量子神经网络结构示意图。

Figure 3.4 The structure of the modified quantum neural network.

但是这么做，也就与第二个问题相关：这样计算的 Fisher信息矩阵是修改后

的网络的 Fisher信息矩阵。需要指明，一方面，将训练和计算分开的方法只是利

用原来的网络帮助训练，比较的仍然是修改后的网络，使得经典和量子网络可以
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直接进行比较才是这种方法的关键。另一方面，我们希望修改后的网络的 Fisher

信息矩阵特征值仍然能反映原来网络矩阵特征值的性质。这样一来，对修改后

经典和量子网络的比较结果也适用于未修改的情况。所以如果能够证明这一点，

这种解决方法将更具意义。下一节将通过实验具体观察添加 softmax层对 Fisher

信息矩阵最大特征值的影响。

3.5 添加 softmax层的影响

直觉上讲，修改后的网络由于添加了一层 softmax层，如果对 𝜃 进行微扰，

网络最终输出 𝑝1的改变相比 𝑓 的改变更小，也就说明损失曲面变得平缓，对应

于曲面的度规，也即 Fisher信息矩阵的值变小。并且这种修改很可能不会在损失

曲面上添加新的鞍点或极值点，也不会使得训练过程中 Fisher信息矩阵特征值

的变化趋势发生改变。

对上述经典网络，根据式 (3.6)进行训练，计算两个 Fisher信息矩阵

𝐹1(𝜃) = 1
𝑁 ∑

𝑖
[J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)]

T
(diag(𝜋1𝑖) − 𝜋1𝑖𝜋T

1𝑖) [J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)] , … (3.8)

𝐹2(𝜃) = 1
𝑁 ∑

𝑖
[J𝜃𝑝1(𝑥𝑖, 𝜃)]

T
(diag(𝜋2𝑖) − 𝜋2𝑖𝜋T

2𝑖) [J𝜃𝑝1(𝑥𝑖, 𝜃)] , … (3.9)

其中 𝜋𝑗𝑖指代由 {𝑝𝑗(𝑦 = 𝑐|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)}构成的列向量。

针对下一章考虑的问题，对经典网络进行训练，对 𝑚 = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8的

情况进行测试，计算两个 Fisher信息矩阵的最大特征值在训练过程中的变化趋

势，结果如图 3.5所示。可以看出，式 (3.9)的 Fisher信息矩阵最大特征值相比

式 (3.8)的最大特征值确实是变得更小了，但是两者的变化趋势基本一致，所以

这种方法可以用于后续研究。
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(a) 1 neuron (b) 2 neurons

(c) 3 neurons (d) 4 neurons

(e) 5 neurons (f) 6 neurons

(g) 7 neurons (h) 8 neurons

图 3.5不同的神经元个数下经典网络训练过程中两个 Fisher信息矩阵最大特征值的变化。

𝜆1 和 𝜆2 分别对应式 (3.8)和 (3.9)计算出的 Fisher信息矩阵的最大特征值。

Figure 3.5 The largest eigenvalues of the two Fisher information matrices in the training

process of classical neural networks with different numbers of neurons. 𝜆1 and 𝜆2 are

the largest eigenvalues of the Fisher calculated according to Eq. (3.8) and (3.9)

respectively.
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第 4章 实验训练

本章将以前面提到的经典和量子网络结构为基础，利用前面提到的算法进

行训练和计算。第一节将具体讲述测试的环境以及用到的算法，之后的章节将具

体讲述实验结果。本章重点关注三个问题：第一，Fisher信息矩阵的特征值在训

练过程中有什么直观意义？第二，在对经典网络适用的算法条件下，该量子模型

表现如何？第三，在训练过程中，经典和量子模型的 Fisher信息矩阵特征值表现

出什么差异？下面将试图回答这三个问题。

4.1 测试环境

本实验测试环境在 Python 3.6.8 版本下，利用 TensorFlow 2.1.0 (Abadi 等,

2015)构建并训练经典网络模型，利用 TensorFlow_quantum 0.3.1 (Broughton等,

2020)模拟量子线路配合 TensorFlow构建并训练量子网络模型。

本实验考虑 Pérez-Salinas等 (2020)提到的简单的二分类问题 (图 4.1)：二维

平面上的点 (𝑥1, 𝑥2) ∈ [−1, 1]2 处于一个正方形内，当 𝑥2
1 + 𝑥2

2 ≤ 2
𝜋，即处于圆内

和边界上时，该点属于类 0；否则，该点属于类 1。该圆形半径的选择使得圆内

和圆外的面积相同，即考虑的是均等的二分类问题。

图 4.1圆形分类问题。

Figure 4.1 Classification of a circle.

网络的参数 {𝜃𝑖}从均值为 0、标准差为 1的标准正态分布中随机取样作为

初始值。在训练前，随机生成 700组样本数据 {(𝑥1, 𝑥2), 𝑦}作为训练集用于训练。

每个训练周期，模型将对 700组数据全部训练一次，使用的训练方法为批量梯度
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下降 (BGD)：先将训练集随机打乱，然后以 50组数据为一批输入模型，计算该

批次损失函数的和，以此计算梯度，进而更新参数。每批次训练的损失函数和为

𝐿batch = −
batch
∑

𝑖
log 𝑝1 (𝑦 = 𝑦batch𝑖 |𝑓 (𝑥batch𝑖 , 𝜃)) . … (4.1)

与式 (3.6)相比，这里的求和是对一个批中的数据进行的，而且没有对样本数求

平均。以该结果计算损失函数的梯度，更新参数

𝜽new = 𝜽old − 𝛼∇𝜽𝐿batch, … (4.2)

其中 𝛼 为学习率，设定初始学习率为 0.0001。由于式 (4.1)没有对损失函数取平

均，所以初始学习率的选择与批的大小有关。每个训练周期结束后，将对训练结

果进行评估，并根据结果修改学习率：计算整个训练集的总损失函数，如果损失

函数增大，学习率就减半；如果损失函数降低，学习率就增加 5%。这种准则能

够自动地调整学习率，帮助网络更好地收敛。

每经过 5个训练周期，根据式 (3.7)计算一次 Fisher信息矩阵并计算其特征

值，用于后续观察比较。网络训练 300个周期后停止，将结果保存下来。经验上

讲，300个周期网络已经基本收敛。

经典网络选择的激活函数为 ReLu函数，该函数提供非线性性，为该领域的

常见选择。Huembeli等 (2021)提到激活函数的选择可能会对结果产生影响。

将训练后的模型对正方形内的每个点进行计算得到概率分布 𝑝1，将其中对

应类别为 1的概率减去类别为 0的概率作为结果。当结果小于 0时，说明网络更

有把握认为该点属于类 0；结果大于 0时，更有把握认为该点属于类 1。将该值

用颜色深浅表示，通过这种方式将结果图示出来。

正如前一章所提到的，当经典网络隐藏层神经元个数为 𝑚时，参数总数为

5𝑚；单比特量子神经网络的层数为 𝑚时，参数总数也为 5𝑚。由于个人计算机性

能的限制，将对 𝑚 = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8的情况进行训练，比较相同算法条件、相

同参数总数条件下经典和量子神经网络体现出的差异性。

4.2 经典情形

对于不同神经元数目，一次训练结果如图 4.2所示。可以发现，随着神经元

的数目增加，该网络结构通过边数逐渐增加的多边形来逼近圆形分类面。该结果

与理论分析的结果 (Shalev-Shwartz等, 2014)一致。
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(a) 1 neuron (b) 2 neurons

(c) 3 neurons (d) 4 neurons

(e) 5 neurons (f) 6 neurons

(g) 7 neurons (h) 8 neurons

图 4.2不同神经元个数下经典网络的训练结果。该点的颜色越深代表网络越有把握认为该

点属于类 1 (位于圆外)。

Figure 4.2 The training results of classical neural networks with different numbers of

neurons. Points are more likely to be labeled as Class 1 (outside the cirecle) in darker

places.
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图 4.3是对 3个神经元的不同的测试结果，可以发现当隐藏层神经元的数目

为 3个左右时，该网络结构能够开始给出较好的分类结果。在神经元个数为 3个

的时候，网络可能收敛得较好，也可能收敛较差。

(a) A good result (b) A bad result

图 4.3 3个神经元的经典网络给出不同的训练结果。

Figure 4.3 The different training results of classical neural networks with 3 neurons.

这些结果可以说明，在这种算法条件下，虽然有时会出现如图 4.2(e)这样收

敛得不太好的结果，但是在大多数情况下，该网络结构可以较好地工作。当然，

更好的算法可以帮助网络更好地收敛，逃离不好的鞍点或者极值点，但是这方面

的内容并不在本文的讨论范围内。更进一步地，下面开始考察训练过程中 Fisher

信息矩阵特征值的变化情况。

图 4.4给出的 Fisher信息矩阵最大特征值在训练过程中的变化，该结果与图

4.2相对应。对于训练结果较好的情况 (图 4.4(d)、图 4.4(f)、图 4.4(g)和图 4.4(h))，

在训练过程中，Fisher信息矩阵最大特征值一开始逐渐增大，然后在一个值的附

近开始小范围波动，并且该值的趋势是逐渐降低。结合图 4.5将训练过程中最大

特征值与损失函数进行比较的结果，可以发现总损失函数开始缓慢下降的时间

与最大特征值开始小范围波动的时间基本吻合，这说明最大特征值在小范围内

波动的行为对应着模型开始逼近一个鞍点或极值点并逐渐收敛到这个点。在这

几组测试中，最大特征值的变化范围以及收敛过程中的值的大小并没有体现出

与神经元数目有明显关系。但是与训练结果较差的情况相比，最大特征值的变化

范围会大一个数量级。

当网络训练结果较差时 (图 4.4(a)、图 4.4(b)、图 4.4(c)和图 4.4(e))，最大特

征值实际上是在一个小范围内波动，这种行为与上述结果较好的情况下训练后

期逐渐收敛时最大特征值小范围波动的行为类似，这可能意味着这几个图对应
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(a) 1 neuron (b) 2 neurons

(c) 3 neurons (d) 4 neurons

(e) 5 neurons (f) 6 neurons

(g) 7 neurons (h) 8 neurons

图 4.4不同神经元个数下经典网络 Fisher信息矩阵最大特征值在训练过程中的变化。

Figure 4.4 The largest eigenvalues of the Fisher in the training process of classical neural

networks with different numbers of neurons.
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图 4.5 8个神经元的网络训练过程中损失函数的变化与 Fisher信息矩阵最大特征值的变化。

Figure 4.5 The loss and the largest eigenvalue of the Fisher in the training process of classical

neural networks with 8 neurons.

着模型一开始就处于鞍点或极值点附近，并且直接收敛到这个不好的点。

这些结果说明，经典情况下，Fisher信息矩阵最大特征值很可能与训练状态

对应：在训练还未收敛的过程中，最大特征值逐渐增大；当处于鞍点或极值点附

近时，最大特征值会在一个值附近波动，并且该值逐渐降低。

图 4.6展示在训练过程中所有特征值的变化，该结果也与图 4.2相对应。可

以看出除最大值以外的其它特征值的变化较为复杂：在未收敛的训练过程中，这

些值整体表现为逐渐增大，该结果与 Sagun等 (2016)提到 Hessian矩阵特征值在

训练过程中向 0靠拢的趋势是不同的；在模型逐渐收敛时，这些值有时增大，有

时减小。不同值的变化趋势也不尽相同，并且与最大特征值的变化趋势没有直接

联系。该结果没有表现出明显的规律，因此后面将主要研究最大特征值的变化。
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(a) 1 neuron (b) 2 neurons

(c) 3 neurons (d) 4 neurons

(e) 5 neurons (f) 6 neurons

(g) 7 neurons (h) 8 neurons

图 4.6不同神经元个数下 Fisher信息矩阵特征值在训练过程中的变化。

Figure 4.6 The eigenvalues of the Fisher in the training process of classical neural networks

with different numbers of neurons.
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4.3 量子情形

在相同条件下，对量子网络进行测试，部分结果如图 4.7所示。与经典结果

(图 4.2)相比，该结果很不理想，给出的分类结果较差。这说明在本实验的设计条

件下，量子网络模型无法收敛到一个较好的点。实际上，Pérez-Salinas等 (2020)提

到对该模型使用批量梯度下降算法进行训练得到的结果较差，而使用 L-BFGS-B

算法 (Byrd等, 1995)进行训练会取得很好的结果。这一点可能是由于 L-BFGS-B

算法是二阶算法，而批量梯度下降算法是一阶算法，更高阶的算法可以帮助网络

收敛到一个更好的点。这正说明这种量子模型的损失曲面可能更为复杂，所以针

对该模型的算法设计或参数选择需要更多考虑。

(a) 5 layers (b) 6 layers

(c) 7 layers (d) 8 layers

图 4.7不同层数下量子网络的训练结果。该点的颜色越深代表网络越有把握认为该点属于

类 1 (位于圆外)。

Figure 4.7 The training results of quantum neural networks with different numbers of layers.

Points are more likely to be labeled as Class 1 (outside the cirecle) in darker places.

图 4.8展示训练过程中 Fisher信息矩阵最大特征值和损失函数的变化情况，

可以看出量子情形下最大特征值的行为与经典情形 (图 4.5)展现出相同的特点：

在尚未收敛的训练过程中，最大特征值逐渐增大；当靠近鞍点或极值点逐渐开始
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收敛时，最大特征值在小范围内波动。但是与经典情况相比，图中量子网络的最

大特征值的变化范围较小，这很可能意味着这些网络很快地逼近了一个较为不

好的鞍点或极值点，并且没有逃离出来，图 4.7的结果并不能代表该模型能力的

上限。

(a) 5 layers (b) 6 layers

(c) 7 layers (d) 8 layers

图 4.8不同层数下量子网络训练过程中损失函数的变化与 Fisher信息矩阵最大特征值的变

化。

Figure 4.8 The losses and the largest eigenvalues of the Fisher in the training process of

quantum neural networks with different numbers of layers.

4.4 随机梯度下降结果

为了使量子网络收敛得更好，将批大小修改为 1，也即使用随机梯度下降

(SGD)进行训练。需要注意的是，由于批大小变小，所以实际上在一个训练周期

中，参数更新的次数会更多。并且这种方法会引入更多随机性，从而使得网络更

有可能逃出不好的鞍点或极值点。

量子网络训练结果如图 4.9所示，可见结果得到了明显的好转。当层数大于

3层时，该网络就可以得到较好的分类结果。与经典的结果 (图 4.2)相比，量子

网络的结果有几点明显的差异：首先，该量子模型并不是通过增加多边形边数来
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(a) 1 layer (b) 2 layers

(c) 3 layers (d) 4 layers

(e) 5 layers (f) 6 layers

(g) 7 layers (h) 8 layers

图 4.9不同层数下用 SGD对量子网络进行训练的结果。该点的颜色越深代表网络越有把握

认为该点属于类 1 (位于圆外)。

Figure 4.9 The training results of quantum neural networks with different numbers of layers

using SGD. Points are more likely to be labeled as Class 1 (outside the cirecle) in darker

places.
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(a) 1 layer (b) 2 layers

(c) 3 layers (d) 4 layers

(e) 5 layers (f) 6 layers

(g) 7 layers (h) 8 layers

图 4.10不同层数下量子网络 SGD训练过程中损失函数的变化与 Fisher信息矩阵最大特征

值的变化。

Figure 4.10 The losses and the largest eigenvalues of the Fisher in the training process of

quantum neural networks with different numbers of layers using SGD.
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逐步近似圆形的，而是直接捕捉圆形的特征；其次，在分类面的附近，量子模型

的输出并不会随输入坐标的细微改变而剧烈变化，与经典结果相比该变化更为

平缓；最后，在远离分类面的圆内或圆外，量子网络对这些位置的输入分为 0或

1的把握也不是非常大。这些现象与 Huembeli等 (2021)训练 192个参数的多量

子比特分类器得到的结果类似。

值得注意的是，当量子模型的层数为 1时 (图 4.9(a))，不同于经典情形 (图

4.2(a))只能简单地以一条直线作为分类面，该模型能得到由两条曲线构成的分类

面。同时，在参数更多的情况下，该模型抓取圆形分类面的方式也与经典不同。

这说明该量子模型引入的非线性性与经典网络中由激活函数引入的非线性性不

同。

(a) 5 neurons (b) 6 neurons

(c) 7 neurons (d) 8 neurons

图 4.11不同神经元个数下经典网络 SGD训练过程中损失函数的变化与 Fisher信息矩阵最

大特征值的变化。

Figure 4.11 The losses and the largest eigenvalues of the Fisher in the training process of

classical neural networks with different numbers of neurons using SGD.

图 4.10展示 SGD训练过程中最大特征值与损失函数的变化情况，可以看出

该结果与前面的结果有较大的差异。在具体描述差异之前，为了避免算法对结果

产生影响，同样使用 SGD算法对经典网络进行训练。结果如图 4.11所示，该结
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果与批量梯度下降的结果 (图 4.5)相比没有明显变化，仍然表现出与前面一致的

现象：在未收敛的训练过程中，最大特征值持续增加；在逐渐收敛的过程中，最

大特征值在一个值附近波动。

与之相比，量子网络给出了不同的结果 (图 4.10)，具体表现为：在未收敛的

训练过程中，最大特征值没有明显的上升段，而是有着较大的波动；在逐渐收敛

的过程中，最大特征值在多数情况下先会出现一个可以与变化范围相比拟的较

大幅度的下降，然后在小范围内波动。

(a) 5 layers (b) 6 layers

(c) 7 layers (d) 8 layers

图 4.12不同层数下量子网络 SGD下降训练过程中损失函数下降率的变化与 Fisher信息矩

阵最大特征值的变化。

Figure 4.12 The decreasing rates of the losses and the largest eigenvalues of the Fisher in the

training process of quantum neural networks with different numbers of layers using

SGD.

同时，由于量子情形下最大特征值变化比较剧烈，可以看出最大特征值似乎

与损失函数的下降速率有一定的相关性。为此，图 4.12展示了训练过程中用差

分近似的损失函数下降速率与最大特征值的比较，可以发现，部分情况下两者的

峰和谷出现的时间基本一致，这说明是两者确实有一定的相关性。

对经典情形进行同样的处理，结果如图 4.13所示，可以发现在经典情况下
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最大特征值与损失函数的下降速率并没有表现出明显的相关性。

经典和量子 Fisher信息矩阵的最大特征值在训练过程中表现出不同的行为，

直接导致的结果是：一开始量子情形的最大特征值比经典对应值大，而在训练后

比经典对应值小。这个结果与 Huembeli等 (2021)的实验中 Hessian矩阵的最大

特征值表现出的现象相似。Fisher信息矩阵的特征值能反映损失曲面的性质，这

意味经典模型和量子模型的损失曲面具有较大差异。同时，在相同的随机初始化

条件和相同的算法设计下，训练过程中最大特征值行为的不同意味着两者的训

练过程也是不同的，更是说明了经典和量子网络有着很大的差异性。

(a) 5 neurons (b) 6 neurons

(c) 7 neurons (d) 8 neurons

图 4.13不同神经元个数下经典网络 SGD下降训练过程中损失函数下降率的变化与 Fisher

信息矩阵最大特征值的变化。

Figure 4.13 The decreasing rates of the losses and the largest eigenvalues of the Fisher in the

training process of classical neural networks with different numbers of neurons using

SGD.
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第 5章 结论与展望

经典神经网络的 Fisher 信息矩阵的计算方法已经较为完备，但是这些理论

难以直接引入量子情形。这是由于量子线路需要进行测量才能得到结果，并且该

结果是有范围限制的，而经典没有这样的约束条件。对于二分类问题，对量子线

路采取正交投影测量，可以将经典情形中常见的交叉熵形式引入量子情形。为了

解决量子网络 Fisher信息矩阵的计算问题并使经典和量子相对应，本文提出了

在原网络结构的基础上在最后添加一层 softmax层的解决方法，这种方法可以简

单推广到所有的监督学习问题。通过对经典网络进行训练测试，我们发现这种网

络结构的修改并不会影响 Fisher信息矩阵最大特征值的变化趋势，这说明了该

方法的可行性。进而，对经典和量子网络进行训练并通过该方法计算 Fisher信息

矩阵，将结果进行比较，最终可以得到三个经验性结论：

1. 随着参数的增多，经典网络通过增加多边形的边数来逼近圆形分类面，而

量子网络是直接试图抓住圆形的特征。这说明量子网络引入的非线性性非常特

别，使得它具有这样的能力。

2. 量子网络的损失曲面更为复杂，在经典情形下可以正常工作的批量梯度

下降算法甚至可能不适用于结构简单的量子网络。该算法很可能使得量子模型

在训练过程中收敛到不好的鞍点或极值点，所以量子模型的算法设计和参数选

择需要更为小心。

3. 经典和量子模型的 Fisher信息矩阵最大特征值在训练过程中具有直观意

义，但是两者的意义不完全相同。当最大特征值在小范围波动时，意味着模型逼

近了一个鞍点或极值点并逐渐收敛，这点对于经典和量子网络都成立。但是在还

未收敛的训练过程中，经典和量子的行为完全不同：经典的 Fisher信息矩阵最大

特征值整体趋势为逐渐增大；量子的最大特征值则在大范围内波动，并在趋于收

敛前会出现一个大幅度的降低。这意味着经典和量子网络的训练过程是不同的，

损失曲面也有很大的差异。

这三个结论说明经典神经网络与量子网络有较大差异性，也意味着量子神

经网络很可能是与经典网络不同的模型，而不是简单的量子推广。我们对经典网

络的了解不足，对于量子世界的了解也不足。在这种情况下，将一个未知推向另
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一个未知，又得到一个新的未知。这种新的未知能否帮助我们理解以前的未知还

没有答案，但是这确实是一个极为有趣的话题。在这个过程中，必不可少的就是

了解新的未知与旧的未知之间的关系，也需要判明新的未知又带来了多少问题。

这一点，本文尝试通过修改网络结构将两者联系起来，起到了一定的效果，但是

也抛弃了网络直接进行多分类的能力。尽管在这一次实验中，不同层数的量子神

经网络的 Fisher信息矩阵最大值在训练过程中表现出了相似的行为，并且该结果

与 Huembeli等 (2021)的实验结果可以匹配，但是更多的重复实验可以帮助我们

更充分地理解所有可能出现的情况。同时，在实验比较过程中，更多的问题还有

待研究。不同的算法设计、不同的参数条件、不同的问题输入等等都有可能带来

新的发现。本文希望这种比较引起更多的关注，带我们领略到更多有趣的现象。
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附录 A 简化 Fisher信息矩阵形式的证明

该部分的的推导参考了 Kunstner等 (2019)。

命题 A.1. 当 𝑝(𝑦|𝑓(𝑥, 𝜃))为关于自然参数 𝑓 的指数分布族时，Fisher信息矩阵具

有简单形式

𝐹 (𝜃) = 1
𝑁 ∑

𝑖
− [J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)]

T ∇2
𝑓 log 𝑝(𝑦𝑖|𝑓 (𝑥𝑖, 𝜃)) [J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)] , … (A.1)

其中 J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)指 𝑓 对 𝜃求导的雅可比矩阵，∇𝑓 值对 𝑓 进行求导。

证明. Fisher信息矩阵的表达式为

𝐹 (𝜃) = 1
𝑁 ∑

𝑖
E𝑦∼𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖) [∇ log 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)∇ log 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)T] , … (A.2)

该式中的 ∇指对 𝜃进行求导。由链式法则，该式可化为

𝐹 (𝜃) = 1
𝑁 ∑

𝑖
E𝑦∼𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖) [[J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)]

T
[∇𝑓 log 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)∇𝑓 log 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)T] [J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)]] ,

… (A.3)

其中 J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)指 𝑓 对 𝜃求导的雅可比矩阵，∇𝑓 指对 𝑓 进行求导。由于 J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)

与 𝑦无关，所以可以直接移出期望值之外

𝐹 (𝜃) = 1
𝑁 ∑

𝑖
[J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)]

T E𝑦∼𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖) [∇𝑓 log 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)∇𝑓 log 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)T] [J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)]

= 1
𝑁 ∑

𝑖
[J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)]

T E𝑦∼𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖) [
1

𝑝2
𝜃(𝑦|𝑥𝑖)

∇𝑓 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)∇𝑓 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)T
] [J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)] .

… (A.4)

利用求导的性质，上式可化为

𝐹 (𝜃) = 1
𝑁 ∑

𝑖
[J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)]

T E𝑦∼𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)[
1

𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)
∇2

𝑓 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)

− ∇2
𝑓 log 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)] [J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)] . … (A.5)

其中第一项的期望值

E𝑦∼𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖) [
1

𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)
∇2

𝑓 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)] = ∫ 𝑑𝑦 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)
1

𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)
∇2

𝑓 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)

= ∇2
𝑓 ∫ 𝑑𝑦 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖) = 0, … (A.6)
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所以只剩下第二项

𝐹 (𝜃) = 1
𝑁 ∑

𝑖
[J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)]

T E𝑦∼𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖) [−∇2
𝑓 log 𝑝𝜃(𝑦|𝑥𝑖)] [J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)] . … (A.7)

由于 𝒚和 𝒇的维度相同，当 𝑝(𝑦|𝑓(𝑥, 𝜃))为关于自然参数 𝑓的指数分布族时，𝑝(𝑦|𝑓)

具有形式

𝑝(𝑦|𝑓) = 𝐾 exp (𝒚T𝒇 − 𝑏(𝑓) + 𝑐(𝑦)) , … (A.8)

其中 𝐾 表示归一化系数，𝑏(𝑓)表示关于 𝑓 的某一个函数，𝑐(𝑦)表示关于 𝑦的某

一个函数。所以对 log 𝑝求 𝑓 的二阶导数与 𝑦无关

∇2
𝑓 log 𝑝(𝑦|𝑓) = ∇2

𝑓 log 𝐾 − ∇2
𝑓 𝑏(𝑓) = ∇2

𝑓 log 𝑝(𝑦𝑖|𝑓 ), … (A.9)

求期望的项与 𝑦无关，得到最后的结果

𝐹 (𝜃) = 1
𝑁 ∑

𝑖
− [J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)]

T ∇2
𝑓 log 𝑝(𝑦𝑖|𝑓 (𝑥𝑖, 𝜃)) [J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)] . … (A.10)

命题 A.2. 对于 𝐶-分类问题的神经网络模型，当选择损失函数为交叉熵(2.14)时，

Fisher信息矩阵具有形式

𝐹 (𝜃) = 1
𝑁 ∑

𝑖
[J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)]

T
(diag(𝜋𝑖) − 𝜋𝑖𝜋T

𝑖 ) [J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)] , … (A.11)

其中 𝜋𝑖指代对于不同输入 𝑥𝑖，由 {𝑝(𝑦 = 𝑐|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃))}构成的列向量。

证明. 当选择损失函数为交叉熵时，对于分类问题，𝑝(𝑦 = 𝑐|𝑓(𝑥, 𝜃))中 𝑦 = 𝑐 表

示着矢量 𝒚仅在第 𝑐个分量上为 1，在其余分量上为 0。选择

𝑝(𝑦 = 𝑐|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)) = 𝑒𝑓𝑐

∑𝑡 𝑒𝑓𝑡
, … (A.12)

对应于 𝐾 = ∑𝑖 exp(𝑓𝑖)，𝑏(𝑓) = 0，𝑐(𝑦) = 0。求对数后

log 𝑝(𝑦 = 𝑐|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)) = 𝑓𝑐 − log
(∑𝑡

𝑒𝑓𝑡
)

, … (A.13)

对 𝑓 求二阶导数时，第一项消失，所以有

∇2
𝑓 log 𝑝(𝑦 = 𝑐|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)) = −∇2

𝑓 log
(∑𝑡

𝑒𝑓𝑡
)

. … (A.14)
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具体的求导过程为

𝜕 log (∑𝑡 𝑒𝑓𝑡)
𝜕𝑓𝑖

= 𝑒𝑓𝑖

∑𝑡 𝑒𝑓𝑡
, … (A.15)

𝜕2 log (∑𝑡 𝑒𝑓𝑡)
𝜕𝑓𝑖𝜕𝑓𝑗

= −𝑒𝑓𝑖𝑒𝑓𝑗

(∑𝑡 𝑒𝑓𝑡)
2 , … (A.16)

𝜕2 log (∑𝑡 𝑒𝑓𝑡)
𝜕𝑓 2

𝑖
=

𝑒𝑓𝑖 (∑𝑡 𝑒𝑓𝑡) − 𝑒2𝑓𝑖

(∑𝑡 𝑒𝑓𝑡)
2 . … (A.17)

带回式 (A.1)就可以得到最后的结果

𝐹 (𝜃) = 1
𝑁 ∑

𝑖
[J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)]

T
(diag(𝜋𝑖) − 𝜋𝑖𝜋T

𝑖 ) [J𝜃𝑓(𝑥𝑖, 𝜃)] … (A.18)

其中 𝜋𝑖指代对于不同输入 𝑥𝑖，由 {𝑝(𝑦 = 𝑐|𝑓(𝑥𝑖, 𝜃))}构成的列向量。
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