
博士学位论文

路径积分方法在强关联电子系统中的应用

作者姓名： 董建军

指导教师： 杨义峰研究员

中国科学院物理研究所

学位类别： 理学博士

学科专业： 理论物理

培养单位： 中国科学院物理研究所

2021年 12月





Path integral approach in strongly correlated electronic systems

A dissertation submitted to

University of Chinese Academy of Sciences

in partial fulfillment of the requirement

for the degree of

Doctor of Philosophy

in Theoretical Physics

By

Dong Jianjun

Supervisor: Professor Yang Yifeng

Institute of Physics, Chinese Academy of Sciences

December, 2021





中国科学院大学

学位论文原创性声明

本人郑重声明：所呈交的学位论文是本人在导师的指导下独立进行研究工

作所取得的成果。尽我所知，除文中已经注明引用的内容外，本论文不包含任何

其他个人或集体已经发表或撰写过的研究成果。对论文所涉及的研究工作做出

贡献的其他个人和集体，均已在文中以明确方式标明或致谢。

作者签名：

日 期：

中国科学院大学

学位论文授权使用声明

本人完全了解并同意遵守中国科学院有关保存和使用学位论文的规定，即

中国科学院有权保留送交学位论文的副本，允许该论文被查阅，可以按照学术研

究公开原则和保护知识产权的原则公布该论文的全部或部分内容，可以采用影

印、缩印或其他复制手段保存、汇编本学位论文。

涉密及延迟公开的学位论文在解密或延迟期后适用本声明。

作者签名： 导师签名：

日 期： 日 期：





摘 要

摘 要

强关联电子系统中的各种新奇物理，如莫特转变、巨磁阻效应、分数量子霍

尔效应、高温超导、重费米子等吸引了人们的长期关注。在这类体系中，电子之

间的强烈相互作用使得基于单电子近似的传统能带理论和基于小量展开的微扰

理论失效。因此发展新方法来处理强关联电子体系中的各种平衡及非平衡物理

是一个重要的前沿基础课题，而这也是本文的研究目的。

本论文可以分为两部分，第一部分中我们发展新方法来研究平衡态量子相

变，第二部分中我们发展新方法来研究非平衡的动力学量子相变。

重费米子系统是研究得最广泛的强关联电子系统之一。长期以来，人们对重

费米子物理的理解主要来自平均场理论所提供的静态杂化图像。该图像认为局

域电子在特征温度 𝑇K 之下才开始发生局域-巡游转变进而与传导电子发生杂化

形成重费米子能带。虽然平均场理论的图像简单直观，但它忽略了杂化涨落和杂

化关联，这导致平均场理论中的有限温局域-巡游转变是一个相变过程，与实验

中观测到的渐变行为不符。针对这一问题，我们发展了静态辅助场近似方法来研

究重费米子系统中的杂化涨落效应，进而结合最近提出的互信息神经网络算法

来揭示杂化关联。当我们把新方法应用到两杂质近藤模型中时，我们得到了正确

的渐变行为，表明新方法确实能够有效地处理杂化涨落。此外，我们发现杂化场

的振幅互信息在“Varma-Jones”不动点处随温度降低对数发散，表明振幅互信

息可以揭示零温的量子相变及其量子临界性质。在近藤效应占主导的区间，非零

的相位互信息揭示了不同格点上杂化场的相位相干性与重费米子杂化图像之间

的深刻联系。我们的方法可以推广到多杂质和晶格模型的研究中，希望能够为重

费米子二流体唯象理论和实验中观测到的两阶段杂化过程提供微观理论支撑。

得益于实验技术的迅猛发展，除了调控温度、磁场、压力等参数来研究强关

联电子系统的平衡态相变与临界现象以外，人们还可以调控时间来观察系统的

非平衡性质。尤其是随着涨落关系、多体局域化、时间晶体、动力学量子相变等

新奇现象的发现和概念的提出，非平衡物理吸引了越来越多科研工作者的关注。

在这一领域中，量子功是一个非常重要的物理量，因为它既能描述平衡态相变的

临界现象，又能描述非平衡的动力学量子相变和涨落关系。但在多体系统量子功
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和动力学量子相变的研究中，传统的哈密顿量方法只局限于参数突变的情况，极

大地限制了我们对非平衡物理的认识。为了能够高效地研究任意非平衡条件下

的量子功和动力学量子相变，我们将路径积分理论推广到非平衡物理的研究中。

作为发展方法的第一步，我们研究了任意双线性模型在任意非平衡条件下的功

分布，得到了一般的解析解。当我们把新方法应用到横场伊辛模型中时，我们得

到了与传统哈密顿量方法相同的结论，表明了新方法的正确性和有效性。当进一

步应用到拓扑模型中时，由于拓扑性质的影响，我们发现不可逆功的标度中存在

反常的 1/𝑁 修正。此外，我们还比较了三种不同非平衡条件下的动力学量子相

变，发现动力学量子相变的时间周期性仅存在于参数突变的情况中。最后，我们

以伊辛-近藤模型为例阐述了如何将路径积分与蒙特卡洛方法结合并推广到强关

联电子系统的非平衡物性的研究中。

关键词：路径积分，静态辅助场近似，互信息，量子功，动力学量子相变
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Abstract

Abstract

The rich variety of novel physics in strongly correlated electron systems have at-

tracted long-term attention of the community, that include Mott transition, colossal

magnetoresistance, fractional quantum Hall effect, high-temperature superconductiv-

ity, heavy fermion, and so on. In these systems, due to the strong interaction between

electrons, the traditional band theory based on single-electron approximation and the

perturbation theory based on expansion over a small parameter do not work. There-

fore, development of newmethods to deal with various equilibrium and non-equilibrium

physics in strongly correlated electron systems is an important, frontier, and fundamen-

tal subject. This is also the purpose of this thesis.

This thesis can be divided into two parts. In the first part, we develop a newmethod

to study equilibrium quantum phase transitions. In the second part, we develop a new

method to study non-equilibrium dynamical quantum phase transitions.

Heavy-fermion systems are arguably one of the most widely studied strongly cor-

related electron systems. Traditionally, the understanding of heavy-fermion physics is

mainly based on the mean-field theory with a static and uniform hybridization approxi-

mation. In this theory, the localized electrons undergo a localized-to-itinerant transition

below a characteristic temperature 𝑇K and then hybridize with conduction electrons to

form a heavy electron band. The mean-field theory is simple and intuitive, but it ig-

nores the fluctuations and correlations of the hybridization fields, which results in a

phase transition at 𝑇K rather than a crossover observed in experiment. To address this

problem, we propose a static auxiliary field approximation to study the hybridization

fluctuations in heavy-fermion systems and use the mutual information to measure in-

tersite hybridization correlations with the help of recently proposed mutual informa-

tion neural network algorithm. When applied to the two-impurity Kondo model, we

find that the artificial phase transition predicted in the mean-field approximation is sup-

pressed, indicating that our new method can indeed capture the fluctuation effects. In

addition, we find a logarithmically divergent amplitude mutual information with lower-
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ing temperature near the so-called “Varma-Jones” fixed point, manifesting a quantum

phase transition at zero temperature and its associated quantum criticality above the

fixed point. In the Kondo regime, a large phase mutual information reveals the deep

relationship between the intersite phase coherence of the hybridization fields and the

hybridization picture in heavy-fermion systems. Our method can be easily extended to

multi-impurity and lattice models, and we hope it will provide a microscopic theoreti-

cal support for the two-fluid phenomenological model of heavy electron physics and the

two-stage hybridization scenario observed in experiment.

Due to the rapid development of experimental techniques, people can not only

study equilibrium phase transitions and critical phenomena in strongly correlated elec-

tron systems by tuning parameters such as temperature, magnetic field and pressure, but

also observe non-equilibrium properties in these systems by tuning time. Especially

with the discovery of many novel phenomena such as fluctuation relations, many-body

localization, time crystal, dynamical quantum phase transition, and so on, the study

of non-equilibrium quantum physics is becoming one of the most active and exciting

branches of modern condensed matter physics and has attracted intensive attention in

recent years. Quantum work is arguably one of the most important quantities to charac-

terize the non-equilibrium dynamics, because it can not only describe the critical phe-

nomena of equilibrium phase transition, but also capture the non-equilibrium dynami-

cal quantum phase transition and fluctuation relations. In the study of quantum work in

many-body systems, a Hamiltonian approach has often been used by calculating explic-

itly time evolution of the quantum state for quench protocol. However, such calculations

can be very involved which makes it hard to be extended to arbitrary time dependence

and general correlated many-body systems, which greatly limits our understanding of

non-equilibrium physics. To overcome this issue, we introduce the functional field in-

tegral approach to study the statistics of quantum work and the dynamical quantum

phase transition under non-equilibrium conditions, and derive the general formalism

for a bilinear Hamiltonian with arbitrary time dependence. When applied to the trans-

verse field Ising model, it yields the same results as the traditional Hamiltonian method,

which demonstrates the correctness and effectiveness of our new method. When fur-
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Abstract

ther applied to a topological model, we observe an anomalous 1/𝑁 correction in the

scale of irreversible work due to the topological nature of the quantum phase transition.

Dynamical quantum phase transitions are observed for three different time evolution

protocols but their time periodicity only appears in the double quench case. Finally, we

take the Ising-Kondo model as an example to illustrate how to extend the path integral

and Monte Carlo method to the study of non-equilibrium physics in strongly correlated

electron systems.

Keywords: Path integral, Static auxiliary field approximation, Mutual information,

Quantum work, Dynamical quantum phase transition
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𝑛。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 52

4.2 泛函路径积分的时间围道 𝒞。蓝色圆圈代表离散的时间点，其中 Δ𝑡 =
𝑇0/𝑀。𝑡 = 0和 𝑇0处的红色圆点和线表示在这些地方需要额外计算的

算符。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 56
4.3 一维周期性边界条件的反铁磁横场伊辛模型的能级图。(a)偶数格点

𝑁 = 50，(b)奇数格点𝑁 = 51。图中 𝐸0为基态能。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 59
4.4 不同逆温度 𝛽 下，横场伊辛模型中的参数从 ℎ0 = 0.5突变到 ℎ1 = 2.0
这一单次 quench 过程中的比率函数 𝑟(𝑤)。(b) 为相应的功分布函数
𝑝(𝑤) ∼ 𝑒−𝑁𝑟(𝑤)。(c)和 (d)分别为特征函数 𝐺(𝑢)的实部和虚部。图中
格点大小取为𝑁 = 20。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 62

4.5 (a)当格点数𝑁 不同时，平均不可逆功密度 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2随参数 ℎ0的变化

曲线。插图为平均功密度 ⟨𝑤⟩/𝛿随 ℎ0的变化曲线。(b)和 (c)展示了在
热敏感极限 (𝛿 = 0.001)下 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2随𝑁 和 𝜆的对数依赖关系，(b)中
𝜆 = 0.005，(c)中 𝑁 = 100。(d)和 (e)展示了热力学极限 (𝑁 = 1000)
下 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2随 𝛿和 𝜆的对数依赖关系，(d)中 𝜆 = 0.01，(e)中 𝛿 = 0.01。
(f)和 (g)展示了 𝜆 = 0.0005时 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2随𝑁 和 𝛿的对数标度律，此时
𝜆−𝜈是最大的特征长度，即初始系统非常靠近相变点，(f)中 𝛿 = 0.001，
(g)中𝑁 = 1000。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 64

X



图形列表

4.6 两次 quench过程——即从 ℎ0 = 0.5突变到 ℎ1 = 2.0，然后经过一段
时间 𝑇0 后再突变回 ℎ0 这一过程中横场伊辛模型在零温时的比率函

数 𝑟(𝑤, 𝑇0)。图中格点数为 𝑁 = 100。由于 𝑤 = 0 的比率函数对应
Loschmidt回波，其在 𝑇0 = (𝑛 + 1/2)𝑇 ∗处的非解析性代表动力学量子

相变。插图展示了平均功密度 ⟨𝑤⟩随时间 𝑇0 的连续变化，没有体现

出任何奇异性。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 65
4.7 (a)当格点数𝑁 不同时，平均不可逆功密度 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2随参数 𝑣0的变化

曲线。插图为平均功密度 ⟨𝑤⟩/𝛿随 𝑣0的变化曲线，当𝑁 较小时，曲线
在 𝑣0 = 1处出现跃变。(b)和 (c)展示了在热敏感极限 (𝛿 = 0.001)下
⟨𝑤irr⟩/𝛿2随𝑁 和 𝜆的对数依赖关系，(b)中 𝜆 = 0.005，(c)中𝑁 = 100。
(d)和 (e)展示了在热力学极限 (𝑁 = 1000)下 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2 随 𝛿 和 𝜆的对
数依赖关系，(d)中 𝜆 = 0.01，(e)中 𝛿 = 0.01。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 67

4.8 (a)和 (b)展示了当 SSH模型靠近相变点时平均不可逆功密度 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2

随𝑁 和 𝛿的标度关系。其中 𝜆 = 0.0005，表示 𝜆−𝜈 是系统的最大特征

长度。其他参数为：(a)中 𝛿 = 0.001，(b)中𝑁 = 1000。(a)中的 1/𝑁
标度行为可以分解为 (c)和 (d)两部分，其中 (c)中较小的 ln 𝑁 行为
来自量子临界的贡献，而 (d)中较大的非普适的 1/𝑁 行为则与 SSH模
型相变的拓扑性质有关。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 68

4.9 零温下，SSH模型在三种不同的时间演化方案下的比率函数 𝑟(𝑤, 𝑇0)，
其中 𝑤 = 0。插图为当 𝑇0 = 2.0时 𝑣(𝑡)的不同演化方案。图中格点数
取为 𝑁 = 1000。三种情况下的比率函数都出现了尖峰，代表着在这
些时刻发生了动力学量子相变。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 69

4.10 (a)当格点数 𝑁 不同时，BCS模型在单次 quench过程中平均不可逆
功密度 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2 随初始序参量 Δ0 的变化曲线。(b)和 (c)展示了在热
力学极限下，即 𝑁 = 1000时，平均不可逆功密度随 𝛿和 𝜆的对数依
赖关系。其他参数为：(b)中 𝛿 = 0.01，(c)中 𝜆 = 0.01。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 71

4.11 两次 quench过程——即从 Δ0 = 0.0突变到 Δ1 = 2.0，然后经过一段
时间 𝑇0 的演化后再突变回 Δ0 这一过程中 BCS模型在零温时的比率
函数 𝑟(𝑤, 𝑇0)。图中格点数取为𝑁 = 50。与比率函数在 𝑇0 = (𝑛+1/2)𝑇 ∗

处出现奇异行为不同的是，平均功密度 ⟨𝑤⟩在动力学量子相变点处没
有出现任何奇异性，如插图所示。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 72

XI



路径积分方法在强关联电子系统中的应用

XII



表格列表

表格列表

2.1 Metropolis算法:其中第三行和第五行相等，证明该算法满足细致平衡
条件。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 29

3.1 不同方法的比较。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 37
3.2 随机变量 𝑋 和 𝑌 的联合概率分布 𝑝 (𝑥, 𝑦)。 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 39

XIII



路径积分方法在强关联电子系统中的应用

XIV



符号列表

符号列表

字符

Symbol Description Unit

𝑘B Boltzmann constant J/K

ℏ Plank constant J ⋅ s

𝐼 Identity matrix 1

𝛿𝑖𝑗 Kronecker tensor 1

算子

Symbol Description

𝒯 Time-ordering operator

det Determinant

Tr Trace

Re Real part

缩写

SAF Static Auxiliary Field

MF Mean Field

NRG Numerical Renormalization Group

RKKY Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida

FM Ferromagnet

AFM Antiferromagnet

FL Fermi Liquid

MC Monte Carlo

CT-HYB Continuous Time Quantum Monte Carlo Method with Hybridization

Expansion

XV



路径积分方法在强关联电子系统中的应用

DQMC Determinant Quantum Monte Carlo

RPA Random Phase Approximation

SSH Su-Schrieffer-Heeger

BCS Bardeen-Cooper-Schrieffer

QPT Quantum Phase Transition

DQPT Dynamical Quantum Phase Transition

QCP Quantum Critical Point

DOS Density of States

ARPES Angle-resolved Photoemission Spectroscopy

TCA Traveling Cluster Approximation

XVI



第 1章 引言

第 1章 引言

在本章中，我们首先介绍强关联电子系统的基本概念和常用模型，然后着重

介绍本论文所关心的近藤体系，并详细阐述近藤效应和近藤问题的概念。虽然人

们在上世纪七十年代就已经研究清楚了单杂质近藤模型的各种物性，但当杂质

浓度增加变为近藤晶格模型时，则会涌现出许多单杂质系统中没有的新奇物理，

如重费米子、非常规超导、近藤绝缘体、量子相变 (QPT)等。我们将在本章详细

介绍近藤晶格模型中的杂化物理和相变的概念，包括经典相变、量子相变以及动

力学量子相变 (DQPT)。在下一章，我们将介绍研究强关联电子系统中这些新奇

物理的常用理论和方法。

1.1 强关联电子体系

1.1.1 基本概念和常用模型

虽然随着固体理论和实验技术的飞速发展，人们已经研究清楚了许多材料

的物性，但是仍然存在许多悬而未决的问题，比如铜氧化物中的高温超导，过渡

金属氧化物中的莫特 (Mott)金属绝缘转变，重费米子化合物中的量子相变与非

费米液体行为、二维电子气体中的分数量子霍尔效应、锰氧化物中的巨磁阻效应

等 [2]。这类材料的共同特征是电子间的库仑相互作用很强，甚至强到可以与电

子的动能相比拟的程度，因此这类体系被统称为强关系电子系统。

在理论上，研究强关联电子系统的基本模型是 Hubbard模型

𝐻 = − ∑
𝑖𝑗𝜎

𝑡𝑖𝑗𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 − 𝜇 ∑

𝑖𝜎
𝑐†

𝑖𝜎𝑐𝑖𝜎 + 𝑈 ∑
𝑙

𝑛𝑙↑𝑛𝑙↓, … (1.1)

其中 𝑡𝑖𝑗 为导带电子间的跃迁强度，𝜇 为化学势，𝑛𝑖𝜎 = 𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑖𝜎 为粒子数算符，𝑈

为库仑相互作用。当库仑相互作用很强时，微扰论和基于单电子近似的能带理论

失效。在半满 𝜇 = 0和大 𝑈 极限下，基态中每个格点上平均占据一个粒子，因

此没有空占据态和双占据态，低能有效模型为反铁磁海森堡模型

𝐻eff = ∑
𝑖𝑗

𝐽𝑖𝑗 (𝐒𝑖 ⋅ 𝐒𝑗 − 1
4) , … (1.2)
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其中 𝐽𝑖𝑗 = 2
𝑈 |𝑡𝑖𝑗|

2
。偏离半满时，其低能有效模型为 t-J模型

𝐻 = ∑
𝑖𝑗

𝐽𝑖𝑗 (𝐒𝑖 ⋅ 𝐒𝑗 − 1
4𝑛𝑖𝑛𝑗) − ∑

𝑖𝑗𝜎
𝑡𝑖𝑗𝑃𝐺𝑐†

𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎𝑃𝐺, … (1.3)

其中 𝑃𝐺 为投影掉双占据态的 Gutzwiller算符。t-J模型是研究铜氧化物高温超导

的基本模型。

以上是最简单的单带模型，在稀土化合物中同时存在着相互作用比较弱的

巡游电子 𝑐 和相互作用比较强的局域电子 𝑓，此时我们需要用两带模型来描述，

即周期性安德森模型

𝐻 = ∑
𝐤𝜎

𝜖𝑐𝐤𝑐†
𝐤𝜎𝑐𝐤𝜎 + 𝐸0 ∑

𝑖𝜎
𝑓 †

𝑖𝜎𝑓𝑖𝜎 + 𝑉 ∑
𝑖𝜎

(𝑐†
𝑖𝜎𝑓𝑖𝜎 + 𝑓 †

𝑖𝜎𝑐𝑖𝜎) + 𝑈 ∑
𝑖

𝑛𝑓
𝑖↑𝑛𝑓

𝑖↓, … (1.4)

其中第一项为巡游电子的动能项，𝐸0 为局域电子的在位能，第三项则代表两种

电子之间的杂化，第四项表示库仑排斥相互作用只存于局域 𝑓 电子之间。

在稀磁合金中局域电子数很少，特别是在只有一个杂质的极限情况下，体系

应由单杂质安德森模型描述

𝐻 = ∑
𝐤𝜎

𝜖𝑐𝐤𝑐†
𝐤𝜎𝑐𝐤𝜎 + 𝐸0 ∑𝜎

𝑓 †
𝑖𝜎𝑓𝑖𝜎 + 𝑉 ∑

𝑖𝜎
(𝑐†

𝑖𝜎𝑓𝜎 + 𝑓 †
𝜎 𝑐𝑖𝜎) + 𝑈𝑛𝑓

↑ 𝑛𝑓
↓ . … (1.5)

与周期性安德森模型 (1.4)的区别是，此时体系中只有一个杂质原子，因此无需

对局域的 𝑓 电子求和。在大 𝑈 极限下，利用 Schrieffer-Wolff变换将高能自由度

积分掉后 [17]，可以得到其低能有效模型，即单杂质近藤模型

𝐻 = ∑
𝐤𝜎

𝜖𝑐𝐤𝑐†
𝐤𝜎𝑐𝐤𝜎 + 𝐽K𝐬 ⋅ 𝐒, … (1.6)

其中 𝐒为局域电子自旋，𝐬为巡游电子在杂质处的自旋

𝐬 = 1
𝑁0 ∑

𝐤𝛼,𝐤′𝛽
𝑐†
𝐤𝛼

⃖⃗𝜎𝛼𝛽
2 𝑐𝐤′𝛽 . … (1.7)

1.1.2 近藤效应

1934年，W. J. de Haas等人发现金和铜中的电阻存在着极小值 [1]，即随温

度降低电阻先减少后增加，如图 1.1所示。这无法通过晶格缺陷，电声耦合或电

子与电子散射的机制来解释。于是这个“电阻极小”的问题一直困扰着物理学

家。直到随着晶体生长技术的提高，人们得以控制晶体中的杂质浓度时才把电阻
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图 1.1金在 1 K到 5 K范围内的电阻 [1]。

Figure 1.1 Resistance of Au between 1 K and 5 K [1].

极小现象与磁性杂质的存在联系在一起。这一发现为解决电阻极小问题铺平了

道路。在 1964年，日本物理学家 J. Kondo利用多体理论对 s-d交换模型 (1.6)的

杂质散射问题做了微扰计算 [18]。J. Kondo发现当交换作用 𝐽K 为反铁磁时，自

旋翻转会对电阻产生 −𝑐 log 𝑇 的贡献，系数 𝑐与杂质浓度有关。于是总电阻可以

表示为

𝜌 = 𝑎𝑇 5 + 𝑐𝜌0 − 𝑐𝜌1 log 𝑇 , … (1.8)

其中第一项来自声子的贡献，其随温度增加而增加，第二项则来自非磁杂质或晶

格缺陷的贡献，与温度无关。从上式可知，正是声子和自旋翻转两者的贡献使得

电阻出现极小值。J. Kondo的工作解决了困扰人们三十年的疑惑，于是这种由传

导电子自旋与杂质自旋的翻转散射引起的电阻随温度降低而对数增加的机制被

称为近藤效应。

虽然 J. Kondo的工作解释了电阻极小现象，但式 (1.8)在零温下会发散，这

一发散问题又被称为近藤问题。在二十世纪七十年代随着重整化群思想的发展

电阻零温发散的问题得到了完美解决 [19, 20]。如图 1.2所示，单杂质近藤系统

中存在一个特征能标（被称为近藤温度）𝑇K，

𝑇K = 𝐷 exp
(

− 1
𝐽K𝑁 (𝜖𝐹 ))

, … (1.9)

其中 𝐷为导带电子带宽，𝑁 (𝜖𝐹 )为费米能级处的态密度。在这个温度之上，系

统处于弱耦合区间，J. Kondo的微扰计算是适用的，自旋翻转散射使电阻随温度

3
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图 1.2近藤模型重整化流的示意图。图中 FM代表铁磁近藤耦合，AFM代表反铁磁近藤耦

合，FL代表费米液体 [2]。

Figure 1.2 Schematic illustration of renormalization group flow in the Kondo model. In the

diagram, FM = ferromagnet, AFM = antiferromagnet, and FL = Fermi liquid [2].

降低而对数增加。在 𝑇K以下，系统进入强耦合区间，微扰理论失效。此时局域

自旋会被传导电子屏蔽形成新的复合准粒子，新的准粒子与传导电子发生杂化，

在费米面处形成“近藤共振”。同时体系表现出局域费米液体的行为，电阻不再

发散而是随温度降低达到饱和。

1.2 重费米子物理

单杂质近藤模型的近藤问题得到了完美解决，但是当杂质排列成晶格时，则

会涌现出许多新的物理。理论上将单杂质近藤模型做简单推广便可以得到近藤

晶格模型

𝐻 = ∑
𝐤𝜎

𝜖𝑐𝐤𝑐†
𝐤𝜎𝑐𝐤𝜎 + 𝐽K ∑

𝑖
𝐬𝑖 ⋅ 𝐒𝑖. … (1.10)

图 1.3 RKKY相互作用示意图 [2]。

Figure 1.3 Schematic illustration of the RKKY interaction [2].

4



第 1章 引言

在晶格模型中，低温下每个格点上的局域自旋都会与导带电子发生杂化形成复

合准粒子。不同格点间的准粒子由于晶格效应联系在一起，形成杂化能带和杂化

能隙。当化学势在杂化能隙中时基态为近藤绝缘体，当化学势穿过杂化能带时，

基态为金属，表现出费米液体的特征。通常情况下，杂化能带所对应的准粒子的

有效质量非常大，因此也被称为重费米子。

如前所述，低温下的近藤相互作用倾向于使局域自旋发生屏蔽，从而导致系

统处于非磁性的基态。但局域自旋除了与导带电子发生直接的近藤耦合外，不

同格点间的局域自旋还存在由导带电子传递的间接相互作用，RKKY (Ruderman-

Kittel-Kasuya-Yosida)相互作用 [21]

𝐻RKKY = ∑
𝑖𝑗

𝐽 (|𝐑𝑖 − 𝐑𝑗|)𝐒𝑖 ⋅ 𝐒𝑗 , … (1.11)

其中

𝐽 (𝑅) = 9𝜋
2 (

𝐽K
𝐸𝐹 ) [

cos 2𝑘𝐹 𝑅

(2𝑘𝐹 𝑅)
3 − sin 2𝑘𝐹 𝑅

(2𝑘𝐹 𝑅)
4 ]

, … (1.12)

𝑅 = |𝐑𝑖 − 𝐑𝑗|为局域自旋之间的距离，𝑘𝐹 为费米波矢。如图 1.3所示，随距离

不同，RKKY相互作用可以为铁磁型或反铁磁型。

1977年，S. Doniach指出 [22]，在近藤晶格模型中，体系中存在两个能标：

近藤能标 𝑇K和 RKKY能标 𝑇RKKY

𝑇K = 𝐷 exp
(

− 1
𝐽K𝑁 (𝜖𝐹 ))

, 𝑇RKKY = 𝐽 2
K𝑁 (𝜖𝐹 ) . … (1.13)

需要强调的是，𝑇K与近藤耦合系数 𝐽K之间是指数依赖关系，而 𝑇RKKY则是 𝐽K的

幂函数，两种能标呈现出迥然不同的特征。正是近藤效应与 RKKY相互作用之间

的竞争使得晶格模型表现出完全不同于单杂质近藤模型的性质并展现出丰富的

相图。这一点可以通过对非磁金属进行掺杂来体现。图 1.4展示了 Ce𝑥La1−𝑥Cu6

在不同掺杂浓度 𝑥时，其电阻随温度的变化关系 [3]。当 𝑥比较小时，体系中的

杂质较小，可以近似为单杂质近藤模型，因此电阻随温度降低对数增加，在 1 K

以下达到饱和。不断增加杂质浓度 𝑥，低温下的电阻会随 𝑥增加而降低。当 𝑥 = 1

时，体系变为近藤晶格模型，此时电阻在 30 ∼ 40 K处出现极大值，该温度也被

称为相干温度 𝑇 ∗。关于相干温度背后的微观机制则一直存在争议。如传统的平

均场 (MF)理论认为晶格模型中的 𝑇 ∗ 来自近藤效应 𝑇 ∗ ∼ 𝑇K [2]，而二流体理论
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图 1.4近藤系统中的电阻。图中显示了当掺杂浓度 𝑥不同时，Ce𝑥La1−𝑥Cu6 中每摩尔 Ce的

电阻 𝜌 = 𝜌(Ce𝑥La1−𝑥Cu6)−𝜌(LaCu6)随温度的变化关系 [3, 4]。

Figure 1.4 Resistivity of a Kondo system. The temperature dependence of the magnetic resis-

tivity of Ce𝑥La1−𝑥Cu6, calculated as 𝜌 = 𝜌(Ce𝑥La1−𝑥Cu6)−𝜌(LaCu6) per mole Cerium, is

shown for different concentrations x [3, 4].

则发现 𝑇 ∗ 正比于 𝐽 2
K𝑁 (𝜖𝐹 )，因此 𝑇 ∗ 应该对应 𝑇RKKY 能标 [6]。下面分别介绍

两种观点。

1.2.1 平均场理论

为了模拟 RKKY相互作用，人们通常研究近藤-海森堡晶格模型

𝐻 = ∑
𝐤𝜎

𝜖𝑐𝐤𝑐†
𝐤𝜎𝑐𝐤𝜎 + 𝐽K ∑

𝑖
𝐬𝑖 ⋅ 𝐒𝑖 + 𝐽H ∑

𝑖𝑗
𝐒𝑖 ⋅ 𝐒𝑗 . … (1.14)

在赝费米子表示下，上式可以表示为

𝐻 = ∑
𝐤𝜎

𝜖𝑐𝐤𝑐†
𝐤𝜎𝑐𝐤𝜎 − 𝐽K

2 ∑
𝑖𝛼𝛽

𝑐†
𝑖𝛼𝑓𝑖𝛼𝑓 †

𝑖𝛽𝑐𝑖𝛽 − 𝐽H
2 ∑

𝑖𝑗𝛼𝛽
𝑓 †

𝑖𝛼𝑓𝑗𝛼𝑓 †
𝑗𝛽𝑓𝑖𝛽 + ∑

𝑖
𝜆𝑖 (𝑛𝑓𝑖 − 1) ,

… (1.15)

其中拉格朗日乘子 𝜆𝑖 保证赝费米子占据数 𝑛𝑓𝑖 = ∑𝛼 𝑓 †
𝑖𝛼𝑓𝑖𝛼 等于 1。引入如下序

参量可以把近藤相互作用和海森堡相互作用解耦

𝑉 = ∑𝜎
⟨𝑐†

𝑖𝜎𝑓𝑖𝜎⟩ , 𝜒 = ∑𝜎
⟨𝑓 †

𝑖𝜎𝑓𝑗𝜎⟩ , … (1.16)

其中 𝑉 代表杂化效应，而 𝜒 则代表反铁磁相互作用。最后求解自洽方程便可以

得到体系的相图。

6



第 1章 引言

图 1.5三角晶格中近藤-海森堡模型的平均场相图 [5]。

Figure 1.5 Mean-field phase diagram of Kondo-Heisenberg model on the triangular lattice [5].

2003年，T. Senthil等人仔细分析了三角晶格中近藤-海森堡模型的平均场相

图 [5, 23]，如图 1.5所示。高温区间 𝑉 和 𝜒 都等于零，表明导带电子和局域自

旋在高温时退耦合 (decoupled) 。当 𝐽K 较小时，低温下局域自旋形成自旋液体

𝜒 ≠ 0，但自旋液体与导带电子之间依然不存在耦合效应 𝑉 = 0，因此只有传导

电子参与费米面的形成。由于自旋液体中存在分数化的自旋子 (spinon)激发，于

是 T. Senthil等人将小 𝐽K时的低温相取名为 FL∗ (Fractionalized Fermi Liquid)相。

当 𝐽K较大时，近藤效应占主导，低温下自旋液体与传导电子发生杂化，此区间

中 𝑉 和 𝜒 都不等于零。自旋子的相位与传导电子的相位锁定在一起变为带电粒

子参与费米面的形成，因此该区间为 FL (Fermi Liquid)相。在费米液体相中，准

粒子在更低温度下会发生配对进入超导相。2007年，I. Paul等人则进一步分析了

低温下发生杂化的转变温度 [24, 25]，他们发现从 FL∗ 相到 FL相的转变温度正

比于单杂质近藤温度 𝑇K。

此外，在平均场理论中，由于人为地引入了表征杂化的序参量 𝑉，因此有限

温度下平均场会给出相变的结论。但在实验中，电阻连续变化，如图 1.4所示，

因此近藤效应实际上是一个渐变 (crossover) 行为。由于平均场近似忽略了涨落

效应，于是 T. Senthil等人认为只有考虑涨落效应之后才能得到正确的渐变行为，

但他们缺乏实际的计算支持这一观点。
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图 1.6左边:不同近藤晶格化合物中 𝑇 ∗和 𝑇K的实验数据。右边:直线表明 𝑇 ∗ = 0.45𝐽 2
K𝜌，这

意味着 𝑇 ∗ 来自 RKKY相互作用 [6]。

Figure 1.6 Left: experimental 𝑇 ∗ and 𝑇K values for a variety of Kondo lattice compounds.

Right: the linear relation indicates 𝑇 ∗ = 0.45𝐽 2
K𝜌, which demonstrates that 𝑇 ∗ is given

by the intersite RKKY interaction [6].

1.2.2 二流体理论

2002年，S. Nakatsuji等人发现 Ce1−𝑥La𝑥CoIn5中的 𝑇 ∗可能来自格点间的反

铁磁相互作用 [26]。在 2004年初，他们进一步发现 Ce1−𝑥La𝑥CoIn5这一材料中由

𝑓 电子贡献的比热和磁化率能够被一种两流体模型描述 [27]。随后，N. Curro等

人于 2004 年底发现可以用这一两流体模型解释奈特位移反常等实验现象 [28]。

在 2008年，Y.-F. Yang等人仔细分析了十多种近藤晶格模型中 𝑇 ∗和 𝑇K的关系，

证实 𝑇 ∗来自 RKKY相互作用 [6]。

如图 1.6所示，Y.-F. Yang等人注意到不同材料中的 𝑇 ∗和 𝑇K满足下面的关

系 [6]

𝐽K𝜌 = −1/ ln (𝜌𝑇K) = √𝑐−1𝑇 ∗𝜌, … (1.17)

其中 𝜌为态密度，𝑐为拟合常数，𝑇K为单杂质近藤温度

𝑇K ∼ 𝜌−1 e−1/(𝐽K𝜌) . … (1.18)

式 (1.17)表明

𝑇 ∗ = 𝑐𝐽 2
K𝜌. … (1.19)
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图 1.7二流体模型提出的相图。相干温度 𝑇 ∗ 之下出现重的近藤液体 [7]。

Figure 1.7 A suggested phase diagram in two fluid model. 𝑇 ∗ is the coherence temperature

that marks the emergence of the heavy Kondo liquid [7].

而 𝑇RKKY同样正比于 𝐽 2
K𝜌，这意味着 𝑇 ∗确实来自格点间的 RKKY相互作用，而

非平均场理论中认为的 𝑇 ∗由 𝑇K决定。

从 2008年至今，Y.-F. Yang与 D. Pines基于 𝑇 ∗来自 RKKY相互作用这一观

点，发展了一套可以解释重费米子体系中众多反常实验现象的唯象理论，即重费

米子二流体理论 [7, 29]。如图 1.7所示，在二流体理论中 𝑇 ∗ 具有非常重要的地

位，在 𝑇 ∗之上为非相干区间，即局域电子与导带电子退耦合。在 𝑇 ∗之下，一部

分 𝑓 电子开始由局域状态转变为巡游状态，并逐渐与导带电子发生杂化。众多

材料的实验数据表明 𝑓 电子巡游部分的相对权重为

𝑓 (𝑇 ) = 𝑓0 (1 − 𝑇 /𝑇 ∗)
3/2 , … (1.20)

其中参数 𝑓0 反映杂化的效率，可由外磁场、压强等参数调控。转变为巡游状态

的这部分 𝑓 电子形成的流体被称为近藤液体，仍旧保持局域的 𝑓 电子形成的流

体则称为局域自旋液体，其权重为 1 − 𝑓 (𝑇 )。值得注意的是，近藤液体的权重

𝑓 (𝑇 )在不同的材料中都具有相同的形式，表明 𝑓 电子的局域-巡游转变背后有

某种普适规律。但不幸的是，目前还没有微观理论来支持二流体理论中观察到的

各种普适规律。
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图 1.8沿 Γ-𝑀 方向，不同温度下 CeCoIn5 的 ARPES数据 [8]。

Figure 1.8 ARPES data of CeCoIn5 along Γ-𝑀 at the different temperatures [8].

1.2.3 两阶段杂化图像

虽然 𝑇 ∗ 的微观机制还存在着争议，但平均场理论和二流体理论都认为在

𝑇 ∗之下 𝑓 电子才开始与导带电子发生杂化并形成重费米子能带。然而越来越多

的实验结果表明，发生杂化效应的温度远远高于相干温度 𝑇 ∗。比如在 2017年，

Q. Y. Chen等人对 CeCoIn5这一典型的重费米子材料做了 ARPES (Angle-resolved

Photoemission Spectroscopy)实验 [8]。如图 1.8所示，她们发现在 120 K处就能

观察到清晰的能带弯曲现象，远大于 CeCoIn5 的相干温度 𝑇 ∗ ≈ 55 K（见图 1.6

左边的表格）。

在 2020年，Y. P. Liu等人利用超快光谱对 CeCoIn5进行了系统研究 [9]。如

图 1.9所示，弛豫率 𝛾 随温度降低呈现出两类不同的特征。在 𝑇 † = 120 K之上，

超快实验探测到的高能准粒子弛豫率近似不变，这一能标与 ARPES测量中能带

弯折开始出现的特征温度相对应。在 𝑇 †之下，弛豫率随温度降低快速下降，但

不随辐照光强的改变而改变。直到温度降低到 𝑇 ∗ = 55 K之下，弛豫率的大小开

始依赖于辐照光强。

针对以上实验结果，我们提出了两阶段杂化图像 [9]。其中高温能标 𝑇 † 对

应杂化涨落开始起明显效应的能标。在 𝑇 †之上，仅传导电子参与费米面的形成，

局域自旋与传导电子发生非相干散射，对费米面和其他物理量的影响较小。在

𝑇 † 之下，由于杂化涨落效应，每个格点上的局域自旋会与传导电子发生杂化形

成复合准粒子，从而改变费米面附近的电子结构，对应实验中看到的能带弯曲现

象。但此时格点间的杂化关联还很弱，不足以形成重费米子能带，因此仅打开直
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图 1.9不同辐照光强下弛豫率 𝛾随温度的函数曲线。𝑇 ∗和 𝑇 †处有明显的反常，其中 𝑇 ∗ < 𝑇 †。

在 𝑇 ∗ 之下，𝛾 与辐照光强之间有很强的依赖关系。在 𝑇 † 之上，𝛾 几乎保持不变 [9]。

Figure 1.9 The decay rate 𝛾 as a function of temperature measured at different fluences. Two

clear anomalies at 𝑇 ∗ and 𝑇 † are found (𝑇 ∗ < 𝑇 †). Below 𝑇 ∗, 𝛾 shows strong fluence-

dependent. Above 𝑇 †, 𝛾 almost keeps constant. [9]

接带隙从而抑制高能准粒子的弛豫率。随温度进一步降低到相干温度 𝑇 ∗ 之下，

由于格点间的 RKKY相互作用，不同格点间的杂化准粒子开始发生关联，导致

重费米子能带的形成和间接能隙的打开。而间接带隙的打开会使电阻等物理量

发生明显变化。

我们可以把两阶段杂化图像简单总结为：𝑇 † 对应杂化涨落开始影响可观测

量的能标，𝑇 ∗则对应格点间的磁关联和杂化关联开始占主导地位的能标。

1.2.4 杂化涨落与杂化关联

除了上述实验证据外，理论研究也揭示了杂化涨落和杂化关联的重要性。在

这一小节中，我们将介绍理论研究的历史和现状。

对杂化涨落的理论研究可以追溯到 1982年，M. Lavagna等人认为杂化的空

间涨落会引起电子间的散射，于是系统地研究了近藤晶格模型中电阻随温度的

变化规律 [10]。如图 1.10所示，他们的研究表明当传导电子数 𝑛 < 1时，体系为

金属态，低温下电阻随温度增加而线性增加，高温下电阻随温度升高对数下降，

电阻最大值的特征温度为 𝑇1 ∼ (1 − 𝑛)
1
3 𝑇K。当 𝑛 = 1时，体系的电阻表现为半导

11
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图 1.10传导电子占据数 𝑛取不同值时，电阻随温度的变化关系 [10]。

Figure 1.10 Temperature dependence of resistivity for various values of the conduction electron

number 𝑛 [10].

体行为，即随温度增加指数下降 𝜌 ∼ exp(𝑇K/𝑇 )。这篇文章的作者研究的是近藤

晶格模型，虽然考虑杂化的空间涨落后得到了电阻变化的渐变行为而不是平均

场理论中的跃变，但由于忽略了局域自旋间的 RKKY交换关联效应，他们发现

电阻最大值的特征温度不是相干温度 𝑇 ∗而是正比于单杂质近藤温度 𝑇K。

K. Ohara 等人则在 2007 年到 2014 年间利用推广的金兹堡—朗道理论系统

研究了 Coqblin-Schrieffer晶格模型中杂化涨落对物理量的影响 [30–32]。他们引

入了辅助玻色场 𝜑𝑖 将近藤相互作用解耦 𝜑𝑖 → ∑𝜎 𝑓 †
𝑖𝜎𝑐𝑖𝜎。忽略辅助场的虚时依

赖而仅考虑静态杂化时，他们写出了关于 𝜑𝑖 的四阶自由能并将 𝜑4
𝑖 项作解耦近

似后研究了体系序参量、比热和磁矩随温度的变化规律。他们发现比热在 𝑇K处

不再有发散行为，表明当考虑杂化涨落后，平均场下的二阶相变变为了与真实物

理更接近的渐变行为，但随之带来的问题则是体系在 𝑇K/3以下出现了非物理的

行为。作者认为这一温度下出现非物理行为的原因是忽略了更高阶的相互作用。

在 2013年，作者进一步考虑了玻色场 𝜑𝑖的频率依赖 [31]，得到了四阶的金兹堡

—朗道—威尔逊作用量。相比之前的研究，考虑辅助场的动力学涨落后能在高温

时得到 𝑆 → 𝑁𝑘𝐵 ln 2的正确结果。在 2014年，作者研究了零温时由杂化场的相

位涨落和振幅涨落引起的 Nambu–Goldstone模和 Higgs模的色散 [32]。与超导不

同的是，杂化场可以看作是 𝑐和 𝑓 电子组成的粒子和空穴对，是电中性的，不会

与电磁场耦合，因此不存在 Anderson–Higgs效应。也就是说 Nambu–Goldstone
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模不会消失，其谱函数不会打开能隙。他们的研究表明 Nambu–Goldstone模的色

散关系正比于动量的平方。

上述研究都忽略了局域自旋间的 RKKY交换关联效应，因此所得结果都不

能反映真实的重费米子物理。理论上通常在模型中添加海森堡项来模拟这一效

应。2004年 T. Senthil等人研究了近藤-海森堡模型中 𝜒 场（式 (1.16)）的规范涨

落 [23]。他们发现规范涨落会对比热产生 𝑇 ln (1/𝑇 )的贡献。P. Coleman等人则

进一步研究了规范涨落对输运性质的影响 [33]，在没有杂化的自旋液体区间，𝜒

的规范场 𝜃与电磁场退耦合，因此自旋子不带电，此时对电导的贡献仅来自传导

电子。而在有杂化的重费米液体相，𝜃与电磁场相耦合，自旋子将带电变为电子

从而与传导电子发生杂化，此时对电导的贡献则来自 𝑐和 𝑓 电子两部分，因此电

导将在相变点发生跃变。另一方面，由于热导率不与规范场耦合，因此热导率在

相变点不会发生跃变，这会导致Wiedemann-Franz比率也会在相变点发生跃变。

除了 𝜒 场的规范涨落外，体系还存在杂化场 𝑉𝑖 → ∑𝜎 𝑓 †
𝑖𝜎𝑐𝑖𝜎 的涨落。I. Paul等人

在 2007年利用自旋的费米子表示研究了大 𝑁 极限下近藤-海森堡模型中杂化场

的临界涨落 [24, 25]。平均场框架下，体系中存在从杂化为零的自旋液体相到杂

化不为零的近藤屏蔽相转变的量子临界点。他们发现在一个很小的温度之上（大

约为 1 mK），单杂质近藤温度之下，杂化涨落的临界指数为 𝑧 = 3，体系的电阻

表现出 𝑇 log 𝑇 的边缘费米液体行为。

上述工作都是基于在平均场附近做微扰展开的方法。这类方法不能很好地

处理高阶涨落效应。针对这一问题，我们利用行列式蒙特卡洛 (DQMC)方法系

统地研究了周期性安德森模型中的杂化涨落和杂化关联 [11]

𝐿𝑖𝑗(𝜏) = − ⟨𝒯𝜏 [𝑂𝑖(𝜏) − ⟨𝑂𝑖⟩] [𝑂𝑗(0) − ⟨𝑂𝑗⟩]⟩ , … (1.21)

其中 𝑂𝑖 = ∑𝜎(𝑐†
𝑖𝜎𝑓𝑖𝜎 + 𝑓 †

𝑖𝜎𝑐𝑖𝜎)为杂化算符。我们研究了杂化关联的谱函数

𝐿𝐪(𝜔) = 1
𝑁 ∑

𝑖𝑗
𝑒−𝑖𝐪⋅(𝐫𝑖−𝐫𝑗 )𝐿𝑖𝑗(𝜔), … (1.22)

并基于 𝐿𝐪=0(𝜔) = 𝑁−1 ∑𝑖𝑗 𝐿𝑖𝑗(𝜔)构建了相图。如图 1.11所示，其中 I和 II区间

中的传导电子和局域电子退耦合；在 II区间中，𝑓 电子在低温下会打开莫特能

隙。III区间中杂化涨落开始起作用，同时非局域关联𝑁−1 ∑𝑖≠𝑗 𝐿𝑖𝑗(𝜔)开始出现，

但非局域的关联比较弱。我们还发现这个区间中能带会发生轻微的弯曲，因此
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图 1.11 (a)比较 Re 𝐿0(𝜔)的局域与非局域部分。(b)基于 𝐿0(𝜔)构建的相图。其中背景颜色

反映了 𝐿0(0)处斜率 𝐾 的大小 [11]。

Figure 1.11 (a) Comparison of the local and nonlocal contributions to Re 𝐿0(𝜔). (b) Tentative

phase diagram constructed based solely on 𝐿0(𝜔). The background colors reflect the

low-energy slope 𝐾 of its imaginary part [11].

III区间对应着两阶段杂化图像中 𝑇 ∗ < 𝑇 < 𝑇 †的温度区间。在 IV区间，格点间

的非局域关联显著增加，甚至达到了局域关联 𝑁−1 ∑𝑖 𝐿𝑖𝑖(𝜔)的量级，此时格点

间的强关联导致重费米子杂化能带的形成，体系处于近藤绝缘态。IV区间对应

两阶段杂化图像 𝑇 ∗之下的温度区间。由此可以看出，我们的工作证实了前面提

出的两阶段杂化图像。

至此，我们已经从实验和理论的角度分别阐述了研究杂化涨落和杂化关联

的重要性。虽然我们已经利用 DQMC方法研究了周期性安德森模型中的杂化涨

落和杂化关联并取得了重要进展 [11]，但该模型不显含重费米子物理中最重要的

近藤和 RKKY相互作用。为了更清楚地体现近藤效应和 RKKY相互作用的竞争

并揭示 RKKY相互作用在杂化物理中扮演的角色，我们需要进一步研究近藤-海

森堡模型中的杂化涨落和杂化关联。然而该模型的传统研究方法如平均场、有效

场理论和动力学平均场等都不能很好地处理杂化场的涨落和空间关联效应，因

此我们需要发展新方法来研究近藤-海森堡模型中的杂化涨落和杂化关联，以帮

助我们进一步理解重费米子体系中的各种复杂现象。而这也是第三章中相关工
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作的研究动机。

1.3 相变

除了有限温下的杂化物理以外，重费米子体系在零温下的量子相变和低温

下的量子临界现象也吸引了科研工作者的关注。在这一小节中我们将简单介绍

相变的概念。

1.3.1 经典相变

由热涨落驱动的相变被称为经典相变。如二维正方格子上的经典伊辛模型

𝐻 = −𝐽 ∑
⟨𝑖𝑗⟩

𝑆𝑧
𝑖 𝑆𝑧

𝑗 , … (1.23)

其中 𝑆𝑧
𝑖 = {−1, +1}为经典自旋。在高温时，很强的热运动导致自旋呈无序分布。

随温度降低，在临界温度 𝑇c 之下，系统发生相变进入铁磁相，自旋全部向上或

向下。当自由能随温度的一阶导数不连续时称为一级相变，当一阶导数连续而二

阶导数不连续时则称为二级相变，又称为连续相变。对于连续相变，当温度接近

𝑇c时，关联长度将发散

𝜉 ∝ |
𝑇 − 𝑇𝑐

𝑇𝑐 |
−𝜈

, … (1.24)

其中 𝜈 是关联长度的临界指数。如经典伊辛模型的临界指数为 𝜈 = 1。不同的临

界指数对应不同的普适类。

1.3.2 量子相变

除热力学涨落外，量子体系中还存在量子涨落。特别地，在零温时，热涨落

消失，我们把仅由量子涨落驱动的相变称为量子相变，把相变点称为量子临界

点 (QCP)。比如我们把经典伊辛模型中的经典变量 𝑆𝑧
𝑖 = {−1, +1}改为泡利矩阵，

然后加入外场中就得到了横场伊辛模型

𝐻 = −𝐽
𝑁

∑
𝑗=1

𝜎𝑥
𝑗 𝜎𝑥

𝑗+1 − ℎ
𝑁

∑
𝑗=1

𝜎𝑧
𝑗 , … (1.25)

其中 𝐽 > 0为铁磁相互作用，ℎ为外场。在零温下，泡利矩阵的不对易性将引起

很强的量子涨落。当 𝐽 ≫ ℎ时，自旋全部向左或向右，体系发生自发对称破缺

进入铁磁态；反之当 𝐽 ≪ ℎ时，横场引起的量子涨落将使系统处于无序的顺磁
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图 1.12量子临界点附近的相图示意图 [12]。

Figure 1.12 Schematic phase diagram in the vicinity of a quantum critical point [12].

态。增加磁场 ℎ时，体系存在从铁磁态到顺磁态的相变，相变点发生在 𝐽 = ℎ处

[12]。

注意到自由能为 𝐹 = 𝑈 − 𝑇 𝑆，因此零温下自由能等于基态能。类似经典相

变的分类，我们可以根据基态能对调控参数（如外磁场 ℎ）的导数的连续性对量

子相变进行分类。当基态能对非热参数的一阶导数不连续时称为一级量子相变；

当基态能对非热参数的一阶导数连续而二阶导数不连续时称为二级量子相变或

连续量子相变。同理，我们也可以引入临界指数研究量子相变的普适类。

在量子相变点之上常常存在一个量子临界区，如图 1.12所示。由于根据热

力学第三定律，我们不可能在实验中达到绝对的零温，因此我们更关心低温下量

子临界区中的物理，如重费米子系统量子临界区中的非费米液体和非常规超导

等。

此外，我们可以利用路径积分理论把一个 𝑑维的量子系统映射为 𝑑 + 1维的

经典系统。这种映射有时能帮助我们简化问题，加深我们对复杂量子问题的理

解。比如一维量子横场伊辛模型和二维经典伊辛模型都有严格解，可以证明一

维横场伊辛模型量子相变的临界指数与二维经典伊辛模型热力学相变的临界指

数是一致的，表明两个相变属于统一普适类且这种量子经典映射是有效的 [12]。

对于强关联电子体系，建立解析的映射往往是不可能的，但我们还可以在数值上

建立起这种对应关系。在 2020年，我们基于杂化展开的连续时间量子蒙特卡洛

(CT-HYB)方法，结合机器学习将量子杂质模型的有效作用量映射到一个经典的
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图 1.13 CT-HYB量子位形与经典分子气体的量子经典对应 [13]。

Figure 1.13 The quantum-to-classical mapping between CT-HYB configuration and classical

molecular gas [13].

双原子分子系统，如图 1.13所示。我们把量子模型的莫特相变转化为经典分子

气体的气液相变进行研究，为理解莫特转变提供了新的视角 [13]。

1.3.3 动力学量子相变

调控温度可以观察到经典相变，零温下调控非热参数可以观察到量子相变。

我们还有时间自由度可以调控，因此一个自然的问题是我们能否观察到调控时

间引起的相变？M. Heyl等人在 2013年针对这一问题提出了动力学量子相变的

概念 [34]。他们的主要研究对象是 Loschmidt回波

ℒ (𝑡) = |⟨𝜓0 |e− i 𝐻𝑡| 𝜓0⟩|
2 . … (1.26)

M. Heyl等人认为 Loschmidt回波可以视为边界配分函数 (boundary partition func-

tion) 𝑍𝐵 = ⟨𝜓0 |e−𝑅𝐻 | 𝜓0⟩在时间方向上的推广 𝑅 = i 𝑡，因此可以看作动力学配

分函数，其比率函数

𝜆 (𝑡) = − lim
𝑁→∞

1
𝑁𝑑 ln ℒ (𝑡) , … (1.27)

则对应动力学自由能。如图 1.14所示，𝜆 (𝑡)在时间方向上的奇异性被命名为动

力学量子相变。

动力学量子相变的概念一经提出，便受到了众多科研工作者的关注。经过几

年的发展，虽然人们在越来越多的体系中观察到了动力学量子相变，但我们对动

力学量子相变的认识深度还远远不够。原因之一是传统的哈密顿量本征值方法
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图 1.14动力学量子相变的示意图 [14]。

Figure 1.14 A schematic illustration of a dynamical quantum phase transition [14].

只局限于参数突变的情况，极大地限制了我们对非平衡物理的认识。针对这一情

况，我们在第四章中把路径积分理论推广到非平衡物理的研究中。我们发展了计

算多体系统量子功的泛函路径积分方法，并利用这一方法研究了任意非平衡条

件下的动力学量子相变。此外，在未来的研究中，我们还可以借鉴量子经典对应

的思想，建立某种时间——空间对偶来研究动力学量子相变，以揭示动力学量子

相变发生的真正条件。

1.4 论文结构

在第一章中我们着重介绍了近藤效应、近藤问题和重费米子物理，并通过二

流体理论和两阶段杂化图像强调了重费米子体系中杂化涨落和杂化关联的重要

性。随后我们还介绍了杂化涨落和杂化关联的理论研究历史和现状。最后，我们

讲解了经典相变、量子相变以及最近受到广泛关注的动力学量子相变的基本概

念和思想。

在第二章中，我们将详细介绍本论文所使用的研究方法，即路径积分理论和

蒙特卡洛 (MC)方法，并讲解如何将两者有机地结合在一起。

在第三章中，针对传统重费米子方法不能很好处理杂化涨落和空间关联的

问题，我们发展了静态辅助场 (SAF)近似方法来处理重费米子体系中的杂化涨

落和杂化关联。结合机器学习，我们研究了两杂质近藤-海森堡模型中的互信息，

发现杂化场的振幅互信息可以揭示量子相变而相位互信息则揭示了相位相干性

与重费米子杂化图像之间的深刻联系。
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在多体系统量子功和动力学量子相变的研究中，针对传统哈密顿量方法局

限于参数突变情况的问题，我们在第四章中将路径积分理论推广到非平衡量子

热力学的研究中。我们发展了计算多体系统量子功的路径积分方法，解决了旧方

法不易推广到任意非平衡过程的缺点。通过计算横场伊辛模型，拓扑模型以及超

导模型中的功分布和动力学量子相变，我们展示了新方法的正确性以及优越性。

最后，第五章是总结和展望。
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第 2章 主要理论方法

这一章主要介绍研究强关联电子系统的常用理论和数值方法：路径积分理

论与蒙特卡洛方法。我们将通过简单的例子来阐明路径积分与蒙特卡洛方法背

后的思想。因为“万变不离其宗”，只有当我们掌握不同方法背后的基本思想后

才能灵活地运用该方法并应用到不同的场景中，如将两种方法结合、推广到非平

衡和非厄米系统、以及与机器学习结合等。

2.1 单粒子系统的路径积分理论

在平衡态物理中，配分函数 𝑍 = Tr [e−𝛽𝐻 ]占据着举足轻重的地位。因为一

旦求出配分函数，系统的自由能、比热等热力学量也可以随之得到。我们将以简

谐振子为例展示如何利用路径积分方法求解配分函数，并说明鞍点解和量子涨

落等常用概念的含义。

2.1.1 作用量

简谐振子的哈密顿量为

𝐻 = ̂𝑝2

2𝑚 + 𝑚
2 𝜔2�̂�2. … (2.1)

我们希望计算它的配分函数

𝑍 = Tr [e−𝛽𝐻] = ∫ 𝑑𝑥 ⟨𝑥| e−𝛽𝐻 |𝑥⟩ . … (2.2)

为此，我们先定义传播子

𝐺 ≡ ⟨𝑥𝑓 | e− i(𝑡𝑓 −𝑡𝑖)𝐻/ℏ |𝑥𝑖⟩ , … (2.3)

它代表从 𝐴 (𝑥𝑖, 𝑡𝑖)点到 𝐵 (𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 )点的跃迁概率。一旦求出 𝐺 后，我们可以形

式上令 𝑥𝑓 = 𝑥𝑖 = 𝑥 以及 𝑡𝑓 − 𝑡𝑖 = − i 𝛽ℏ，然后再对 𝑥 积分便可求得配分函数

𝑍 = ∫ 𝑑𝑥𝐺。

首先，我们对指数上的时间进行切片，即把时间间隔 𝑡𝑓 − 𝑡𝑖分为𝑀 份，

𝐺 = ⟨𝑥𝑓 | e− i Δ𝑡𝐻/ℏ e− i Δ𝑡𝐻/ℏ ⋯ e− i Δ𝑡𝐻/ℏ |𝑥𝑖⟩ , … (2.4)
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图 2.1从 𝐴 (𝑥𝑖, 𝑡𝑖)点到 𝐵 (𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 )点的各种可能路径 [15]。

Figure 2.1 Various possible paths from 𝐴 (𝑥𝑖, 𝑡𝑖) to 𝐵 (𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 ) [15].

其中 Δ𝑡 = 𝑡𝑓 −𝑡𝑖
𝑀 。然后我们在每一个切片处插入单位一：∫ 𝑑𝑥 |𝑥⟩ ⟨𝑥| = 1，此时传

播子可以写为

𝐺 = ∫
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑀−1

∏
𝑛=1

𝑑𝑥𝑛
⎞
⎟
⎟
⎠

⎡⎢⎢⎣

𝑀

∏
𝑛=1

⟨𝑥𝑛| e− i Δ𝑡𝐻/ℏ |𝑥𝑛−1⟩
⎤⎥⎥⎦

. … (2.5)

为了书写方便，我们在上式中改变了记号 𝑥𝑖 ≡ 𝑥0, 𝑥𝑓 ≡ 𝑥𝑀。如图 2.1所示，上

式表明在量子力学中，从 𝐴点到 𝐵 点的各种可能路径都是允许的。为了计算从

𝐴点到 𝐵 的传播概率，我们需要对各种可能的路径进行求和，因此路径积分也

被叫做“历史求和”(sum over histories)。

下面考虑无穷小时间间隔的传播子

𝐺𝑛 = ⟨𝑥𝑛| e− i Δ𝑡𝐻/ℏ |𝑥𝑛−1⟩ . … (2.6)

进一步插入动量表象的单位一：∫ 𝑑𝑝𝑛 |𝑝𝑛⟩ ⟨𝑝𝑛| = 1，得

𝐺𝑛 = ∫ 𝑑𝑝𝑛 ⟨𝑥𝑛|𝑝𝑛⟩ ⟨𝑝𝑛| e− i Δ𝑡𝐻/ℏ |𝑥𝑛−1⟩ . … (2.7)

再利用表象变换的关系 ⟨𝑥|𝑝⟩ = ei 𝑝𝑥/ℏ

√2𝜋ℏ
，我们可以消除掉 𝐺𝑛中的态矢

𝐺𝑛 = 1
2𝜋ℏ e− i Δ𝑡

ℏ
𝑚
2 𝜔2𝑥2

𝑛−1
∫ 𝑑𝑝𝑛 e− i Δ𝑡

2𝑚ℏ 𝑝2
𝑛 ei 𝑝𝑛(𝑥𝑛−𝑥𝑛−1)/ℏ

= √
− i 𝑚

2𝜋ℏΔ𝑡 e
i 𝑚(𝑥𝑛−𝑥𝑛−1)2

2Δ𝑡ℏ −i Δ𝑡
ℏ

𝑚
2 𝜔2𝑥2

𝑛−1 .
… (2.8)
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在第二个等式中，为了积分掉动量 𝑝𝑛，我们利用了如下的高斯积分公式

∫
∞

−∞
𝑑𝑥 e− 𝑎

2 𝑥2+𝑏𝑥 = √
2𝜋
𝑎 e

𝑏2
2𝑎 . … (2.9)

最后，把 𝐺𝑛带入式 (2.5)后整理可得

𝐺 = (
− i 𝑚

2𝜋ℏΔ𝑡)
𝑀/2

∫
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑀−1

∏
𝑛=1

𝑑𝑥𝑛
⎞
⎟
⎟
⎠

exp
⎡⎢⎢⎣

i Δ𝑡
ℏ

𝑀

∑
𝑛=1

𝑚 (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1)
2

2Δ𝑡2 − 𝑚
2 𝜔2𝑥2

𝑛−1
⎤⎥⎥⎦

= ∫ 𝒟 [𝑥 (𝑡)] exp [
i
ℏ ∫

𝑡𝑓

𝑡𝑖
𝑑𝑡 (

𝑚�̇�2

2 − 𝑚
2 𝜔2𝑥2

)]

= ∫ 𝒟 [𝑥 (𝑡)] exp{ i
ℏ𝑆 [𝑥 (𝑡)]},

… (2.10)

其中 𝒟 [𝑥 (𝑡)]为积分测度，指数中的函数被称为作用量

𝑆 [𝑥 (𝑡)] = ∫
𝑡𝑓

𝑡𝑖
𝑑𝑡 (

𝑚�̇�2

2 − 1
2𝑚𝜔2𝑥2

) . … (2.11)

上式中的被积函数又被称为拉氏量。

这一小节最重要的思想是：我们可以对指数上的时间段进行切片然后插入

单位一，最后进行连续化便可以求出系统的作用量。

2.1.2 鞍点解

虽然各种可能的路径都是允许的，但只有鞍点解的路径对传播幅的贡献最

大。这可以表述为最小作用原理。

最小作用原理:经典力学方程对应作用量的极值解（图 2.2中实线所示），即

粒子从 𝐴 (𝑥𝑖, 𝑡𝑖)点到 𝐵 (𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 )点的经典路径 𝑥𝑐 (𝑡)满足 Euler-Lagrange方程

𝛿𝑆 = 0 ⟹ �̈�𝑐 + 𝜔2𝑥𝑐 = 0. … (2.12)

上式也被称为最小作用原理。最小作用原理的应用非常广泛。比如在相对论中，

作用量 𝑆 = ∫ √−𝑔𝑑𝑛𝑥𝑅的鞍点对应爱因斯坦场方程。在多体物理中，我们常常

把 𝛿𝑆 = 0的解称为鞍点解。可以证明在近藤模型或者近藤海森堡模型中，鞍点

解也对应平均场解。

Euler-Lagrange方程 (2.12)的解为

𝑥𝑐 =
𝑥𝑓 sin [𝜔 (𝑡 − 𝑡𝑖)] − 𝑥𝑖 sin [𝜔 (𝑡 − 𝑡𝑓 )]

sin [𝜔 (𝑡𝑓 − 𝑡𝑖)]
. … (2.13)
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图 2.2实线为经典路径，虚线则为量子力学所允许的路径 [16]。

Figure 2.2 The classical path is shown as a solid line, alternative paths allowed by quantum

mechanics are shown as dashed lines [16].

于是经典路径的作用量为

𝑆 [𝑥𝑐] = ∫
𝑡𝑓

𝑡𝑖
𝑑𝑡

[
𝑚�̇�2

𝑐
2 − 1

2𝑚𝜔2𝑥2
𝑐]

= 𝑚𝜔
2 sin [𝜔 (𝑡𝑓 − 𝑡𝑖)] {(𝑥2

𝑓 + 𝑥2
𝑖 ) cos [𝜔 (𝑡𝑓 − 𝑡𝑖)] − 2𝑥𝑖𝑥𝑓 } .

… (2.14)

这一节的核心思想是：我们可以通过对作用量变分的方法求出体系的鞍点

解。在强关联电子体系中，鞍点解往往能给出一个直观的物理图像。

2.1.3 量子涨落

在经典力学中，粒子只能沿经典路径运动。但在量子力学中，由于量子效应，

偏离经典路径的运动轨迹也是有一定几率出现的，如图 2.2中虚线所示。为了考

虑量子涨落效应，我们把作用量在鞍点解附近做微扰展开

𝑆 [𝑥𝑐 + 𝑦] = 𝑆 [𝑥𝑐] + 1
2! ∫ 𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑦 (𝑡1) 𝑦 (𝑡2)

𝛿2𝑆 [𝑥]
𝛿𝑥 (𝑡1) 𝛿𝑥 (𝑡2)

|𝑥=𝑥𝑐 . … (2.15)

注意到对于简谐振子，上式是严格的，其原因是势能中只有二次项，所以这里没

有高阶展开项，由于鞍点满足 𝛿𝑆 = 0，所以也没有一阶展开项。

利用作用量的展开表达式，我们可以把传播子写为

𝐺 = ∫ 𝒟 [𝑥 (𝑡)] exp{ i
ℏ𝑆 [𝑥 (𝑡)]}

= exp{ i
ℏ𝑆 [𝑥𝑐]} ∫ 𝒟 [𝑦 (𝑡)] exp{i 𝑚

2ℏ ∫ 𝑑𝑡 ( ̇𝑦2 − 𝜔2𝑦2)}.
… (2.16)
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在上一节中我们已经计算了 𝑆 [𝑥𝑐]，为了严格求解传播子 𝐺，我们还需要求出涨

落的贡献 𝐼𝑓

𝐼𝑓 ≡ ∫ 𝒟 [𝑦 (𝑡)] exp{i 𝑚
2ℏ ∫ 𝑑𝑡 ( ̇𝑦2 − 𝜔2𝑦2)}, … (2.17)

其中由于边界 𝐴和 𝐵是确定的，所以有 𝑦 (𝑡𝑖) = 0，𝑦 (𝑡𝑓 ) = 0。将积分改写为求

和，我们发现涨落效应 𝐼𝑓 可以写为如下的简洁形式

𝐼𝑓 = (
− i 𝑚

2𝜋ℏΔ𝑡)
𝑀/2

∫
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑀−1

∏
𝑛=1

𝑑𝑦𝑛
⎞
⎟
⎟
⎠

exp
⎡⎢⎢⎣

i 𝑚
2ℏΔ𝑡

𝑀−1

∑
𝑖,𝑗=1

𝑦𝑖 (𝐴𝑀−1)𝑖𝑗 𝑦𝑗
⎤⎥⎥⎦

, … (2.18)

其中 (𝑀 − 1) × (𝑀 − 1)维的正方矩阵 𝐴𝑀−1为

𝐴𝑀−1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2 − Δ𝑡2𝜔2 −1 0 0

−1 2 − Δ𝑡2𝜔2 −1 0

0 −1 2 − Δ𝑡2𝜔2 −1

0 0 −1 ⋱

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

. … (2.19)

利用积分公式

∫ 𝑑𝑥1 ⋯ 𝑑𝑥𝑛 exp
(

− ∑
𝑖,𝑗

𝑥𝑖𝐴𝑖𝑗𝑥𝑗)
= 𝜋𝑛𝑙2

√det 𝐴
, … (2.20)

将 𝑦𝑛积分掉后，𝐼𝑓 可以化简为

𝐼𝑓 = lim
𝑀→∞ (

𝑚
2𝜋ℏ i Δ𝑡 det 𝐴𝑀−1 )

1/2
. … (2.21)

于是我们还需要计算行列式 (2.19)的值。注意到将 𝐴𝑁 按第一列展开后可得

如下的递推关系

det [𝐴𝑁 (𝜔)] = (2 − Δ𝑡2𝜔2) det [𝐴𝑁−1 (𝜔)] − det [𝐴𝑁−2 (𝜔)] , … (2.22)

其中初始两个行列式的值为

det [𝐴1] = 2 − Δ𝑡2𝜔2,

det [𝐴2] = (2 − Δ𝑡2𝜔2)
2 − 1.

… (2.23)

引入新的定义 Ψ𝑁 ≡ Δ𝑡 det [𝐴𝑁 (𝜔)]，然后利用上面的递推公式可得

Ψ𝑁 − 2Ψ𝑁−1 + Ψ𝑁−2
Δ𝑡2 = −𝜔2Ψ𝑁−1, … (2.24)
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其中𝑁 > 2，初值 Ψ1和 Ψ2为

Ψ1 = 2Δ𝑡 − Δ𝑡3𝜔2, Ψ2 − Ψ1
Δ𝑡 = 1 − 4Δ𝑡2𝜔2 + Δ𝑡4𝜔4, … (2.25)

在连续极限下𝑁 → ∞，Δ𝑡 → 0，式 (2.24)可写为二阶微分方程

𝑑2Ψ (𝑡)
𝑑𝑡2 = −𝜔2Ψ (𝑡) , … (2.26)

其中初值 (2.25)变为

Ψ (𝑡𝑖) = lim
Δ𝑡→0

Ψ1 = 0, 𝑑Ψ (𝑡)
𝑑𝑡 |𝑡=𝑡𝑖 = lim

Δ𝑡→0
Ψ2 − Ψ1

Δ𝑡 = 1. … (2.27)

此二阶微分方程的解为

Ψ (𝑡) =
sin [𝜔 (𝑡 − 𝑡𝑖)]

𝜔 , … (2.28)

带入式 (2.21)即可求出量子涨落对传播子的贡献

𝐼𝑓 = lim
𝑀→∞ (

𝑚
2𝜋ℏ i Δ𝑡 det 𝐴𝑀−1 )

1/2
=

(
𝑚𝜔

2𝜋ℏ i sin [𝜔 (𝑡𝑓 − 𝑡𝑖)])

1/2

. … (2.29)

最后，结合上节中所得的鞍点解 𝑆 [𝑥𝑐]，便可以求出传播子 𝐺的最终表达式

𝐺 = exp
{

i 𝑚𝜔
2ℏ sin [𝜔 (𝑡𝑓 − 𝑡𝑖)] {(𝑥2

𝑓 + 𝑥2
𝑖 ) cos [𝜔 (𝑡𝑓 − 𝑡𝑖)] − 2𝑥𝑖𝑥𝑓 }}

×
(

𝑚𝜔
2𝜋ℏ i sin [𝜔 (𝑡𝑓 − 𝑡𝑖)])

1/2

.

… (2.30)

做变量替换 𝑥𝑓 → 𝑥, 𝑥𝑖 → 𝑥以及 𝑡𝑓 − 𝑡𝑖 → − i 𝛽ℏ后再对 𝑥积分便可求得配分

函数

𝑍 = ∫ 𝑑𝑥 exp
{

i 𝑚𝜔 {2𝑥2 cos [− i 𝛽ℏ𝜔] − 2𝑥2}
2ℏ sin [− i 𝛽ℏ𝜔] } (

𝑚𝜔
2𝜋ℏ i sin [− i 𝛽ℏ𝜔])

1/2

= 1
2 sinh [𝛽ℏ𝜔/2] .

… (2.31)

这一节的核心思想是：在量子体系中存在着量子涨落，我们可以在鞍点附近

做展开把量子涨落效应考虑在内，从而得到正确的配分函数。

26



第 2章 主要理论方法

图 2.3对虚时间隔 [0, 𝛽]进行时间切片的示意图 [15]。

Figure 2.3 Illustration of the slicing of the imaginary time interval [0, 𝛽] [15].

2.2 多体系统中的路径积分理论

上一小节中我们以简谐振子为例介绍了单粒子系统中的作用量、鞍点近似

以及量子涨落的概念。这一节我们把相关概念推广到多体系统中。

在多体系统中，我们需要处理如下类型的哈密顿量

𝐻 = ∑
𝑖𝑗,𝜎

𝑡𝑖𝑗𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + 𝐻int, … (2.32)

其中 𝑐𝑖 可以为费米子或玻色子算符，𝐻int 代表粒子间的相互作用项。其配分函

数可以表示为

𝑍 = ∫ 𝒟 (𝜓, 𝜓) exp
(

− ∑
𝑖

𝜓 𝑖𝜓𝑖)
⟨𝜁𝜓| exp (−𝛽𝐻) |𝜓⟩ , … (2.33)

其中边界条件为

𝜓 (0) = 𝜁𝜓 (𝛽) , 𝜓 (0) = 𝜁𝜓 (𝛽) , … (2.34)

对于玻色子 𝜁 = 1，对于费米子 𝜁 = −1。如图 2.3所示，采用同样的时间切片办

法，我们把虚时 𝛽 分为𝑀 份，然后在每一个小间隔处插入单位一，最后取连续

极限𝑀 → ∞，便可以求出系统的配分函数

𝑍 = ∫ 𝒟 (𝜓, 𝜓) e−𝑆[𝜓,𝜓], … (2.35)

与作用量

𝑆 [𝜓, 𝜓] = ∫
𝛽

0
𝑑𝜏

[∑
𝑖𝑗,𝜎

𝜓 𝑖𝜎 (𝜕𝜏 + 𝑡𝑖𝑗) 𝜓𝑗𝜎 + 𝐻int (𝜓, 𝜓)]
. … (2.36)

在玻色子系统中，𝜓 为复变量，在费米子系统中 𝜓 为 Grassmann变量。
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对于本文所涉及的费米子系统，我们不能对 Grassmann 变量直接做鞍点近

似。常用的处理办法是通过 Hubbard-Stratonovich变换引入玻色型的辅助场 𝜙将

𝐻int解耦，然后积分掉费米子得到仅与复变量有关的有效作用量 𝑆eff [𝜙]。

𝑍 = ∫ 𝒟𝜙𝒟Ψ exp {−Ψ†𝑀 [𝜙] Ψ − 𝑆0 [𝜙]}

= ∫ 𝒟𝜙 exp {−𝑆0 [𝜙]} det 𝑀 [𝜙] .
… (2.37)

于是有效作用量为

𝑆eff [𝜙] = − ln det 𝑀 [𝜙] + 𝑆0 [𝜙] , 𝑍 = ∫ 𝒟𝜙 exp {−𝑆eff [𝜙]} . … (2.38)

最后我们基于有效作用量分析所关心的物理量。

2.3 蒙特卡洛方法

2.3.1 蒙特卡洛方法简介

在前面两节中，我们利用路径积分理论把系统的配分函数写为如下形式

𝑍 = ∫ 𝒟𝜙 e−𝑆eff[𝜙], … (2.39)

𝜙代表某种辅助场的构型。依赖于模型的不同，𝑆eff [𝜙]可能具有非常复杂的形

式，因此很难精确地计算相关的物理量。除了上述的鞍点近似和微扰展开等解析

方法，我们还可以利用蒙特卡洛来数值求解。

比如对于物理量 𝑄 [𝜙]，其系综平均可以表示为

⟨𝑄 [𝜙]⟩ = 1
𝑍 ∫ 𝒟𝜙𝑄 [𝜙] e−𝑆eff[𝜙] . … (2.40)

当作用量 𝑆eff [𝜙]是实数时，我们可以定义概率密度函数

𝑝 [𝜙] ≡ e−𝑆eff[𝜙]

𝑍 , … (2.41)

其满足归一化条件

∫ 𝒟𝜙𝑝 [𝜙] = 1. … (2.42)

于是式 (2.40)可以改写为

⟨𝑄 [𝜙]⟩ = ∫ 𝒟𝜙𝑄 [𝜙] 𝑝 [𝜙] . … (2.43)
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由于 𝜙与格点数和时间切片的数目有关，其维数很大，因此我们很难用简单的数

值积分方法来计算式 (2.40)或 (2.43)。但是注意到在通常情况下，鞍点 𝜕𝜙𝑆eff [𝜙] =

0处的构型对配分函数的贡献最大，其他构型对配分函数的贡献则指数衰减，表

明鞍点及鞍点附近的构型出现的概率也是最大的。于是我们可以利用蒙特卡洛

来把这些出现概率较大的构型筛选出来，即重要性抽样。下面介绍重要性抽样方

法的思想。

我们希望抽取的样本满足分布 (2.41)，这可以通过构造如下Markov链实现，

即给定一个初始位形 {𝜙0}，其概率密度记为 𝑝 [𝜙0] ≡ 𝑝 [{𝜙0}]，我们按照跃迁概

率𝑊01 更新到新位形 {𝜙1}，然后按照跃迁概率𝑊12 更新到新位形 {𝜙2}，如此

重复这个过程

{𝜙0}
𝑊01⟶ {𝜙1}

𝑊12⟶ {𝜙2}
𝑊23⟶ {𝜙3} ⟶ ⋯ … (2.44)

便得到了一个 Markov链。此时我们需要选取恰当的跃迁概率 𝑊 使得当更新次

数足够多时，样本满足分布 (2.41)，即

lim
𝑛→∞

𝑝 [𝜙𝑛] = e−𝑆eff[𝜙]

𝑍 . … (2.45)

要保证这一点，需要满足下面两个条件：

各态历经：任意两组位形能通过有限次Markov过程相联。

细致平衡条件：

𝑝 [𝜙𝑥] 𝑊𝑥𝑦 = 𝑝 [𝜙𝑦] 𝑊𝑦𝑥. … (2.46)

2.3.2 Metropolis算法

表 2.1 Metropolis算法:其中第三行和第五行相等，证明该算法满足细致平衡条件。

Table 2.1 Metropolis algorithm: detailed balance holds because the third and fifth rows of this

table are equal.

Case 𝑆eff [𝜙′] > 𝑆eff [𝜙] 𝑆eff [𝜙′] < 𝑆eff [𝜙]

𝑃𝐴 [𝜙 → 𝜙′] exp[− (𝑆eff [𝜙′] − 𝑆eff [𝜙])] 1

𝑝 [𝜙] 𝑃𝐴 [𝜙 → 𝜙′] exp(−𝑆eff [𝜙′]) /𝑍 exp(−𝑆eff [𝜙]) /𝑍

𝑃𝐴 [𝜙′ → 𝜙] 1 exp[− (𝑆eff [𝜙] − 𝑆eff [𝜙′])]

𝑝 [𝜙′] 𝑃𝐴 [𝜙′ → 𝜙] exp(−𝑆eff [𝜙′]) /𝑍 exp(−𝑆eff [𝜙]) /𝑍

为了生成满足分布 (2.41)的样本，我们采用最著名的Metropolis算法。先任

意生成一组初始位形 {𝜙}，其中变量 𝜙的个数为𝑁，即 𝜙 ≡ (𝜙1, 𝜙2, … , 𝜙𝑁)。从
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𝑁 个变量中任意选取一个 𝜙𝑖进行更新

𝜙′
𝑖 = 𝜙𝑖 + Δ ⋅ 𝑥, … (2.47)

其中 𝑥是 [−1, 1]之间的随机数，Δ为更新步长，可以用于调节接收概率。新构

型的组态记为 {𝜙′}，然后比较更新前后有效作用量的变化

Δ𝑆 = 𝑆eff [𝜙′] − 𝑆eff [𝜙] . … (2.48)

最后，我们以 𝑃𝐴 [𝜙 → 𝜙′]的概率接收新位形

𝑃𝐴 [𝜙 → 𝜙′] = min [1, e−Δ𝑆] . … (2.49)

一般情况下使接收概率 𝑃𝐴 [𝜙 → 𝜙′]在 0.5附近。表 2.1中第三行和第五行相等，

证明了Metropolis算法满足细致平衡条件 [35]

𝑝 [𝜙] 𝑃𝐴 [𝜙 → 𝜙′] = 𝑝 [𝜙′] 𝑃𝐴 [𝜙′ → 𝜙] . … (2.50)

我们把 𝑁 次这样的更新记为一次扫描。由于存在自关联时间，我们需要间

隔一定的扫描次数存储位形，最后对样本平均便可求得物理量的期望值

⟨𝑄 [𝜙]⟩ ≈ 1
𝑁s

𝑁s

∑
𝑖=1

𝑄 [{𝜙𝑖}] , … (2.51)

其中𝑁s为总的样本个数。

除上述单个位形的更新方法外，还有集团更新的算法。对于本文第三章中所

关注的两杂质近藤-海森堡模型，由于辅助场的变量不多，单个位形更新的方法

已经足够有效。但是对于近藤-海森堡晶格模型，则需要采用集团更新的方法以

避免临界减慢 (critical slowing down)现象。

2.4 本章小结

本章以简谐振子为例将路径积分理论的基本思想阐述完毕。总结如下：

第一步先对指数上的因子进行时间切片

e− i 𝑡𝐻/ℏ = (e− i Δ𝑡𝐻/ℏ)
𝑀 , Δ𝑡 = 𝑡

𝑀 . … (2.52)

第二步则是对无穷小的时间间隔 Δ𝑡做展开

e− i Δ𝑡𝐻/ℏ = 1 − i Δ𝑡
ℏ 𝐻 (𝐴, 𝐵) + 𝑂 (Δ𝑡2) , … (2.53)
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其中哈密顿量是算符 𝐴, 𝐵 的函数，其本征态分别为 |𝑎⟩, |𝑏⟩（在简谐振子中，

𝐴 = �̂�, 𝐵 = ̂𝑝）。

第三步则是插入单位一，

e− i Δ𝑡𝐻/ℏ = ∑
𝑎,𝑏

|𝑎⟩ ⟨𝑏| [1 − i Δ𝑡
ℏ 𝐻 (𝐴, 𝐵) + 𝑂 (Δ𝑡2)] |𝑏⟩ ⟨𝑏|

= ∑
𝑎,𝑏

|𝑎⟩ ⟨𝑏| e− i Δ𝑡𝐻(𝑎,𝑏)/ℏ |𝑏⟩ ⟨𝑏| + 𝑂 (Δ𝑡2) ,
… (2.54)

其中𝐻 (𝑎, 𝑏)是哈密顿量𝐻(𝐴, 𝐵)在本征态 |𝑎⟩, |𝑏⟩下的值。

第四步则是取连续极限，求出作用量。注意在上一步中我们已经把算符变成

了数，因此不再需要考虑算符的对易关系，这也是路径积分方法的优点之一。

最后则是根据作用量计算相关的物理量。比如通过鞍点近似求出体系的平

均场解。平均场解通常比较简单，这有助于我们初步了解体系的物理图像。如果

想考虑涨落效应，则需要在鞍点解附近做微扰展开，比如随机相近似 (RPA)方

法、Ginzburg-Landau-Wilson理论、引力波等。当系统中没有小量进行微扰展开

时，则可以利用蒙特卡洛方法来处理涨落效应。

值得注意的是，以上方法不仅对平衡态配分函数 𝑍 = Tr [e−𝛽𝐻]成立，在非

平衡物理的研究中，我们也可以利用类似的步骤计算量子功的特征函数

𝐺(𝑢) = 𝑍−1
0 Tr [𝑈 † (𝑇0, 0) ei 𝑢𝐻(𝑇0) 𝑈 (𝑇0, 0) e−(i 𝑢+𝛽)𝐻(0)

] , … (2.55)

其中𝑍0为初始时刻配分函数，𝑈(𝑇0, 0) = 𝒯 exp [− i ∫𝑇0
0 𝑑𝑡𝐻(𝑡)]为时间演化算符，

𝒯 为时序算符 (time-ordering operator)。我们将在第四章详细说明 𝐺(𝑢)的具体含

义，这里仅从数学计算的角度来看待 𝐺(𝑢)。平衡态配分函数中只有一个指数因

子，而量子功的特征函数中包含四个指数因子，因此利用路径积分方法计算𝐺(𝑢)

的基本思想不变，只是计算复杂度有所增加。
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第 3章 两杂质模型中的互信息与相位相干性

在第一章中我们强调了杂化涨落和杂化关联的重要性，但传统的研究方法

不能很好地处理这些效应。在这一章中，我们将利用静态辅助场 (SAF)近似方法

来研究两杂质近藤-海森堡模型中的杂化涨落，并利用互信息来揭示量子相变和

杂化场的相位关联，为将来研究近藤晶格模型中的杂化涨落和杂化关联打下基

础。

3.1 研究背景

P. W. Anderson早在 1972年就指出：“多者异也”(More is different) [36]，多

体系统中涌现出的集体现象不能视为子系统微观特性的简单相加，表明不同子

系统之间的关联性将在多体系统中扮演至关重要的角色。互信息则能很好地刻

画子系统之间的关联性质，它是信息论中最核心的概念之一，能够度量两个随机

变量之间的统计依赖性 [37–39]。近年来，互信息的概念被广泛应用到凝聚态物

理的研究中，比如在不明确系统的序参量和对称性破缺的情况下，可以利用互信

息来研究相变 [40–49]。但另一方面，强关联电子系统中互信息的研究则比较少，

还处于萌芽阶段 [50–53]。

近藤系统是研究得最广泛的强关联电子系统之一 [54]。在理论上，人们常常

利用赝费米子表示来处理局域自旋。因为这个表示能清晰地揭示赝费米子与导

带电子之间的杂化物理 [2]。传统上，大部分的研究均基于平均场近似 [55–63]。

平均场近似的图像虽然简单清晰，但它忽略了杂化涨落。而杂化场的涨落可能会

引起新的物理，比如最近在超快泵浦光探测实验中观察到的两阶段杂化图像以

及 ARPES实验中观察到的高温能带弯曲现象等 [8, 9]。此外，在有限温度下，近

藤效应是一个渐变行为，由于忽略了涨落效应，平均场理论会给出与实验不相符

的一级相变（两杂质模型）或二级相变（晶格模型）的结论 [5, 23, 64, 65]。鉴于

杂化涨落的重要性，人们越来越重视杂化涨落的研究并且有了一定的进展。但是

由于解析研究的困难性，人们的研究手段常常局限于杂化场的低能有效理论的

微扰展开 [24, 25, 30–33, 66]。在数值上，严格对角化、行列式蒙特卡洛和动力学

平均场等方法则不能直接地处理杂化场 [11, 67–78]。因此迄今为止，我们还不能
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很好地研究杂化涨落效应，这极大地限制了我们对丰富杂化物理的探索 [7]。

在这一章节中，我们采用静态辅助场近似方法来直接模拟杂化场的概率分

布。这一方法能非常好地处理杂化场的空间涨落和空间关联，因此它超越了传统

的平均场理论。由于没有符号问题，我们可以使用标准的蒙特卡洛抽样来研究杂

化分布。基于杂化分布，我们还可以利用杂化互信息来揭示杂化场的空间关联以

及量子相变等物理。值得注意的是，该方法不仅可以用于研究单杂质问题，还可

以研究多杂质模型以及晶格模型。但为了使论文内容更清晰和紧凑，在这一章

中，我们主要以两杂质近藤-海森堡模型为例来展示该方法。

把这一方法应用到两杂质模型时，我们发现考虑杂化涨落之后，平均场理论

的一级相变会被抑制而变为渐变行为，与数值重整化群 (NRG)方法的结论和实

验结果一致 [79–82]。我们还利用最近提出的互信息神经网络估计器计算了杂化

场的互信息 [83]，发现振幅互信息在所谓的“Varma-Jones”不动点 [79]上随温

度降低而对数发散。在近藤作用占主导的区间，当两个杂质的距离较近时相位互

信息不为零，当杂质距离较远时相位互信息变为零，表明杂化场的相位相干性随

距离增加而消失。此外，我们还通过计算局域态密度和电阻等物理量并将其与实

验结果比较，进一步揭示格点间相位相干性的重要性。

3.2 静态辅助场近似方法

两杂质近藤-海森堡模型的哈密顿量为

𝐻 = ∑
𝐤𝜎

𝜖𝐤𝑐†
𝐤𝜎𝑐𝐤𝜎 + 𝐽K

2

∑
𝑖=1

𝐬𝑖 ⋅ 𝐒𝑖 + 𝐽H𝐒1 ⋅ 𝐒2, … (3.1)

其中 𝜖𝐤为导带电子的色散关系，𝐽K和 𝐽H分别为近藤和海森堡相互作用的强度，

𝐒𝑖 是定义在格点 𝐑𝑖 上的局域自旋，𝐬𝑖 = ∑𝛼𝛽 𝑐†
𝑖𝛼

�⃗�𝛼𝛽
2 𝑐𝑖𝛽 则为相应格点上的导带电

子自旋。在这个模型中，我们以海森堡相互作用来模拟实际体系中的 RKKY相

互作用。两杂质近藤-海森堡模型虽然简单，但它包含了近藤效应和 RKKY相互

作用的竞争。正是这两种效应的竞争使得重费米子体系拥有各种奇异物态，如非

常规超导、非费米液体、反常奈特位移等 [29]。因此研究两杂质模型是研究重费

米子晶格模型的第一步。在反铁磁极限下，𝐽H ≫ 𝐽K，两个局域自旋在零温时将

形成反铁磁单态；而在近藤极限下，𝐽K ≫ 𝐽H，局域自旋会被导带电子屏蔽并形

成近藤单态。在有粒子空穴对称时，尽管系统没有发生自发对称破缺，但依然存
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在从反铁磁单态到近藤单态的量子相变，相变点也被称为“Varma-Jones”不动

点。当粒子空穴对称性消失时，量子相变点消失 [84, 85]。

为了揭示杂化物理，我们采用 Abrikosov赝费米子表示 𝐒𝐢 = ∑𝜂𝛾 𝑓 †
𝑖𝜂

�⃗�𝜂𝛾
2 𝑓𝑖𝛾 来

描述局域自旋，这里 𝑖 = 1, 2。利用恒等式

�⃗�𝛼𝛽 ⋅ �⃗�𝜂𝛾 = 2𝛿𝛼𝛾𝛿𝜂𝛽 − 𝛿𝜂𝛾𝛿𝛼𝛽 , … (3.2)

我们可以把哈密顿量 (3.1)写为

𝐻 = ∑
𝐤𝜎

𝜖𝐤𝑐†
𝐤𝜎𝑐𝐤𝜎 − 𝐽K

2

2

∑
𝑖=1

∑
𝛼𝛽

𝑐†
𝑖𝛼𝑓𝑖𝛼𝑓 †

𝑖𝛽𝑐𝑖𝛽 − 𝐽H
2 ∑

𝛼𝛽
𝑓 †

1𝛼𝑓2𝛼𝑓 †
2𝛽𝑓1𝛽 . … (3.3)

为了处理上式中的近藤和海森堡相互作用，我们需要引入如下两组 Hubbard-

Stratonovich变换

𝐽K
2 ∑

𝛼𝛽
𝑐†

𝑖𝛼𝑓𝑖𝛼𝑓 †
𝑖𝛽𝑐𝑖𝛽 → −

𝐽K |𝑉𝑖|
2

2 − 𝐽K
2

⎛
⎜
⎜
⎝
𝑉 𝑖 ∑

𝛽
𝑓 †

𝑖𝛽𝑐𝑖𝛽 + H.c.
⎞
⎟
⎟
⎠

, … (3.4)

以及

𝐽H
2 ∑

𝛼𝛽
𝑓 †

1𝛼𝑓2𝛼𝑓 †
2𝛽𝑓1𝛽 → −𝐽H |𝜒|2

2 − 𝐽H
2 (

𝜒 ∑𝛼
𝑓 †

2𝛼𝑓1𝛼 + H.c.
)

, … (3.5)

其中 𝑉𝑖 (𝜏)是格点 𝑖上传导电子与局域自旋之间的杂化场，而 𝜒 (𝜏)场则描述了

局域自旋之间的磁关联性质。经过变换后，系统的配分函数可以表示为

𝑍 = ∫ 𝒟 [𝑐†, 𝑐, 𝑓 †, 𝑓 , 𝑉 𝑖, 𝑉𝑖, 𝜒, 𝜒, 𝜆𝑖] exp (− ∫
𝛽

0
𝑑𝜏ℒ (𝜏)) , … (3.6)

其中拉氏量为

ℒ = ∑
𝐤𝜎

𝑐†
𝐤𝜎 (𝜕𝜏 + 𝜖𝐤) 𝑐𝐤𝜎 + ∑

𝑖,𝛼
𝑓 †

𝑖𝛼 (𝜕𝜏 + 𝜆𝑖) 𝑓𝑖𝛼 −
2

∑
𝑖=1

𝜆𝑖

+ 𝐽K
2

2

∑
𝑖=1 (

𝑉 𝑖𝑉𝑖 + 𝑉 𝑖 ∑𝛼
𝑓 †

𝑖𝛼𝑐𝑖𝛼 + 𝑉𝑖 ∑𝛼
𝑐†

𝑖𝛼𝑓𝑖𝛼)

+ 𝐽H
2 (

𝜒𝜒 + 𝜒 ∑𝛼
𝑓 †

2𝛼𝑓1𝛼 + 𝜒 ∑𝛼
𝑓 †

1𝛼𝑓2𝛼)
.

… (3.7)

这里我们引入了拉格朗日乘子 𝜆𝑖以使赝费米子满足约束条件 𝑛𝑖
𝑓 = 1。利用Wick

旋转后，𝜆𝑖可以取为实数 [86]。
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式 (3.7)描述的是传导电子 𝑐 和赝费米子 𝑓 在不断涨落的两种背景场 𝑉𝑖 (𝜏)

和 𝜒 (𝜏)下的运动。在动量和松原频率的空间中，我们可以引入如下的矢量

Ψ𝑛𝜎 = [𝑐𝐤1𝜎𝑛, ⋯ , 𝑐𝐤𝑁0𝜎𝑛, 𝑓1𝜎𝑛, 𝑓2𝜎𝑛]T, … (3.8)

从而将作用量 𝑆 = ∫𝛽
0 𝑑𝜏ℒ (𝜏)简写成

𝑆 = ∑
𝑖,𝑛

𝛽𝐽K |𝑉𝑖,𝑛|
2

2 + ∑𝑛

𝛽𝐽H |𝜒𝑛|
2

2 − 𝛽
2

∑
𝑖=1

𝜆𝑖 + ∑𝑛𝑚𝜎
Ψ†

𝑛𝜎 (𝑂𝑛𝑚 − i 𝜔𝑛𝛿𝑛𝑚) Ψ𝑚𝜎 ,

… (3.9)

其中 𝑉𝑖,𝑛和 𝜒𝑛分别为辅助场 𝑉𝑖 (𝜏)和 𝜒 (𝜏)在松原频率 𝑖𝜔𝑛空间中的第 n个分量，

而费米子矩阵 𝑂𝑛𝑚则为

𝑂𝑛𝑚 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜖𝐤1 ⋯ 0 𝑉 1
1,𝑛−𝑚 𝑉 1

2,𝑛−𝑚

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

0 ⋯ 𝜖𝐤𝑁0
𝑉 𝑁0

1,𝑛−𝑚 𝑉 𝑁0
2,𝑛−𝑚

𝑉 1
1,𝑚−𝑛 ⋯ 𝑉 𝑁0

1,𝑚−𝑛 𝜆1
𝐽𝐻 𝜒𝑛−𝑚

2

𝑉 1
2,𝑚−𝑛 ⋯ 𝑉 𝑁0

2,𝑚−𝑛
𝐽𝐻 𝜒𝑚−𝑛

2 𝜆2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, … (3.10)

式中 𝑉 𝑗
𝑖,𝑛−𝑚 = 𝐽K ei𝐑𝑖⋅𝐤𝑗 𝑉𝑖,𝑛−𝑚

2√𝑁0
，其中 𝑁0 表示的是传导电子在第一布里渊区中的动

量个数。注意到费米子矩阵 𝑂𝑛𝑚 的维度是无穷大，因此我们很难严格求解作用

量 (3.9)。在本文中，我们对辅助场做如下近似

𝑉𝑖,𝑛−𝑚 = 𝑉𝑖𝛿𝑛𝑚, 𝜒𝑛−𝑚 = 𝜒𝛿𝑛𝑚, … (3.11)

此时有 𝑂𝑛𝑚 = 𝑂𝛿𝑛𝑚。在虚时表示下有 𝑉𝑖 (𝜏) = 𝑉𝑖和 𝜒 (𝜏) = 𝜒，由此可见，这个近

似方案的缺点是忽略了辅助场的虚时涨落，优点则是完全保留了辅助场的空间

涨落和空间关联效应 [87–92]。表 3.1比较了几种常见的处理重费米子系统的方

法的优缺点。由于在重费米子体系中，杂化场的涨落和关联效应是非常重要的，

因此本文采用静态辅助场近似是合理的。

利用积分公式

∫ 𝒟 [Ψ†, Ψ] exp [−Ψ†𝑀Ψ] = det 𝑀 … (3.12)

将费米子自由度积分掉后，我们可以得到关于辅助场的有效作用量

𝑆eff = 𝛽
2

∑
𝑖=1

(
𝐽K |𝑉𝑖|

2

2 − 𝜆𝑖) + 𝛽𝐽H |𝜒|2

2 − 2 ∑𝑛
ln det(𝑂 − 𝑖𝜔𝑛), … (3.13)
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表 3.1不同方法的比较。

Table 3.1 Comparison of different methods.

方法 优点 缺点

平均场理论 图像简单清晰 忽略了涨落效应

微扰展开 考虑了部分涨落效应 局限于大𝑁 展开

动力学平均场理论 考虑了动力学涨落 忽略了空间涨落和关联

静态辅助场近似 包含空间涨落和关联 忽略了辅助场的动力学涨落

行列式蒙特卡洛 完全包含涨落 非半满时有符号问题

式中

𝑂 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜖𝐤1 ⋯ 0 𝑉 1
1 𝑉 1

2

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

0 ⋯ 𝜖𝐤𝑁0
𝑉 𝑁0

1 𝑉 𝑁0
2

𝑉 1
1 ⋯ 𝑉 𝑁0

1 𝜆1
𝐽H𝜒

2

𝑉 1
2 ⋯ 𝑉 𝑁0

2
𝐽H𝜒

2 𝜆2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑉 𝑗
𝑖 = 𝐽K ei𝐑𝑖⋅𝐤𝑗 𝑉𝑖

2√𝑁0
. … (3.14)

进一步利用松原频率求和公式∑𝑛 ln (𝑥 − i 𝜔𝑛) = ln (1 + e−𝛽𝑥)，我们可以把有效

作用量写为

𝑆eff = 𝛽
2

∑
𝑖=1

(
𝐽K |𝑉𝑖|

2

2 − 𝜆𝑖) + 𝛽𝐽H |𝜒|2

2 − 2 ∑
𝑙

ln(1 + e−𝛽𝜉𝑙), … (3.15)

其中 𝜉𝑙为 𝑂矩阵的本征值。由于 𝑂矩阵为厄米矩阵，其本征值 𝜉𝑙总是实数，所

以有效作用量也是实数，于是我们可以利用蒙特卡洛方法来对辅助场进行抽样。

以上是基于路径积分形式理论的表述，我们还可以从哈密顿量的算符角度

看待式 (3.13)。有效作用量 (3.13)对应的有效哈密顿量为

𝐻eff = ∑
𝐤𝜎

𝜖𝐤𝑐†
𝐤𝜎𝑐𝐤𝜎 + 𝐽K

2 ∑
𝑖,𝜎

(𝑉𝑖𝑐
†
𝑖𝜎𝑓𝑖𝜎 + H.c.) + 𝐽H

2 ∑𝜎
(𝜒𝑓 †

1𝜎𝑓2𝜎 + H.c.) ,

… (3.16)

其中赝费米子满足约束条件 𝑛𝑖
𝑓 = 1，经典随机变量 𝑉𝑖和 𝜒 的初始分布为

𝑝0(𝑉𝑖) ∼ exp(−𝛽𝐽K|𝑉𝑖|2/2), 𝑝0(𝜒) ∼ exp(−𝛽𝐽H|𝜒|2/2). … (3.17)

这类体系属于广义的“自旋-费米子”模型 [93–96]，比如有研究者把近藤-海森

堡模型中的局域自旋看作经典变量进行研究 [97]。我们则第一次从辅助粒子的
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角度来处理局域自旋，这样做的好处是能清晰地揭示重费米子体系中的杂化物

理。同时，我们还可以借鉴文献中研究“自旋-费米子模型”的方法来研究杂化

物理，如利用 traveling cluster approximation (TCA)近似或者机器学习方法来加速

抽样 [98, 99]。

为方便起见，我们在本章的研究中把导带电子的色散关系取为

𝜖𝐤 = −(cos 𝑘𝑥 + cos 𝑘𝑦)/2. … (3.18)

此时体系具有粒子空穴对称性，拉格朗日乘子为 𝜆𝑖 = 0 [100]，于是辅助场的概

率密度函数可以表示为

𝑝 (𝑉 𝑖, 𝑉𝑖, 𝜒, 𝜒) =
exp (−𝑆eff)

𝑍 , … (3.19)

其中配分函数𝑍为归一化因子。由于辅助场 𝑉𝑖和 𝜒 都是复变量且变量个数比较

多，我们很难利用直接法来计算杂化分布，因此本文利用Metropolis算法来对杂

化分布进行抽样。即从任意的初始位形出发，先计算有效作用量 𝑆old
eff；然后随机

选取一个位形进行更新并计算新位形下的有效作用量 𝑆new
eff ；其次是生成一个在

零到一范围内的随机数 𝛼 并与概率 𝑝 = exp [− (𝑆new
eff − 𝑆old

eff )]比较，如果 𝛼 < 𝑝

则接收新位形，反之则不接收新位形。重复这一过程并在系统完全热化后间隔一

定步长存储所得的位形，最后所得的位形满足分布 (3.19)。在计算中，我们固定

海森堡相互作用强度 𝐽H = 0.1并把导带电子的半宽设为能量单位。此外，如无

特殊说明，两个杂质之间的距离为 |𝐑| = |𝐑2 − 𝐑1| = 1。

3.3 互信息

3.3.1 互信息简介

有了杂化的概率密度函数之后，我们可以进一步利用互信息揭示杂化场之

间的关联性质。下面我们简单介绍互信息的基本概念和性质。

定义 3.1. 对于任意两个随机变量𝑋和 𝑌，它们的联合概率密度函数为 𝑝(𝑥, 𝑦)。𝑋

与 𝑌 之间的互信息定义为

𝐼(𝑋; 𝑌 ) = ∬ 𝑝(𝑥, 𝑦) log 𝑝(𝑥, 𝑦)
𝑝(𝑥)𝑝(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, … (3.20)

其中 𝑝(𝑥) = ∫ 𝑝(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦和 𝑝(𝑦) = ∫ 𝑝(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥为边缘概率密度函数。
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互信息 𝐼 (𝑋; 𝑌 )量化了可以从 𝑌 获得的关于𝑋的信息（反之亦然），其可以

表示为

𝐼 (𝑋; 𝑌 ) = 𝐻 (𝑋) + 𝐻 (𝑌 ) − 𝐻 (𝑋, 𝑌 ) = 𝐻 (𝑋) − 𝐻 (𝑋|𝑌 ) , … (3.21)

其中𝐻 (𝑋) = − ∫ 𝑑𝑥𝑝 (𝑥) log 𝑝 (𝑥)为香农熵，因此式 (3.20)也被称为香农互信息。

在式 (3.20)中，当对数 log的底为 2时，互信息的单位是比特；当 log的底为 𝑒

时，互信息的单位为奈特。本文以比特为互信息的单位。

互信息还可以衡量两个随机变量之间的相互依赖关系，它即能刻画线性相关

性也能描述非线性相关性，这可以通过如下例子看出。设随机变量𝑋取 0, 1, −1

的概率分别为 1/3，其期望值为 𝔼 (𝑋) = 0；设随机变量 𝑌 = 𝑋2，那么 𝑌 取 0的

概率为 1/3，𝑌 取 1的概率为 2/3，其期望值为 𝔼 (𝑌 ) = 2/3。𝑋 和 𝑌 的联合概率

分布如表 3.2所示。根据表 3.2，我们可以求出 𝑋 与 𝑌 之间的互信息

𝐼 (𝑋; 𝑌 ) = ∑𝑥,𝑦
𝑝 (𝑥, 𝑦) log 𝑝 (𝑥, 𝑦)

𝑝 (𝑥) 𝑝 (𝑦) = 1
3 log 27

4 . … (3.22)

表 3.2随机变量 𝑋 和 𝑌 的联合概率分布 𝑝 (𝑥, 𝑦)。

Table 3.2 The join probability 𝑝 (𝑥, 𝑦) of random variables 𝑋 and 𝑌 .

𝑋 = −1 𝑋 = 0 𝑋 = 1

𝑌 = 0 0 1/3 0

𝑌 = 1 1/3 0 1/3

值得注意的是，𝑋𝑌 的期望值为 𝔼 (𝑋𝑌 ) = 0，从而协方差为

cov (𝑋, 𝑌 ) = 𝔼 (𝑋𝑌 ) − 𝔼 (𝑋) 𝔼 (𝑌 ) = 0. … (3.23)

我们可以看到尽管 𝑋 和 𝑌 的协方差为零，但并不代表 𝑋 和 𝑌 不相关。其原因

是协方差仅能刻画两个随机变量之间的线性相关性，而互信息不仅可以刻画线

性相关性还可以描述非线性相关性。由于有效作用量非常复杂，这意味着辅助场

之间具有非常复杂的依赖关性，因此本文利用互信息来度量杂化场之间的关联

性质。

3.3.2 互信息的神经网络算法

由于我们常常只有关于随机变量分布的样本而没有概率密度函数的解析表

达式，因此解析地计算互信息 (3.20)是很困难的 [101]。在数值上，一种最直接
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也最简单的办法是把积分换成求和，即利用直方图统计每个小方格中的样本个

数来计算互信息

𝐼 (𝑋; 𝑌 ) ≈ 𝐼binned = ∑
𝑖𝑗

𝑝 (𝑖, 𝑗) log 𝑝 (𝑖, 𝑗)
𝑝𝑥 (𝑖) 𝑝𝑦 (𝑗) ,

𝑝𝑥 (𝑖) = 𝑛𝑥 (𝑖)
𝑁tot

, 𝑝𝑦 (𝑗) =
𝑛𝑦 (𝑗)
𝑁tot

, 𝑝 (𝑖, 𝑗) = 𝑛 (𝑖, 𝑗)
𝑁tot

,
… (3.24)

其中𝑁tot为总的样本数，𝑛𝑥 (𝑖)和 𝑛𝑦 (𝑗)分别为第 𝑖, 𝑗 个小方格中 𝑋 和 𝑌 的样本

个数，𝑛 (𝑖, 𝑗)则是两个格子交集中的样本数。但是该方法的缺点是格子的大小不

同会对结果产生很大的影响 [102]。值得庆幸的是，在 2018年，M. I. Belghazi等

人提出了利用神经网络计算互信息的方法 [83]。随后，在 2020年，A. Nir等人

成功利用该方法计算了经典伊辛模型、XY模型、以及非热体系中的互信息和熵

[103]。本文也将利用这一新的神经网络方法来计算杂化场的互信息。下面我先

简单介绍这一方法的思想。

定义 3.2. 任意两个概率密度函数 𝑓(𝑥)和 𝑔(𝑦)之间的 Kullback-Leibler散度定义

为

𝐷KL (𝑓 (𝑥) ‖𝑔 (𝑦)) = ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑓 (𝑥) log 𝑓 (𝑥)
𝑔 (𝑦) , … (3.25)

它度量了两个分布之间的差异，也被称为相对熵。

定理 3.1. Donsker-Varadhan表示：设 𝑝, 𝑞 为 ℝ𝑁 上的两个概率分布，ℱ 为函数

𝑓 ∶ ℝ𝑁 → ℝ的集合，则 Kullback-Leibler散度具有如下变分形式

𝐷KL(𝑝‖𝑞) ≥ sup
𝑓∈ℱ

𝔼𝑝[𝑓 ] − log (𝔼𝑞[e𝑓 ]) , … (3.26)

其中 sup遍历 ℱ 中的所有函数；当 ℱ 的函数空间足够大时，等号成立；当两个

期望值都有限时，则等号右边的值也有限 [104]。

根据定义 3.2，我们可以把互信息表示为联合概率密度 𝑝(𝑥, 𝑦)和边缘概率密

度乘积 𝑝(𝑥)𝑝(𝑦)的 Kullback-Leibler散度

𝐼 (𝑋; 𝑌 ) = 𝐷KL (𝑝 (𝑥, 𝑦) ‖𝑝 (𝑥) 𝑝 (𝑦)) . … (3.27)

把互信息写为 Kullback-Leibler散度后，再利用定理 3.1，我们可以把互信息表示

为

𝐼(𝑋; 𝑌 ) ≥ 𝐼𝜃(𝑋; 𝑌 ) = sup
𝜃∈Θ

𝔼𝑝(𝑥,𝑦)[𝑓𝜃] − log (𝔼𝑝(𝑥)𝑝(𝑦)[e𝑓𝜃 ]) , … (3.28)
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图 3.1计算互信息的神经网络示意图。

Figure 3.1 A schematic diagram of the neural network for calculating mutual information.

其中 𝑓𝜃 (𝜃 ∈ Θ)是一个可以利用神经网络参数化的函数。𝐼𝜃(𝑋; 𝑌 )给出了真实互

信息的下界。当参数空间足够大时，等号成立，此时 𝐼𝜃(𝑋; 𝑌 )逼近真实的互信息

𝐼(𝑋; 𝑌 )。经验证，我们可以利用三层神经网络来逼近真实的互信息，于是本文

利用 Tensorflow和 Adam优化器 [105, 106]来实现图 3.1所示的神经网络以用于

计算杂化场的振幅和相位互信息。

3.4 计算结果

3.4.1 相图

在分析杂化涨落效应之前，我们先分析模型 (3.1)的平均场相图，这有助于

我们初步了解该模型的性质。在平均场近似下，我们假设辅助场均为实数且满足

𝑉1 = 𝑉2 = 𝑉。利用对自由能求极小的方法我们可以求出序参量 𝑉 和 𝜒 随参数

的变化；然后通过分析序参量从零到非零变化的特征温度就可以画出系统的相

图。如图 3.2(a)所示,两杂质近藤-海森堡模型的平均场相图被分为三个区间，与

近藤-海森堡晶格模型的平均场相图相似。高温区里序参量都为零，此时导带电

子与局域自旋退耦合 |𝑉 | = 0且两个自旋之间毫无关联 |𝜒| = 0；随温度降低，在

小 𝐽K时，虽然杂化序参量始终为零，但系统会发生二级相变进入反铁磁相，即

在温度 𝑇 = 𝐽H/4下 |𝜒| ≠ 0，表明两个局域自旋与导带电子退耦合但彼此之间

会形成反铁磁单态；保持低温不变而增加 𝐽K，系统会发生一级相变进入近藤屏

蔽相，即从反铁磁相到近藤屏蔽相序参量 |𝑉 |从零到非零之间存在一个跃变，如

图 3.2(b) 中虚线所示。由此可见，平均场理论的图像虽然简单清晰，但在有限

温时系统会存在相变，这与实验中观察到的渐变行为不一致。另一方面，数值
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图 3.2 (a)平均场相图。(b)比较 𝑝(𝑉1, 𝑉2, 𝜒)和 𝑝(𝑉1, 𝑉2)的峰值，以及平均场序参量 |𝑉1|的值

随温度的变化，这里取 𝐽K = 0.34（即 (a)图中的虚线）。(c)展示了当温度 𝑇 = 0.001时，

复平面 𝑉1 = (𝑉 𝑥
1 , 𝑉 𝑦

1 )上的边缘概率密度函数 𝑝(𝑉1)随 𝐽K变化的演变过程，从左往右依

次为磁性区、临界点以及近藤区。

Figure 3.2 (a) The mean-field phase diagram. (b) Comparison of the mean-field order param-

eter |𝑉1| and that derived from the peak position of 𝑝(𝑉1, 𝑉2, 𝜒) and 𝑝(𝑉1, 𝑉2) as a function

of temperature for 𝐽K = 0.34 (dashed line in (a)). (c) Evolution of the probabilistic distri-

bution 𝑝(𝑉1) on the complex plane of 𝑉1 = (𝑉 𝑥
1 , 𝑉 𝑦

1 ) at 𝑇 = 0.001 for three different values

of 𝐽K in the magnetic regime, near the quantum critical point, and in the Kondo regime,

respectively.

重整化群 [79–81]和共形场理论 [84, 85]则认为只有在零温下存在一个不稳定的

“Varma-Jones”不动点。

文章中常常认为平均场理论的有限温相变在考虑涨落之后将变为正确的渐

变行为，但一直缺乏实际计算的支持 [5, 23]。本文则利用静态辅助场近似与蒙

特卡洛方法将杂化场的所有空间的高阶涨落效应包含在内，为这一观点提供有

力的计算支撑。首先，我们注意到平均场的解对应有效作用量 𝑆eff 的鞍点。图

3.2(b)比较了当 𝐽K = 0.34时（相图3.2(a)中的虚线），概率密度函数 𝑝(𝑉1, 𝑉2, 𝜒)

最大值所对应的 |𝑉1|与平均场近似下 |𝑉1|的值随温度的变化关系，两者符合的
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图 3.3 (a)振幅互信息 𝐼(|𝑉1|; |𝑉2|)随温度与近藤耦合强度的变化。右图中的插图展示了互信

息最大值随温度降低而对数发散的关系，其中黑色实线是为了方便视觉查看。(b)当温

度 𝑇 = 0.001时，分布 𝑝(|𝑉1|, |𝑉2|)在不同 𝐽K处的比较。

Figure 3.3 (a) The amplitude mutual information 𝐼(|𝑉1|; |𝑉2|) as a function of the tempera-

ture and Kondo coupling. The right inset shows logarithmic divergence of the maximal

mutual information at low temperatures. The black solid line is a guide to the eye. (b)

Comparison of the distribution 𝑝(|𝑉1|, |𝑉2|) at three different 𝐽K at 𝑇 = 0.001.

非常好，表明我们对杂化分布的计算是正确的。但值得注意的是，我们发现积分

掉 𝜒 场后所得边缘概率密度 𝑝(𝑉1, 𝑉2)的最大值所给出的特征温度比平均场的特

征温度低，表明局域自旋的磁涨落会抑制相变温度但不会改变一级相变的特征。

我们会在后面物理量的计算中证明只有同时考虑磁性涨落和杂化涨落之后才能

得到正确的渐变行为。接下来的计算中，我们考虑辅助场均为复数的情况。为了

视觉清晰，我们在图 3.2(c)中展示了反铁磁区间、相变点附近以及近藤屏蔽相中

杂化的边缘概率密度函数 𝑝(𝑉1) = (𝑉 𝑥
1 , 𝑉 𝑦

1 )（即从 𝑝(𝑉 𝑖, 𝑉𝑖, 𝜒, 𝜒)积分掉 𝑉2 和 𝜒）

在低温 𝑇 = 0.001下的分布情况。随 𝐽K 增加，杂化分布从以零为中心的斑点慢

慢变大，最终在近藤屏蔽相中变为一个圆环，对应“墨西哥帽”势能的形成。
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3.4.2 杂化场的互信息

由于杂化场为复变量 𝑉𝑖 = |𝑉𝑖| ei 𝜃𝑖，所以我们先分析杂化场振幅 |𝑉1|和 |𝑉2|

的互信息。图 3.3(a)分别展示了振幅互信息 𝐼(|𝑉1|; |𝑉2|)随温度与近藤耦合强度

的变化关系。在高温区，无论近藤耦合 𝐽K是大还是小，杂化场互信息总为零，表

明高温时两个杂化场之间毫无关联。当 𝐽K较小时，随温度降低，由于局域自旋

之间的磁关联增强，杂化场的振幅互信息也慢慢增加；当 𝐽K较大时，互信息随温

度降低先增加后减少，表明在低温下近藤屏蔽效应会削弱局域自旋之间磁关联。

值得注意的是，如图 3.3(a)右图所示，互信息随 𝐽K增加非单调变化，其最大值随

温度降低而迅速增加，并呈现出对数发散的行为，这可以理解为“Varma-Jones”

不动点引起的量子临界现象。图 3.3(b) 则展示了低温下杂化振幅的边缘概率密

度函数 𝑝(|𝑉1|, |𝑉2|)在反铁磁区、相变点以及近藤屏蔽区的分布情况。我们发现

在相变点附近，|𝑉1|和 |𝑉2|沿着对角线方向分布，表明两个杂化场协同涨落，引

起互信息的对数发散；在极坐标下，小 𝐽K时 𝑝(|𝑉1|, |𝑉2|)的最大值将不再位于原

点，表明即使在反铁磁单态区间也存在很强的杂化涨落。

在研究杂化场的相位互信息之前，我们需要先对辅助场的相位做规范固定，

其原因是有效作用量 (3.13)具有规范不变性 𝑉𝑖 → 𝑉𝑖 ei 𝜙𝑖 , 𝜒 → 𝜒 e− i(𝜙1−𝜙2)。为了

体现这一规范不变性，我们先对有效作用量 (3.13)做如下化简。利用公式

det
⎡
⎢
⎢
⎣

𝐷 𝐶

𝐵 𝐴

⎤
⎥
⎥
⎦

= det 𝐷 det [𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶] , … (3.29)

我们可以把有效作用量 (3.13)化简为

𝑆eff = 𝛽
2

∑
𝑖=1

𝐽K |𝑉𝑖|
2

2 + 𝛽𝐽H |𝜒|2

2 − 2 ∑𝑛
ln det(𝐴𝑛 − 𝑖𝜔𝑛) + 𝑆𝑐0, … (3.30)

这里已经利用粒子空穴对称条件使 𝜆𝑖 = 0，而 𝑆𝑐0 = − ∑𝐤𝜎 ln [1 + exp (−𝛽𝜖𝑐𝐤)]
则为自由电子的作用量，矩阵 𝐴𝑛为

𝐴𝑛 =
⎡
⎢
⎢
⎣

−Δ11(i 𝜔𝑛) 𝐽H𝜒
2 − Δ12(i 𝜔𝑛)

𝐽H𝜒
2 − Δ21(i 𝜔𝑛) −Δ22(i 𝜔𝑛)

⎤
⎥
⎥
⎦

. … (3.31)

其中 Δ𝑖𝑗(i 𝜔𝑛) = 𝐽 2
K𝑉 𝑖𝑉𝑗
4𝑁0

∑𝐤
e− i 𝐤⋅(𝐑𝐢−𝐑𝐣)

− i 𝜔𝑛+𝜖𝐤
。由于 det(𝐴𝑛 − 𝑖𝜔𝑛) 在变换 𝑉𝑖 → 𝑉𝑖 ei 𝜙𝑖 ,

𝜒 → 𝜒 e− i(𝜙1−𝜙2) 下保持不变，所以有效作用量也具有这一规范对称性。我们可

以利用这个规范对称性消除掉 𝜒 场的相位从而使 𝜒 场为非负实数。
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图 3.4 (a)相位互信息 𝐼(𝜃1; 𝜃2)随温度与近藤耦合强度的变化。(b)当温度 𝑇 = 0.001时，分

布 𝑝(𝜃1, 𝜃2)在不同 𝐽K处的比较。

Figure 3.4 (a) The phase mutual information 𝐼(𝜃1; 𝜃2) as a function of the temperature and

Kondo coupling. (b) Comparison of the distribution 𝑝(𝜃1, 𝜃2) for different 𝐽K at 𝑇 = 0.001.

图 3.4(a) 展示了杂化场的相位互信息 𝐼(𝜃1; 𝜃2) 随温度和近藤耦合强度的变

化关系。与振幅互信息类似，在高温区间相位互信息也为零，表明局域自旋间的

磁关联很弱，可以忽略不记。但与振幅互信息不同的是，相位互信息随温度降

低总是增加；且当 𝐽K较大时，相位互信息随温度的变化很小。在近藤屏蔽区间，

较高的相位互信息体现了两个杂化场相位的协同涨落。为了更清楚地体现相位

关联，我们在图 3.4(b)画出了低温下杂化相位的边缘概率密度函数 𝑝(𝜃1, 𝜃2)在反

铁磁区、相变点以及近藤屏蔽区的分布情况。当 𝐽K 较小时（即在反铁磁区间），

相位分布比较均匀，没有特殊的结构。当 𝐽K较大时（相变点附近以及近藤屏蔽

区间），相位分布与振幅分布类似，都沿对角线方向伸展，表明两个杂化场的相

位“锁定”在一起。需要注意的是，虽然 𝑝(𝜃1, 𝜃2)的图案与规范固定的选择方式

有关，但是互信息是规范不变的，

𝐼(𝜃1; 𝜃2) = 𝐼(𝜃1; 𝜃2 − 𝜃′). … (3.32)
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因此，互信息提供了一个有用的工具来度量杂化场格点间的相位相干性。此外，

由于规范对称性的存在，我们还发现相位互信息与相位香农熵有紧密联系

𝐼(𝜃1; 𝜃2) = const. − 𝐻(𝜃), … (3.33)

其中𝐻(𝜃) = − ∫ 𝑝(𝜃) log 𝑝(𝜃)𝑑𝜃为相位 𝜃 = 𝜃1 − 𝜃2的香农熵。

3.4.3 杂化涨落和杂化关联对物理量的影响

除了研究杂化分布本身的性质外，我们还可以研究杂化涨落和杂化关联对

物理量的影响。比如对于物理量 𝑄，其期望值可以表示为

⟨𝑄⟩ = ∫ 𝒟𝜙𝑝 (𝜙) 𝑄𝜙, 𝜙 ≡ (𝑉1, 𝑉 1, 𝑉2, 𝑉 2, 𝜒, 𝜒) , … (3.34)

𝑝 (𝜙) = 1
𝑍 ∫ 𝒟Ψ exp {−Ψ†𝑀 [𝜙] Ψ − 𝑆0 [𝜙]} =

exp (−𝑆eff)
𝑍 , … (3.35)

其中 𝑆0 [𝜙]为作用量中与费米子无关的部分。比如，对于格林函数，其定义为

𝐺Definition ≡ 1
𝑍 ∫ 𝒟𝜙 ∫ 𝒟Ψ exp {−Ψ†𝑀 [𝜙] Ψ − 𝑆0 [𝜙]} ΨΨ†. … (3.36)

我们可以先在每一个位形 𝜙下计算当前位形的格林函数 𝐺𝜙

𝐺𝜙 =
∫ 𝒟Ψ exp {−Ψ†𝑀 [𝜙] Ψ − 𝑆0 [𝜙]} ΨΨ†

∫ 𝒟Ψ exp {−Ψ†𝑀 [𝜙] Ψ − 𝑆0 [𝜙]}
, … (3.37)

然后再对位形平均求解出 𝐺SAF = ∫ 𝒟𝜙𝑝 (𝜙) 𝐺𝜙。很容易验证 𝐺SAF 与格林函数

的定义一致，即

𝐺SAF = 𝐺Definition. … (3.38)

图 3.5(a)展示了低温下费米能处的局域态密度 (DOS) 𝐴𝑐(𝑖, 𝜔 = 0)随近藤耦

合强度的变化关系，其中局域态密度的计算方法为

𝐴𝑐(𝑖, 𝜔 = 0) ≈ − 𝛽
𝜋 𝐺𝑐(𝑖, 𝜏 = 𝛽/2), 𝐺𝑐(𝑖, 𝜏) = −⟨𝒯𝜏[𝑐𝑖(𝜏)𝑐†

𝑖 (0)]⟩. … (3.39)

首先注意到在近藤屏蔽区，杂质处的局域态密度会受到抑制，这与扫描隧道实验

的结果一致 [107]。其次相比于平均场的一级相变引起的跃变，考虑涨落之后的

局域态密度随 𝐽K增加而连续变化，表明涨落效应会对平均场的一级相变进行修

正。此外，我们还发现在反铁磁区间，态密度就已经开始受到抑制并逐渐形成赝
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图 3.5 (a)低温 𝑇 = 0.001下我们的方法 (SAF)和平均场方法 (MF)的电子谱函数在杂质处

(𝑖 = 1)和远离杂质处 (𝑖 = 3)的对比，费米面处的谱函数被抑制（赝能隙）表明即使在

磁性区间也存在杂化涨落。(b)三组不同 𝐽K 处的电阻 𝜌随温度的变化关系，插图展示

了与平均场结果的对比。(c)低温 𝑇 = 0.001下不同杂质间距，即 |𝐑| = 1和 8时的相位

互信息的对比。插图为平均场序参量 𝜒 随 𝐽K 的变化。(d) 𝐽K = 0.4时电阻随温度的变

化，表明从单杂质极限 |𝐑| = 8到 |𝐑| = 1时，格点间相位相干性的增加会使电阻急剧

下降。插图再现了 Ce𝑥La1−𝑥Cu6 在不同 𝑥时的实验电阻率 [3]。

Figure 3.5 (a) Comparison of the our results (SAF) and themean-field results (MF) for the elec-

tron spectrum at (𝑖 = 1) and away from (𝑖 = 3) the impurity sites at 𝑇 = 0.001, showing

strong suppression (pseudogap) due to hybridization fluctuations even in the magnetic

regime. (b) Temperature evolution of the resistivity 𝜌 at three different 𝐽K compared

with the MF result (inset). (c) Comparison of the phase mutual information for different

impurity distances |𝐑| = 1 and 8 at 𝑇 = 0.001. The inset shows the mean-field order pa-

rameter 𝜒 . (d) Resistivity as a function of temperature for 𝐽K = 0.4, showing a significant

drop due to the intersite phase coherence for |𝐑| = 1 compared to that of the single im-

purity limit (|𝐑| = 8). The inset reproduces the experimental resistivity of Ce𝑥La1−𝑥Cu6

for various 𝑥 [3].
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能隙，表明相变点处很强的杂化涨落会慢慢破坏局域自旋间的反铁磁单态并对

物理量产生很大的且可观测的影响。

除局域态密度外，我们还研究了电阻 𝜌 ≈ −𝜋𝑇 2

𝑔𝑥𝑥(𝜏=𝛽/2) 随温度的变化关系，其中

𝑔𝑥𝑥(𝜏)为流流关联函数

𝑔𝑥𝑥(𝜏) = −⟨𝒯𝜏𝑗𝑥(𝜏)𝑗𝑥(0)⟩. … (3.40)

在二维正方晶格中，流算符 𝑗𝑥(𝜏)可以表示为

𝑗𝑥(𝜏) = i 𝑡 ∑
𝑙𝜎

[𝑐†
𝑙+𝑥,𝜎𝑐𝑙,𝜎 − h.c.], … (3.41)

其中 𝑡 = 1
4 为导带电子近邻跃迁强度。由于在每一个位形 𝜙下，作用量可以表示

为费米子的双线性，因此我们可以利用Wick定理计算每一个位形下的流流关联

𝑔𝜙
𝑥𝑥 (𝜏) = 𝑡2

∑
𝑖𝛼,𝑗𝛽

[𝐺𝑖,𝑖+𝑥,𝛼 (𝜏, 𝜏) − 𝐺𝑖+𝑥,𝑖,𝛼 (𝜏, 𝜏)] [𝐺𝑗,𝑗+𝑥,𝛽 (0, 0) − 𝐺𝑗+𝑥,𝑗,𝛽 (0, 0)]

+ 𝑡2
∑
𝑖𝑗,𝛼

[−𝐺𝑗,𝑖+𝑥,𝛼 (−𝜏) 𝐺𝑖,𝑗+𝑥,𝛼 (𝜏) + 𝐺𝑗+𝑥,𝑖+𝑥,𝛼 (−𝜏) 𝐺𝑖,𝑗,𝛼 (𝜏)

+𝐺𝑗,𝑖,𝛼 (−𝜏) 𝐺𝑖+𝑥,𝑗+𝑥,𝛼 (𝜏) − 𝐺𝑗+𝑥,𝑖,𝛼 (−𝜏) 𝐺𝑖+𝑥,𝑗,𝛼 (𝜏)] ,

… (3.42)

然后再对位形平均求出最终结果 [108, 109]。图 3.5(b)展示了电阻随温度的变化

关系。我们发现电阻在相变点附近对数发散，在反铁磁区间被抑制，在近藤屏蔽

区间达到饱和，分别对应非费米液体，金属态和近藤屏蔽三种不同的行为。此外，

如图 3.5(b)的插图所示，平均场下电阻会出现跃变，而静态辅助场近似下电阻连

续变化，表明辅助场的涨落会抑制相变而得到与实验更接近的渐变行为，再一次

证明了考虑杂化涨落的重要性和静态辅助场近似的优点。

以上是杂化涨落对物理量的影响。除杂化涨落外，静态辅助场方法还能很好

地处理杂化场的空间关联。虽然互信息能比较好地反应杂化关联，但是互信息不

是一个可直接测量的物理量。于是我们比较了实验可观测量，比如电阻和互信息

随杂质距离 |𝐑| = |𝐑2 − 𝐑1|的变化关系来间接揭示互信息对物理量的影响。图

3.5(c)比较了 |𝐑| = 1和 8时的互信息，插图则比较了平均场序参量 𝜒 的变化。

我们发现当杂质间的距离较大 (|𝐑| = 8)时，在近藤屏蔽区间相位互信息和序参

量 𝜒 同时为零，表明两个杂质相互独立，体系表现出单杂质近藤模型的特征。只

有当距离较小 (|𝐑| = 1)时，近藤屏蔽区间的相位互信息和序参量 𝜒 才为有限值，
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表明两杂质与单杂质模型有根本性的差别；同时表明相位互信息与格点间的磁

关联有紧密联系 [6, 26]。图 3.5(d)则比较了不同距离时电阻的变化关系，我们发

现从单杂质极限 |𝐑| = 8到两个杂质之间出现相位关联 |𝐑| = 1，电阻急剧下降，

与 Ce𝑥La1−𝑥Cu6 增加 𝑥的实验结果一致 [3, 110]，同时也暗示着近藤晶格模型的

相干性可能与杂化场的相位关联有关。

3.5 本章小结

我们提出了研究两杂质近藤-海森堡模型中杂化物理的静态辅助场近似方法，

该方法能有效地处理杂化场的空间涨落和空间关联。通过蒙特卡洛方法对杂化

分布取样后，我们还进一步利用互信息来揭示杂化分布的物理性质。我们发现杂

化场的振幅互信息能揭示零温下的量子相变而相位互信息则能很好地反映不同

格点之间的相位相干性。此外，通过计算态密度和电阻，我们证明了当考虑所有

的涨落效应后，平均场理论的一级相变会被抑制而变为正确的渐变行为。通过与

实验结果的比较，我们还揭示了杂化场的相位相干性的重要性。

静态辅助场近似方法能很容易地推广到多杂质和晶格模型的研究中。在稠

密的近藤晶格体系中，即使杂化场的 Ginzburg-Landau理论也会给出错误的相变

预言 [30–32]，我们预期只有充分考虑了所有的高阶涨落效应后才能得到正确的

渐变行为。同时我们还希望能利用该方法揭示杂化场的相位相干性与重费米子

体系中相干温度之间的联系，以及进一步探索丰富的杂化构型 [111–113]。
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第 4章 量子功的泛函路径积分方法

本章关注多体系统的非平衡性质。我们发展了计算多体系统量子功的泛函

路径积分方法，克服了旧方法不易推广到任意非平衡过程的缺点。我们还研究了

三个不同模型中的量子功和动力学量子相变，展示了新方法在处理任意非平衡

过程中的优点。最后，我们以伊辛-近藤模型为例阐述了如何将路径积分与蒙特

卡洛方法结合并推广到强关联电子系统的非平衡物性的研究中。

4.1 研究背景

随着涨落关系 [114–121]、多体局域化 [122–124]、时间晶体 [125, 126]、动

力学量子相变 [14, 34, 127–129] 等新奇现象的发现和概念的提出，非平衡物理

吸引了越来越多科研工作者的关注。在实验方面，得益于实验技术的突飞猛进，

人们可以精确地控制越来越大和越来越复杂的量子系统 [130–132]。比如，人们

可以在离子阱或冷原子平台上模拟几十甚至上百个量子比特，并在其中观察和

验证这些新奇的非平衡现象 [133, 134]。在理论方面，虽然人们发展了一系列诸

如 Keldysh格林函数 [135]、量子主方程 [136]、非平衡版本的密度矩阵重整化群

[137]和动力学平均场理论 [138]等方法来试图理解各种各样的非平衡物理并取

得了很多重要的进展，但迄今为止，一个统一的理论框架还远远没有建立起来。

量子热力学则试图为我们提供一个新的热力学框架来描述不同体系中的各

种非平衡物理现象 [139–143]。众所周知，单粒子系统可由量子力学描述，而阿

伏伽德罗常数（热力学极限）个粒子的系统可以由量子统计力学描述。量子热力

学则是沟通量子力学和量子统计力学的桥梁，它的研究对象不仅包括少体和多

体系统，还涵盖介于单粒子系统和多体系统之间的不“多”不“少”的有限粒子

数的体系 [144]。在量子热力学中，量子功是一个最基本但同时也是最重要的物

理量。它包含了非平衡过程的所有热力学信息，其在非平衡过程中的地位类似

于配分函数在平衡态物理中的地位。它不仅可以刻画非平衡的动力学量子相变

和涨落关系 [34, 118, 119]，还可以描述平衡态的量子相变和临界现象 [145, 146]。

此外，它还与保真度和 Loschmidt回波等物理量密切相关 [147]。鉴于量子功的

重要性，接下来我们先简单介绍量子功的概念。
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图 4.1两次投影测量中的量子功示意图。在初始时刻进行第一次测量，体系处于能量为 𝐸𝑖
𝑛

的本征态 |𝑛𝑖⟩，经过一段时间的演化后，进行第二次测量，体系位于能量为 𝐸𝑓
𝑚 的本征

态 |𝑚𝑓 ⟩，这个过程中系统做的功为𝑊 = 𝐸𝑓
𝑚 − 𝐸𝑖

𝑛。

Figure 4.1 A schematic diagram of the quantumwork via two-point energymeasurements. The

first measurement is performed at initial time and the system is in the eigenstate |𝑛𝑖⟩ with

energy 𝐸𝑖
𝑛. After a period of evolution, a second measurement is made and the system is

in the eigenstate |𝑚𝑓 ⟩ with energy 𝐸𝑓
𝑚 . The work done in this process is 𝑊 = 𝐸𝑓

𝑚 − 𝐸𝑖
𝑛.

如图 4.1所示，对于一个量子体系，假设在 𝑡 = 0时进行第一次测量，体系

处于能量为 𝐸𝑖
𝑛 的本征态 |𝑛𝑖⟩，经过一段时间的演化后，在 𝑡 = 𝑇0 时刻再进行第

二次测量，体系位于能量为 𝐸𝑓
𝑚 的本征态 |𝑚𝑓 ⟩。在这一过程中，体系做的功为

𝑊 = 𝐸𝑓
𝑚 − 𝐸𝑖

𝑛。由于每次测量时体系可能塌缩到不同的本征态，因此系统做功也

不同。我们需要引入功的概率密度函数来刻画这一随机性

𝑝(𝑊 ) = ∑𝑛,𝑚
𝛿(𝑊 − 𝐸𝑓

𝑚 + 𝐸𝑖
𝑛)𝑃 (𝑚𝑓 ∣ 𝑛𝑖) 𝑃 (𝑛𝑖) , … (4.1)

其中 𝑃 (𝑛𝑖) = exp(−𝛽𝐸𝑖
𝑛)/𝑍(0)代表初始时刻的平衡态正则分布，𝑍(0)为初始时刻

的配分函数，𝑃 (𝑚𝑓 ∣ 𝑛𝑖) ≡ |⟨𝑚𝑓 |𝑈(𝑇0, 0)|𝑛𝑖⟩|2 则代表从初态 |𝑛𝑖⟩到末态 |𝑚𝑓 ⟩的

跃迁概率，𝑈(𝑇0, 0) = 𝒯 exp [− i ∫𝑇0
0 𝑑𝑡𝐻(𝑡)]为时间演化算符（𝒯 为时序算符）。

在计算过程中，我们把普朗克常数 ℏ设为单位一。

在 2018年以前，人们常常通过基于哈密顿量的算符形式来研究功分布 [148–

153]。这种方法能较好地处理哈密顿量中某个参数突变的情况，但不易推广到任

意非平衡过程和有限温过程，而且不能很好地处理开放系统。针对这一问题，K.

Funo 和 H. T. Quan 在 2018 年首次引入路径积分表述来研究单粒子体系中的功
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分布 [154]。他们通过引入功泛函的概念，证明了功分布的量子经典对应关系，

并进一步以孤立和开放系统的谐振子为例说明了量子功路径积分表述的优势。

在 2019年，我们对量子功的路径积分表述做了进一步的推广，首次利用泛函路

径积分来研究多体物理中的功分布。我们还以横场伊辛模型、Su-Schrieffer-Heeger

(SSH)模型和Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS)模型为例证明了泛函路径积分方法

的有效性和处理任意非平衡过程的优势 [147]。随后，Z. Fei和 H. T. Quan利用群

表示论中的费米子和玻色子求迹公式推导了双线性模型在任意非平衡过程中的

功分布，并以谐振子和一维量子XY模型为例展示了该方法的有效性 [155]。对于

弱相互作用模型，Z. Fei和H. T. Quan在 2020年基于 Schwinger-Keldysh格林函数

方法推导了特征函数的微扰展开表达式 [156]。A. Grabarits等人则在 2021年利用

随机矩阵理论研究了无序自由费米子气体在参数突变情况下的功分布 [157]。由

此可见，我们的工作为研究多体系统在任意非平衡条件下的功分布打下了基础。

4.2 量子功在多体物理中的应用

量子功在多体物理中有着广泛的应用。比如人们利用量子功研究了横场伊辛

模型、XY模型、XXZ模型、Luttinger液体以及低维量子气体中的功分布、Kibble-

Zurek机制、临界指数和动力学量子相变等 [158–168]。本文主要利用量子功研究

多体物理中平衡态相变的临界指数以及非平衡动力学量子相变。下面分别予以

介绍。

4.2.1 临界指数

根据式 (4.1)，我们可以定义出系统的平均功 ⟨𝑊 ⟩ = ∫ 𝑑𝑊 𝑝 (𝑊 ) 𝑊。对于孤

立系统，功总是大于或等于初末两态的自由能之差 Δ𝐹，因此我们可以进一步定

义不可逆功 ⟨𝑊irr⟩ = ⟨𝑊 ⟩ − Δ𝐹。不可逆功 ⟨𝑊irr⟩可以用于刻画非平衡过程的不

可逆性。对于参数突变的过程，如哈密顿量是外场 ℎ的函数𝐻 ≡ 𝐻 (ℎ)，当外场

从 ℎ𝑖突变到 ℎ𝑓 = ℎ𝑖 + 𝛿时，人们发现零温不可逆功与基态能的二阶导数相联系，

于是我们可以通过不可逆功来研究二级量子相变和相应的临界指数。2015年，S.

Sharma等人发现在热敏感极限下 (heat susceptibility limit)，即 𝛿−𝜈 是最大的特征
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尺度时，零温不可逆功密度 ⟨𝑤irr⟩ = ⟨𝑊 ⟩ /𝑁𝑑 具有如下的标度行为 [145]

⟨𝑤irr⟩ /𝛿2 ∼ 𝜆𝜈(𝑑+𝑧)−2, 𝛿−𝜈 > 𝑁 > 𝜆−𝜈

∼ 𝑁2/𝜈−(𝑑+𝑧), 𝛿−𝜈 > 𝜆−𝜈 > 𝑁,
… (4.2)

其中𝑁 是体系的尺寸，𝑑 是空间维度，𝜈是关联长度的临界指数，𝑧是动力学指

数，𝜆是初始参数与临界点 ℎ𝑐 的距离 𝜆 = |ℎ𝑖 − ℎ𝑐|。在热力学极限下，𝑁 是最大

的特征长度，此时标度关系为

⟨𝑤irr⟩ /𝛿2 ∼ 𝛿𝜈(𝑑+𝑧)−2, 𝑁 > 𝜆−𝜈 > 𝛿−𝜈

∼ 𝜆𝜈(𝑑+𝑧)−2, 𝑁 > 𝛿−𝜈 > 𝜆−𝜈 .
… (4.3)

此外，当初始时刻系统非常靠近临界点，即 𝜆−𝜈 是最大的特征尺度时，零温不可

逆功密度的标度行为变为

⟨𝑤irr⟩ /𝛿2 ∼ 𝛿𝜈(𝑑+𝑧)−2, 𝜆−𝜈 > 𝑁 > 𝛿−𝜈

∼ 𝑁2/𝜈−(𝑑+𝑧), 𝜆−𝜈 > 𝛿−𝜈 > 𝑁.
… (4.4)

值得注意的是，当 𝜈 (𝑑 + 𝑧)超过 2时，⟨𝑤irr⟩是非普适的；当 𝜈 (𝑑 + 𝑧) = 2时，不

可逆功的标度行为中会存在一个对数修正 [145]。

4.2.2 动力学量子相变

2013年，M. Heyl等人在横场伊辛模型的研究中首次提出了动力学量子相变

的概念 [34]。随后人们在越来越多的模型中发现了动力学量子相变，如拓扑模型

[169]，非厄米模型 [170]，Floquet系统 [171]、开放系统 [172]等。虽然动力学量

子相变吸引了很多科学工作者的关注，但由于研究手段的限制，之前的研究主要

集中于参数突变或随时间周期性变化的情况 [14, 171, 173]。在本文中，我们借助

泛函路径积分方法研究了不同非平衡条件条件下的动力学量子相变，加深了我

们对这种发生在时间方向上的相变的认识。下面我们先简单介绍动力学量子相

变的概念并阐述如何利用量子功研究动力学量子相变。动力学量子相变中最核

心的物理量是 Loschmidt回波

ℒ (𝑡) = |⟨𝜓0 |e− i 𝐻𝑡| 𝜓0⟩|
2 . … (4.5)

它刻画的是初态 |𝜓0⟩经过一段时间演化后系统的末态 |𝜓0 (𝑡)⟩ = e− i 𝐻𝑡 |𝜓0⟩回到

初态的概率幅。Loschmidt回波可以视为边界配分函数 (boundary partition function)
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𝑍𝐵 = ⟨𝜓0 |e−𝑅𝐻 | 𝜓0⟩在时间方向上的推广 𝑅 = i 𝑡。因此我们可以定义相应的动

力学自由能密度

𝜆 (𝑡) = − lim
𝑁→∞

1
𝑁𝑑 ln ℒ (𝑡) , … (4.6)

其在时间方向上的奇异性被称为动力学量子相变。值得注意的是，当系统不做功

时就代表体系回到了初态，因此 𝑝 (𝑤 = 0)可以被视为 Loschmidt回波，这意味着

我们可以通过分析功分布来研究动力学量子相变。

4.3 量子功的泛函路径积分表述

在之前的研究中，人们主要是通过求解哈密顿量本征值的时间演化来计算

功分布，这一方法不易推广到混合态和任意非平衡过程。针对这一问题，我们发

展了计算多体系统量子功的泛函路径积分方法，这一方法能克服旧方法不易推

广的缺点，并且在参数突变的情况下能得到与哈密顿量本征值方法相同的结果。

在这一小节中，我们将详细介绍我们的工作。

4.3.1 任意非平衡条件下的量子功

我们先引入功分布的特征函数来消除公式 (4.1)中的 𝛿函数：

𝐺 (𝑢) = ∫
∞

−∞
𝑑𝑊 exp (i 𝑢𝑊 ) 𝑝(𝑊 )

= 𝑍−1
0 Tr [𝑈 † (𝑇0, 0) ei 𝑢𝐻(𝑇0) 𝑈 (𝑇0, 0) e−(i 𝑢+𝛽)𝐻(0)

] ,
… (4.7)

其中 𝑍0 = Tr e−𝛽𝐻(0) 是 𝑡 = 0时的配分函数。我们注意到特征函数 𝐺 (𝑢)和配分

函数𝑍0有很大的相似性，都可以写为对指数函数的求迹。因此如图 4.2所示，我

们可以利用时间切片的方式引入泛函路径积分来计算特征函数 𝐺 (𝑢)。

考虑最简单的双线性模型

𝐻 (𝑡) = ∑
𝑘

Ψ†
𝑘𝐴𝑘 (𝑡) Ψ𝑘, … (4.8)

其中 𝐴𝑘(𝑡) = 𝐝𝑘(𝑡) ⋅ 𝝈 为依赖于具体模型的 2 × 2矩阵，𝝈 = {𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧}为泡利

矩阵。公式 (4.8)虽然简单，但它代表了凝聚态物理中的多个经典模型。对它的

深入研究还可以为我们进一步研究相互作用模型中的非平衡物理打下基础。由

于模型 (4.8)中的动量是一个好量子数，所以特征函数可以写为 𝐺(𝑢) = ∏
𝑘

𝐺𝑘(𝑢)，
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图 4.2泛函路径积分的时间围道 𝒞。蓝色圆圈代表离散的时间点，其中 Δ𝑡 = 𝑇0/𝑀。𝑡 = 0和

𝑇0 处的红色圆点和线表示在这些地方需要额外计算的算符。

Figure 4.2 Time contour 𝒞 for the functional field integral. Blue circles represent discretized

time points withΔ𝑡 = 𝑇0/𝑀 . Red dots and line at 𝑡 = 0 and 𝑇0 denote additional operators

to be evaluated at these points.

其中

𝐺𝑘(𝑢) =
Tr [𝑈𝑘 (0, 𝑇0) ei 𝑢𝐻𝑘(𝑇0) 𝑈𝑘 (𝑇0, 0) e−(i 𝑢+𝛽)𝐻𝑘(0)

]
Tr [e−𝛽𝐻𝑘(0)]

. … (4.9)

时间演化算符则可以表示为：

𝑈𝑘 (𝑇0, 0) = lim
𝑀→∞

e− i 𝐻𝑘(𝑡𝑀,𝑀+1)Δ𝑡 ⋯ e− i 𝐻𝑘(𝑡1,2)Δ𝑡 . … (4.10)

这里我们已经把时间 𝑇0分成了𝑀 份，所以有 Δ𝑡 = 𝑇0/𝑀。如图 4.2所示，我们

利用费米子相干态的过完备性，在时间回路 0 → 𝑇0 → 0中的每一个无限小时间

间隔 Δ𝑡处插入单位一

1̂ = ∫ 𝑑 [𝜓 𝑗 , 𝜓 𝑗
] e−𝜓𝑗𝜓𝑗

|𝜓 𝑗⟩ ⟨𝜓 𝑗| , … (4.11)

其中 |𝜓 𝑗⟩为定义在时刻 𝑡𝑗 (𝑗 = 1, 2, … , 2𝑀 + 2)上的相干态 [174]。然后我们再

进一步对 exp [− (i 𝑢 + 𝛽) 𝐻𝑘 (0)]和 exp [i 𝑢𝐻𝑘 (𝑇0)]中的系数 (i 𝑢 + 𝛽)和 i 𝑢做类

似的时间切片并插入单位一。最后利用费米子相干态的积分公式

∫ 𝑑 [𝜓, 𝜓] exp (−𝜓𝐴𝜓 + 𝜒𝜓 + 𝜓𝜒) = det (𝐴) exp (𝜒𝐴−1𝜒) , … (4.12)

我们可以把公式 (4.7)化简为

𝐺(𝑢) = ∏
𝑘

2 + Tr [𝐶†
𝑘 (𝑇0) ei 𝑢𝐴𝑘(𝑇0) 𝐶𝑘 (𝑇0) e−(i 𝑢+𝛽)𝐴𝑘(0)

]
2 + Tr [e−𝛽𝐴𝑘(0)]

, … (4.13)
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式中

𝐶𝑘 (𝑇0) = 𝒯 exp [− i ∫
𝑇0

0
𝑑𝑡𝐴𝑘 (𝑡)] = e− i Δ𝑡𝐴𝑘(𝑡𝑀,𝑀+1) ⋯ e− i Δ𝑡𝐴𝑘(𝑡1,2) . … (4.14)

对于任意的非平衡过程，我们可以利用矩阵乘法高效地计算 𝐶𝑘 (𝑇0)，从而计算

出特征函数。值得注意的是，公式 (4.13)是本节的核心公式，原因是我们可以通

过特征函数求出体系的各种热力学量，如功分布、平均功，自由能之差，不可逆

功，不可逆熵等。

平均功：平均功和特征函数的一阶矩相联系 ⟨𝑊 ⟩ = − i 𝑑𝐺(𝑢)/𝑑𝑢|𝑢=0。由于

功是广延量，我们常常更关心平均功密度 ⟨𝑤⟩ = ⟨𝑊 ⟩ /𝑁𝑑，其中 𝑁 代表格点数，

𝑑 是空间维度。对于模型 (4.8)，平均功密度的表达式为

⟨𝑤⟩ = 1
𝑁𝑑 ∑

𝑘

Tr [(𝐶†
𝑘(𝑇0)𝐴𝑘(𝑇0)𝐶𝑘(𝑇0) − 𝐴𝑘 (0)) e−𝛽𝐴𝑘(0)

]
2 + Tr [e−𝛽𝐴𝑘(0)]

. … (4.15)

自由能：众所周知，对于任意的非平衡过程，初末两平衡态的自由能之差

Δ𝐹 与这个过程中外界对该系统所做的功有这样的关系：Δ𝐹 ≤ 𝑊。这是一个不

等式且只有在准静态过程时等号才成立，因此我们很难用传统的办法求得自由

能的变化。1997年，Jarzynski发现了一个恒等式 ⟨e−𝛽𝑊 ⟩ = e−𝛽Δ𝐹，为这一问题

提供了一个可行的解决方案 [118, 119]。这个恒等式的含义是我们可以通过对功

的指数函数做平均来求得自由能变化。虽然 Jarzynski最初是基于经典系统提出

的这个恒等式，但把该等式推广到量子系统是非常容易的。我们把式 (4.7)中的

𝑢取为 i 𝛽 就可以得到量子系统的 Jarzynski恒等式

⟨e−𝛽𝑊 ⟩ = ∫
∞

−∞
𝑑𝑊 e−𝛽𝑊 𝑝 (𝑊 ) =

Tr [e−𝛽𝐻(𝑇0)]
Tr [e−𝛽𝐻(0)]

= e−𝛽Δ𝐹 . … (4.16)

于是自由能与特征的函数的关系可以表示为 Δ𝐹 = − 1
𝛽 ln 𝐺 (i 𝛽)。

不可逆功：如前所述，对于孤立系统，功总是大于或等于初末两态的自由能

之差，因此我们可以定义不可逆功 ⟨𝑊irr⟩ = ⟨𝑊 ⟩ − Δ𝐹，其满足 ⟨𝑊irr⟩ ⩾ 0。

不可逆熵：当系统没有热传递时，我们还可以进一步定义出系统的不可逆熵

Δ𝑆 = 𝛽 ⟨𝑊irr⟩。不可逆功和不可逆熵都可以用于描述非平衡过程的不可逆性。

功分布：在实际计算中我们所遇到的特征函数 𝐺 (𝑢) 常常没有很好的性质，

因此我们很难通过数值傅里叶变换求出功分布。为了求出功分布，我们需要用到

57



路径积分方法在强关联电子系统中的应用

Gärter-Ellis定理 [175, 176]：量子功随着系统的尺寸呈现出指数依赖关系 𝑝(𝑤) ∼

𝑒−𝑁𝑑𝑟(𝑤)，其中比率函数 (rate function) 𝑟(𝑤)可以通过 Legendre-Fenchel变换得到

𝑟(𝑤) = − inf
𝑅∈ℝ

[𝑤𝑅 − 𝑐(𝑅)], … (4.17)

𝑐(𝑅) = − lim
𝑁→∞

𝑁−𝑑 ln 𝐺(𝑢 = i 𝑅), … (4.18)

需要注意的是，𝑐(𝑅)的值域包含正负无穷 𝑅 = ±∞。

4.3.2 参数突变情况下的量子功

对于模型 (4.8) 中的一个简单淬火 (quench) 过程，即当参数从 𝑡 = 0− 时的

𝐴0
𝑘 = 𝐝0

𝑘 ⋅ 𝝈 突变到 𝑡 = 𝑇0 = 0+ 时的 𝐴1
𝑘 = 𝐝1

𝑘 ⋅ 𝝈，利用上一小节中的公式我们可

以计算出这一过程的自由能密度 Δ𝑓

Δ𝑓 = Δ𝐹
𝑁𝑑 = − 1

𝛽𝑁𝑑 ∑
𝑘

ln
cosh2 (𝛽𝐸1

𝑘/2)
cosh2 (𝛽𝐸0

𝑘/2)
, … (4.19)

和平均功密度 ⟨𝑤⟩

⟨𝑤⟩ = 1
𝑁𝑑 ∑

𝑘

[(𝐸0
𝑘)

2 − 𝐝0
𝑘 ⋅ 𝐝1

𝑘] tanh (
1
2𝛽𝐸0

𝑘)
𝐸0

𝑘
, … (4.20)

其中 𝐸0,1
𝑘 = |𝐝

0,1
𝑘 |。对于一个无穷小的突变过程

𝐝0
𝑘 = (𝑥0

𝑘, 𝑦0
𝑘, 𝑧0

𝑘) → 𝐝1
𝑘 = (𝑥0

𝑘 + 𝛿, 𝑦0
𝑘, 𝑧0

𝑘) , … (4.21)

对小量 𝛿 做微扰展开后，我们发现在零温时的不可逆功密度 ⟨𝑤irr⟩ = ⟨𝑤⟩ − Δ𝑓

与能量的二阶导数相联系

⟨𝑤irr⟩ = ∑
𝑘

𝛿2

2𝑁𝑑
𝜕2𝐸𝑘
𝜕𝑥2

𝑘
|𝑥𝑘=𝑥0

𝑘

. … (4.22)

上式意味着我们可以通过不可逆功来研究二级量子相变及其临界指数。

4.4 模型与计算结果

我们在前面两节分别介绍了量子功在平衡与非平衡量子相变中的应用以及

如何利用泛函路径积分来研究任意双线性模型在任意非平衡条件下的量子功。这

一节我们将以横场伊辛模型为例详细展示该方法。我们通过计算参数突变下的

功分布并与之前哈密顿量方法的计算结果进行比较来证明泛函路径积分方法的

正确性。随后我们将进一步研究 SSH模型和 BCS模型中的功分布并将其推广到

参数非突变的情况，从而比较不同非平衡条件下的动力学量子相变。
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(a) (b)N=50 N=51

图 4.3一维周期性边界条件的反铁磁横场伊辛模型的能级图。(a)偶数格点 𝑁 = 50，(b)奇

数格点𝑁 = 51。图中 𝐸0 为基态能。

Figure 4.3 The low-energy levels of the antiferromagnetic transverse field Ising model with

periodic boundary condition. (a) even number of lattice sites, 𝑁 = 50, (b) odd number

of lattice sites, 𝑁 = 51. 𝐸0 denotes the ground state energy in both figures.

4.4.1 横场伊辛模型

横场伊辛模型是研究多体物理的最简单模型。对它的深入研究能加深我们

对各种物理概念的理解，如量子相变、自发对称破缺、临界现象、阻挫效应、对

偶性、重整化、量子经典对应以及动力学量子相变等 [12, 177–179]。横场伊辛模

型最早是由 de Gennes在 1963年研究磷酸二氢钾晶体的铁电性时提出 [180]，其

哈密顿量为

𝐻 = −𝐽
𝑁

∑
𝑗=1

𝜎𝑥
𝑗 𝜎𝑥

𝑗+1 − ℎ
𝑁

∑
𝑗=1

𝜎𝑧
𝑗 , … (4.23)

其中 𝜎𝛼
𝑗 (𝛼 = 𝑥, 𝑧)为第 𝑗 个格点上的泡利矩阵，𝜎𝛼

𝑁+1 = 𝜎𝛼
1 代表周期性边界条件，

ℎ为横向磁场，𝐽 > 0代表铁磁相互作用，𝐽 < 0则为反铁磁相互作用。de Gennes

发现该模型的平均场相图与实验结果吻合得很好，于是越来越多的科研工作者

开始研究这一模型。在 1970年，P. Pfeuty求解了一维铁磁相互作用的横场伊辛

模型，证明了该模型在零温下会发生量子相变且该相变可以由朗道自发对称破

缺理论来描述 [181]。在 2016年，我们严格求解了周期性边界条件下的一维反铁

磁横场伊辛模型，发现当格点数为奇数时,体系存在环阻挫 (Ring frustration)效应

[182]。我们的研究表明环阻挫效应会诱导出一个新颖的无能隙相且相变时不会

发生自发对称破缺，如图 4.3所示。我们证明了这个无能隙相即使在热力学极限

下依然稳定存在且拥有很高的基态纠缠熵。我们还严格求解了该模型在 𝐽/ℎ > 1
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区间的基态自旋关联函数。我们发现当格点数𝑁 为奇数时，

⟨𝜓| 𝜎𝑥
𝑗 𝜎𝑥

𝑗+𝑟 |𝜓⟩odd = (−1)𝑟
(1 − ℎ2

|𝐽 |2 )
1/4

(1 − 2𝛼) , 𝛼 = 𝑟
𝑁 . … (4.24)

当格点数𝑁 为偶数时，

⟨𝜓| 𝜎𝑥
𝑗 𝜎𝑥

𝑗+𝑟 |𝜓⟩even = (−1)𝑟
(1 − ℎ2

|𝐽 |2 )
1/4

. … (4.25)

因此即使在热力学极限下 𝑁 → ∞，我们依然可以固定 𝛼 → 0.5，即两个自旋之

间的间距也很大时 𝑟 → ∞，有环阻挫效应的奇数格点体系的自旋关联函数将变

为零，而无环阻挫效应的偶数格点体系的自旋关联函数为常数且不随两个自旋

之间的距离 𝑟变化，表明格点数目的奇偶性变化会显著影响体系的物理性质。随

后人们在一维 XY模型、XXZ模型、海森堡模型以及其他变种模型中也发现了

环阻挫效应 [183–193]。这种由于格点数的奇偶性变化引起的量子相变为进一步

建立超越朗道相变理论的新框架提供了一个典型案例。

由于做功与体系的能级变化密切相关，因此不同格点数会对功分布造成很

大的影响。本小节的目的是利用横场伊辛模型验证我们方法的正确性，为了便于

和文献中的结果做比较，我们仅考虑铁磁相互作用和偶数个格点的情况，此时模

型在 ℎ = 𝐽 处发生量子相变。利用 Jordan-Wigner变换

𝜎+
𝑗 =

(𝜎𝑥
𝑗 + i 𝜎𝑦

𝑗 )
2 = 𝑐†

𝑗 exp
⎛
⎜
⎜
⎝
i 𝜋 ∑

𝑙<𝑗
𝑐†

𝑙 𝑐𝑙
⎞
⎟
⎟
⎠

, … (4.26)

我们可以把自旋模型映射为无自旋的费米子模型

𝐻 = 𝑁ℎ − 2ℎ
𝑁

∑
𝑗=1

𝑐†
𝑗 𝑐𝑗 − 𝐽

𝑁−1

∑
𝑗=1

(𝑐†
𝑗 − 𝑐𝑗) (𝑐†

𝑗+1 + 𝑐𝑗+1)

+ 𝐽 exp (i 𝜋𝑀) (𝑐†
𝑁 − 𝑐𝑁) (𝑐†

1 + 𝑐1) ,

… (4.27)

其中 𝑀 = ∑𝑁
𝑙=1 𝑐†

𝑙 𝑐𝑙 是总粒子数。由于哈密顿量中粒子数的奇偶性不变，因此

体系的宇称 exp (i 𝜋𝑀) 守恒。当粒子数为偶数时，我们可以定义反周期边界条

件 𝑐𝑁+1 = −𝑐1；当粒子数为奇数时，我们可以令费米子满足周期性边界条件

𝑐𝑁+1 = 𝑐1。于是上式可以化简为 [194]

𝐻 = 𝑃 +𝐻 (𝑒)𝑃 + ⊕ 𝑃 −𝐻 (𝑜)𝑃 −, … (4.28)
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其中

𝑃 ± = 1
2

⎡⎢⎢⎣
1 ±

𝑁

∏
𝑛=1

(1 − 2𝑐†
𝑛𝑐𝑛)

⎤⎥⎥⎦
, … (4.29)

为投影算符，而 𝐻 (𝑒/𝑜) 则分别代表偶宇称/奇宇称的子空间。原则上我们需要精

确求解不同子空间的哈密顿量，但在热力学极限下，两个子空间的能级结构将趋

于一致。为了方面起见，本文仅考虑偶宇称的子空间，此时哈密顿量可化简为

𝐻 = 𝑁ℎ − 2ℎ
𝑁

∑
𝑗=1

𝑐†
𝑗 𝑐𝑗 − 𝐽

𝑁

∑
𝑗=1

(𝑐†
𝑗 − 𝑐𝑗) (𝑐†

𝑗+1 + 𝑐𝑗+1) . … (4.30)

利用傅里叶变换

𝑐𝑞 = 1
√𝑁

𝑁

∑
𝑗=1

𝑐𝑗 exp(i 𝑞𝑗), … (4.31)

我们可以把哈密顿量改写为如下标准形式

𝐻 = ∑
𝑘>0

Ψ†
𝑘 (𝐝𝑘 ⋅ 𝝈) Ψ𝑘, … (4.32)

其中

Ψ†
𝑘 = (𝑐†

𝑘, 𝑐−𝑘), 𝐝𝑘 = (0, −2𝐽 sin 𝑘, −2ℎ − 2𝐽 cos 𝑘). … (4.33)

式中动量 𝑘为 ±𝜋(2𝑚 − 1)/𝑁, (𝑚 = 1, … , 𝑁/2)。在后面的计算中，我们把铁磁相

互作用强度 𝐽 设为单位一。

首先考虑最简单的单次 quench过程，即外场 ℎ从 ℎ0 突变到 ℎ1 = ℎ0 + 𝛿 的

情况。此时特征函数可以表示为

𝐺𝑘 (𝑢) = 1
2 sech2 (𝛽𝐸0

𝑘/2) {1 + cos (𝑢𝐸1
𝑘) cos [𝐸0

𝑘 (𝑢 − i 𝛽)]

+
𝐝0

𝑘 ⋅ 𝐝1
𝑘

𝐸0
𝑘𝐸1

𝑘
sin (𝑢𝐸1

𝑘) sin [𝐸0
𝑘 (𝑢 − i 𝛽)]},

… (4.34)

其中 𝐸0,1
𝑘 = |𝐝0,1

𝑘 |。然后利用 Gärter-Ellis定理，我们可以求出体系的功分布。图

4.4(a) 和 4.4(b) 分别为参数突变并跨过相变点时不同温度下的比率函数 𝑟(𝑤) 和

功分布 𝑝(𝑤)。计算结果表明功分布 𝑝(𝑤)只在某个区间 [𝑤min, 𝑤max]内不为零，在

这个区间之外功分布恒为零，相应地，比率函数为无穷大 𝑟(𝑤) = ∞。其原因如

下，在零温时，quench前系统处于基态，当 quench后的系统也处于基态时，系

统做功最小，因此最小功为两个基态的能量差

Δmin = Δ𝑓 = − 1
𝑁𝑑 ∑

𝑘
[𝐸1

𝑘 − 𝐸0
𝑘] , … (4.35)
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图 4.4不同逆温度 𝛽下，横场伊辛模型中的参数从 ℎ0 = 0.5突变到 ℎ1 = 2.0这一单次 quench

过程中的比率函数 𝑟(𝑤)。(b)为相应的功分布函数 𝑝(𝑤) ∼ 𝑒−𝑁𝑟(𝑤)。(c)和 (d)分别为特

征函数 𝐺(𝑢)的实部和虚部。图中格点大小取为𝑁 = 20。

Figure 4.4 (a) The rate function 𝑟(𝑤) for a single quench from ℎ0 = 0.5 to ℎ1 = 2.0 in the

transverse Ising model at different inverse temperature 𝛽. (b) The corresponding work

distribution function 𝑝(𝑤) ∼ 𝑒−𝑁𝑟(𝑤). (c) and (d) are the real and imaginary parts of the

characteristic function 𝐺(𝑢), respectively. The lattice size is set to 𝑁 = 20.

功不可能小于这个值，于是在零温时有 𝑝(𝑤 < Δmin) = 0。有限温的情况则有所

不同，由于热效应，quench前的系统有一定几率处于最高能量态，即所有准粒子

都被激发到激发态，此时能量密度为 𝜖ℎ = 1
𝑁𝑑 ∑𝑘 𝐸0

𝑘，当 quench后的系统位于基

态 𝜖𝑔 = − 1
𝑁𝑑 ∑𝑘 𝐸1

𝑘 时给出最小功

𝑤min = − 1
𝑁𝑑 ∑

𝑘
(𝐸1

𝑘 + 𝐸0
𝑘). … (4.36)

类似地，当 quench前系统处于基态 𝜖𝑔 = − 1
𝑁𝑑 ∑𝑘 𝐸0

𝑘，quench后的系统位于最高

能量态 𝜖ℎ = 1
𝑁𝑑 ∑𝑘 𝐸1

𝑘 时，系统做功最大，为

𝑤max = 1
𝑁𝑑 ∑

𝑘
(𝐸1

𝑘 + 𝐸0
𝑘) = −𝑤min. … (4.37)
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图 4.4(c)和 4.4(d)则分别展示了特征函数的实部和虚部，其满足归一化条件

𝐺(0) = ∫
∞

−∞
𝑑𝑤 𝑝(𝑤) = 1, … (4.38)

符合预期，表明计算结果是正确的。

利用公式 (4.19)和 (4.20)，我们还可以算出零温时单个 quench过程中的平均

功密度 ⟨𝑤⟩和自由能密度 Δ𝑓，以及不可逆功密度 ⟨𝑤irr⟩

⟨𝑤irr⟩ = 1
𝑁 ∑

𝑘>0 [
−4𝛿 (ℎ0 + cos 𝑘)

𝜖𝑘 (ℎ0)
+ 𝜖𝑘 (ℎ1) − 𝜖𝑘 (ℎ0)]

, … (4.39)

其中色散关系为

𝜖𝑘(ℎ) = |𝐝𝑘| = 2√1 + ℎ2 + 2ℎ cos 𝑘. … (4.40)

图 4.5(a)展示了不同格点数时 ⟨𝑤⟩/𝛿 和 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2 随外场 ℎ0 的变化。平均功密度

在相变点处连续变化，因此不能用于描述量子相变，但不可逆功密度则随格点数

增加呈现出尖峰行为并在热力学极限下发散。如前所述，不可逆功密度与基态自

由能的二阶导数相联系，因此能比较好地描述二阶量子相变以及临界现象。图

4.5(b)到 4.5(g)为不可逆功密度在不同参数区间的标度行为。我们发现不可逆功

密度与 𝑁 , 𝜆, 𝛿 有对数依赖关系，表明临界指数为 𝜈 = 𝑧 = 1,与横场伊辛模型严

格解的结论一致 [12]。

对于两次 quench过程，即在 𝑡 = 0时刻外磁场 ℎ从 ℎ0 < 1突变到 ℎ1 > 1，然

后在 𝑡 = 𝑇0时刻突变回 ℎ0的过程，功分布 𝑝(𝑤 = 0, 𝑇0)对应 Loschmidt回波，比

率函数 𝑟(𝑤 = 0, 𝑇0)对应动力学自由能密度。因此 𝑟(𝑤 = 0, 𝑇0)在某个时刻的奇

异性对应动力学量子相变。图 4.6展示了不同功密度 𝑤 = 𝑊 /𝑁 的比率函数随时

间 𝑇0的演化。图中清晰地显示了 𝑟(𝑤 = 0, 𝑇0)的尖峰结构。但当 𝑤 ≠ 0时，尖峰

结构消失。值得注意的是，平均功密度在 𝑡𝑐 处连续变化，表明平均功密度既不

能刻画量子相变也不能刻画动力学量子相变，如图 4.6的插图所示。我们还发现

对于两次 quench过程，该尖峰结构会周期性地出现在 𝑡𝑐 = (𝑛 + 1/2)𝑇 ∗ 时刻，其

中时间周期为

𝑇 ∗ = 𝜋

2√1 + (ℎ1)
2 − 2ℎ1

1+ℎ0ℎ1
ℎ0+ℎ1

. … (4.41)

这表明时间演化态 |𝜓(𝑡)⟩会周期性地与初态正交。该时间周期的倒数𝜔∗ = 2𝜋/𝑇 ∗

还定义了动力学相变能量转换的特征尺度。以上的结果与前人利用哈密顿理论

63



路径积分方法在强关联电子系统中的应用

图 4.5 (a) 当格点数 𝑁 不同时，平均不可逆功密度 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2 随参数 ℎ0 的变化曲线。插图

为平均功密度 ⟨𝑤⟩/𝛿 随 ℎ0 的变化曲线。(b)和 (c)展示了在热敏感极限 (𝛿 = 0.001)下

⟨𝑤irr⟩/𝛿2 随𝑁 和 𝜆的对数依赖关系，(b)中 𝜆 = 0.005，(c)中𝑁 = 100。(d)和 (e)展示

了热力学极限 (𝑁 = 1000)下 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2 随 𝛿 和 𝜆的对数依赖关系，(d)中 𝜆 = 0.01，(e)

中 𝛿 = 0.01。(f)和 (g)展示了 𝜆 = 0.0005时 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2随𝑁 和 𝛿的对数标度律，此时 𝜆−𝜈

是最大的特征长度，即初始系统非常靠近相变点，(f)中 𝛿 = 0.001，(g)中𝑁 = 1000。

Figure 4.5 (a) The mean irreversible work density, ⟨𝑤irr⟩/𝛿2, as a function of ℎ0 with different

lattice size 𝑁 . The inset shows the ℎ0 dependence of themean work density ⟨𝑤⟩/𝛿. (b) and

(c) show the logarithmic dependence of ⟨𝑤irr⟩/𝛿2 on𝑁 and 𝜆 in the heat susceptibility limit

(𝛿 = 0.001). Other parameters are 𝜆 = 0.005 in (b) and 𝑁 = 100 in (c). (d) and (e) show

its logarithmic scaling with respect to 𝛿 and 𝜆 in the thermodynamic limit (𝑁 = 1000) for

𝜆 = 0.01 in (d) and 𝛿 = 0.01 in (e). (f) and (g) show the logarithmic scaling with 𝑁 and 𝛿

for 𝜆 = 0.0005, such that 𝜆−𝜈 is the largest length scale and the prequench Hamiltonian

is very close to the quantum critical point. Other parameters are 𝛿 = 0.001 in (f) and

𝑁 = 1000 in (g).
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图 4.6两次 quench过程——即从 ℎ0 = 0.5突变到 ℎ1 = 2.0，然后经过一段时间 𝑇0 后再突变

回 ℎ0 这一过程中横场伊辛模型在零温时的比率函数 𝑟(𝑤, 𝑇0)。图中格点数为 𝑁 = 100。

由于 𝑤 = 0的比率函数对应 Loschmidt回波，其在 𝑇0 = (𝑛 + 1/2)𝑇 ∗处的非解析性代表

动力学量子相变。插图展示了平均功密度 ⟨𝑤⟩随时间 𝑇0的连续变化，没有体现出任何

奇异性。

Figure 4.6 The rate function 𝑟(𝑤, 𝑇0) at zero temperature for a double quench process of the

transverse Ising model from ℎ0 = 0.5 to ℎ1 = 2.0 and back to ℎ0 after time 𝑇0. The lattice

size is 𝑁 = 100. The rate function for 𝑤 = 0 corresponds to the Loschmidt echo and its

nonanalyticity at 𝑇0 = (𝑛 + 1/2)𝑇 ∗ manifests the dynamical QPTs. The inset shows the

mean work density ⟨𝑤⟩, which exhibits no singularity and is a smooth function of 𝑇0.

研究 Loschmidt回波的结论一致 [34]，再一次表明了我们方法的正确性。但泛函

路径积分方法的适用性更广，克服了哈密顿量方法不容易处理非 quench过程的

缺点。我们会在接下来进一步研究更一般性的非平衡过程对动力学量子相变的

影响。

4.4.2 拓扑模型

本小节主要研究拓扑性质对功分布的影响。SSH模型是最简单的拥有拓扑相

变的模型，它最早被用于研究聚乙炔化合物中的电输运性质 [195]。由于其拥有拓

扑孤子激发、分数电荷和非平庸边缘态等奇特物性而受到了广泛关注 [196–200]。
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SSH模型的哈密顿量为

𝐻 =
𝑁

∑
𝑗=1

(𝑣𝑐†
𝐴,𝑗𝑐𝐵,𝑗 + 𝑣′𝑐†

𝐴,𝑗+1𝑐𝐵,𝑗 + ℎ.𝑐.) , … (4.42)

其中 𝐴和 𝐵分别表示元胞中的两个不等价原子，𝑁 为元胞个数。在开边界条件

下，当 𝑣 < 𝑣′时，体系拥有两个边缘态，当 𝑣 > 𝑣′时边缘态消失。因此 𝑣 = 𝑣′是

系统的拓扑相变点。对于周期性边界条件，我们可以采用如下的傅里叶变换将其

变换到动量空间

𝑐𝛼,𝑗 = 1
√𝑁 ∑

𝑘
𝑐𝛼,𝑘 exp (i 𝑘𝑗) , … (4.43)

其中 𝛼 = 𝐴或 𝐵，𝑘 = 2𝑚𝜋/𝑁, (𝑚 = 1 − 𝑁/2, … , 𝑁/2)。在动量空间，哈密顿量

可以写为如下标准形式

𝐻 = ∑
𝑘

Ψ†
𝑘 (𝐝𝑘 ⋅ 𝝈) Ψ𝑘, … (4.44)

其中

Ψ†
𝑘 = (𝑐†

𝐴,𝑘, 𝑐†
𝐵,𝑘) , 𝐝𝑘 = (𝑣 + cos 𝑘, sin 𝑘, 0) . … (4.45)

这里我们已经把 𝑣′设为了单位一。

对于单次 quench过程，我们把 SSH模型的参数 𝐝𝑘代入到公式 (4.19)和 (4.20)

中就可以求出平均功密度 ⟨𝑤⟩和自由能密度 Δ𝑓，以及不可逆功密度 ⟨𝑤irr⟩：

⟨𝑤irr⟩ = 1
𝑁 ∑

𝑘 [
−𝛿 (𝑣0 + cos 𝑘)

𝜖𝑘 (𝑣0)
+ 𝜖𝑘 (𝑣1) − 𝜖𝑘 (𝑣0)]

, … (4.46)

其中色散关系为

𝜖𝑘 (𝑣) = |𝐝𝑘| = √1 + 𝑣2 + 2𝑣 cos 𝑘. … (4.47)

图 4.7(a)展示了当 𝑣从 𝑣0 突变到 𝑣0 + 𝛿 时，⟨𝑤⟩和 ⟨𝑤irr⟩随初始跃迁强度 𝑣0 的

变化规律。与横场伊辛模型（图 4.5）不同的是，平均功密度在相变点不连续。同

时，我们发现不可逆功密度在相变点处除了有一个光滑的背景外，还出现了一个

很大的“共振峰”。随着𝑁 增加，相变点处的峰值会减弱，相应地，平均功密度

的“光滑背景”演化为一个类似于在横场伊辛模型中观察到的很宽的峰。除了靠

近相变点 𝑣0 = 1附近的一小块区域外，在平滑背景处的其他参数区间内的不可

逆功密度均与𝑁 , 𝜆 , 𝛿呈对数依赖关系，表明其临界指数与一维铁磁横场伊辛模

型一致，都为 𝜈 = 𝑧 = 1。这些区间的标度行为如图 4.7(b)到图 4.7(e)所示。
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图 4.7 (a)当格点数 𝑁 不同时，平均不可逆功密度 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2 随参数 𝑣0 的变化曲线。插图为

平均功密度 ⟨𝑤⟩/𝛿 随 𝑣0 的变化曲线，当 𝑁 较小时，曲线在 𝑣0 = 1 处出现跃变。(b)

和 (c)展示了在热敏感极限 (𝛿 = 0.001)下 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2 随 𝑁 和 𝜆的对数依赖关系，(b)中

𝜆 = 0.005，(c)中𝑁 = 100。(d)和 (e)展示了在热力学极限 (𝑁 = 1000)下 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2随 𝛿

和 𝜆的对数依赖关系，(d)中 𝜆 = 0.01，(e)中 𝛿 = 0.01。

Figure 4.7 (a) The mean irreversible work density, ⟨𝑤irr⟩/𝛿2, as a function of 𝑣0 for different

lattice size 𝑁 . The inset plots the mean work density ⟨𝑤⟩/𝛿 versus 𝑣0, showing a clear

jump at 𝑣0 = 1 for small 𝑁 . (b) and (c) show the logarithmic dependence of ⟨𝑤irr⟩/𝛿2 on

𝑁 and 𝜆 in the heat susceptibility limit (𝛿 = 0.001) for 𝜆 = 0.005 in (b) and 𝑁 = 100 in

(c). (d) and (e) show its logarithmic scaling with respect to 𝛿 and 𝜆 in the thermodynamic

limit (𝑁 = 1000) for 𝜆 = 0.01 in (d) and 𝛿 = 0.01 in (e).
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图 4.8 (a)和 (b)展示了当 SSH模型靠近相变点时平均不可逆功密度 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2 随 𝑁 和 𝛿 的

标度关系。其中 𝜆 = 0.0005，表示 𝜆−𝜈 是系统的最大特征长度。其他参数为：(a) 中

𝛿 = 0.001，(b)中 𝑁 = 1000。(a)中的 1/𝑁 标度行为可以分解为 (c)和 (d)两部分，其

中 (c)中较小的 ln 𝑁 行为来自量子临界的贡献，而 (d)中较大的非普适的 1/𝑁 行为则

与 SSH模型相变的拓扑性质有关。

Figure 4.8 (a) and (b) show the scaling behavior of themean irreversible work density, ⟨𝑤irr⟩/𝛿2,

with 𝑁 and 𝛿 in the SSHmodel near the quantum critical point. We take 𝜆 = 0.0005 such

that 𝜆−𝜈 is the largest length scale of the system. Other parameters are 𝛿 = 0.001 in (a) and

𝑁 = 1000 in (b). The 1/𝑁 scaling in (a) can be separated into (c) a small ln 𝑁 contribution

from quantum criticality and (d) a dominant nonuniversal 1/𝑁 contribution due to the

topological nature of the QPT in the SSH model.

但当靠近相变点 𝑣0 = 1时，不可逆功密度中的尖峰会导致其标度偏离预期

的对数行为，如图 4.8(a)和 4.8(b)所示。事实上，由于 SSH的拓扑性质，在相变

点处 𝑘 = 𝜋 的能级会发生交叉，因此我们可以把不可逆功的贡献分成两个部分

⟨𝑤irr⟩ = ⟨𝑤irr⟩𝑘≠𝜋 + ⟨𝑤irr⟩𝑘=𝜋。当 𝜆−𝜈 是最大的特征长度时，不可逆功的标度可

以表示为

⟨𝑤irr⟩
𝛿2 ∼ ln 𝛿 + 2

𝑁
1
𝛿 − 2𝜆

𝑁
1
𝛿2 , 𝜆−𝜈 > 𝑁 > 𝛿−𝜈 ,

∼ ln 𝑁 + 2 (𝛿 − 𝜆)
𝛿2

1
𝑁 , 𝜆−𝜈 > 𝛿−𝜈 > 𝑁.

… (4.48)

其中对数行为 ln 𝛿和 ln 𝑁 来自 ⟨𝑤irr⟩𝑘≠𝜋 的贡献，其余部分则来自 𝑘 = 𝜋 点的贡
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献
⟨𝑤irr⟩𝑘=𝜋

𝛿2 = 2 (𝛿 − 𝜆)
𝛿2

1
𝑁 . … (4.49)

由此可知，当 𝜆−𝜈 > 𝛿−𝜈 > 𝑁 且 𝜈0 = 1，即 𝜆 = 0时，1/𝑁 前面的系数 2/𝛿将会变

得非常大，甚至会大到掩盖掉正常的 ln 𝑁 行为。如图 4.8(a)所示，我们在这个区

间只能观察到 1/𝑁 的标度行为。图 4.8(c)和 4.8(d)则分别展示了 𝑘 ≠ 𝜋 和 𝑘 = 𝜋

对不可逆功密度的贡献。从图中可以清晰地看到，⟨𝑤irr⟩𝑘≠𝜋 中对数行为 ln 𝑁 的

系数较小，而 ⟨𝑤irr⟩𝑘=𝜋 贡献了一个非常大的 1/𝑁 因子。对于开边界条件，由于

边缘态的存在，我们预期其对不可逆功密度也会贡献一个 1/𝑁 的因子 [201, 202]。

图 4.9零温下，SSH模型在三种不同的时间演化方案下的比率函数 𝑟(𝑤, 𝑇0)，其中𝑤 = 0。插

图为当 𝑇0 = 2.0时 𝑣(𝑡)的不同演化方案。图中格点数取为𝑁 = 1000。三种情况下的比

率函数都出现了尖峰，代表着在这些时刻发生了动力学量子相变。

Figure 4.9 The rate function 𝑟(𝑤, 𝑇0) at 𝑤 = 0 and zero temperature for three different time

evolution protocols of the SSHmodel. The inset plots the corresponding 𝑣(𝑡)with 𝑇0 = 2.0.

The lattice size is 𝑁 = 1000. The singularities in the rate function reflect the dynamical

QPTs in all three cases.

如前所述，我们的方法不仅可以用于研究参数突变的情况，还可以用于研究

任意非平衡过程。作为示例，我们比较了参数突变过程与其他两种非突变过程中

的动力学量子相变，其中 𝑣 (𝑡)随时间的演化如图 4.9的插图所示。图 4.9的主图

则展示了 SSH 模型在三种不同非平衡条件下的比率函数 𝑟 (𝑤 = 0, 𝑇0)。我们发

现对于这三种情况，零温时 𝑟(𝑤, 𝑇0)在 𝑤 = 0时都会出现清晰的尖峰结构，这表
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明动力学量子相变是一般性的，不局限于参数突变的情况。由于在动量空间中，

SSH模型与横场伊辛模型的哈密顿量具有相似的结构，因此对于两次 quench过

程，SSH模型中也存在随时间周期出现的动力学量子相变。计算表明该动力学

量子相变发生的时间为 𝑡𝑐 = (𝑛 + 1/2) 𝑇 ∗，其中时间周期为

𝑇 ∗ = 𝜋

√1 + (𝑣1)
2 − 2𝑣1

1+𝑣0𝑣1
𝑣0+𝑣1

. … (4.50)

值得注意的是，除了 quench情况，其他两种非平衡过程的动力学量子相变不再

具有时间周期性。

4.4.3 超导模型

这一节我们进一步把我们的方法扩展到超导模型的研究中。由于超导模型

是很难解析求解的，这里我们仅考虑最简单的 BCS平均场哈密顿量 [203]

𝐻 = ∑
𝑘

Ψ†
𝑘

⎡
⎢
⎢
⎣

𝜉𝑘 −Δ

−Δ −𝜉𝑘

⎤
⎥
⎥
⎦

Ψ𝑘, … (4.51)

其中

𝜉𝑘 = −2𝑡[cos(𝑘𝑥) + cos(𝑘𝑦)] − 4𝑡′ cos(𝑘𝑥) cos(𝑘𝑦) − 𝜇, … (4.52)

是传导电子的色散关系，𝜇是化学势，Ψ†
𝑘 是 Nambu旋量 Ψ†

𝑘 = (𝑐†
𝑘↑, 𝑐−𝑘↓)，Δ则

为超导模型的平均场序参量。参数 𝑡和 𝑡′ 分别代表二维方格子上的近邻和次近

邻跃迁强度。这里我们把动量取为 𝑘𝑥 = 2𝜋𝑚/𝑁 和 𝑘𝑦 = 2𝜋𝑙/𝑁，其中 𝑚, 𝑙 =

1 − 𝑁/2, … , 𝑁/2，𝑁 是 𝑥和 𝑦方向上的格点数。在后面的计算中，我们把参数

设为 𝑡 = 0.435，𝑡′ = 0.05，𝜇 = 0.5。

首先，我们考虑最简单的单次 quench过程，即把平均场序参量 Δ从 Δ0 突

然改变到 Δ1 = Δ0 + 𝛿。此时模型的参数可以表示为

𝐝0
𝑘 = (−Δ0, 0, 𝜉𝑘), 𝐝1

𝑘 = (−Δ1, 0, 𝜉𝑘). … (4.53)

这一过程中的不可逆功为

⟨𝑤irr⟩ = 1
𝑁2 ∑

𝑘

⎡
⎢
⎢
⎣

−𝛿Δ0

√Δ2
0 + 𝜉2

𝑘

+ √Δ2
1 + 𝜉2

𝑘 − √Δ2
0 + 𝜉2

𝑘

⎤
⎥
⎥
⎦

, … (4.54)

图 4.10(a)展示了不同格点数 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2 随 Δ0 的变化。从图中可以看出，当 𝑁 很

大时，不可逆功随 Δ0 的减少而对数增加。如图 4.10(b)与 4.10(c)所示，在热力
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图 4.10 (a)当格点数𝑁 不同时，BCS模型在单次 quench过程中平均不可逆功密度 ⟨𝑤irr⟩/𝛿2

随初始序参量Δ0的变化曲线。(b)和 (c)展示了在热力学极限下，即𝑁 = 1000时，平均

不可逆功密度随 𝛿和 𝜆的对数依赖关系。其他参数为：(b)中 𝛿 = 0.01，(c)中 𝜆 = 0.01。

Figure 4.10 (a) The mean irreversible work density, ⟨𝑤irr⟩/𝛿2, as a function of the initial order

parameter Δ0 of the BCS model in a single quench protocol for different values of the

lattice size 𝑁 . (b) and (c) plot its logarithmic scaling with respect to 𝛿 and 𝜆 in the ther-

modynamic limit with 𝑁 = 1000. Other parameters are 𝛿 = 0.01 in (b) and 𝜆 = 0.01 in

(c).

学极限下 (𝑁 = ∞)，不可逆功也表现出了随 𝜆和 𝛿 的对数行为。表明二维平均

场 BCS模型的临界指数为 𝜈 = 1/2和 𝑧 = 2。

对于两次 quench过程（即在 𝑡 = 0时序参量从 Δ0突变到 Δ1，然后在 𝑡 = 𝑇0

时刻突变回 Δ0），利用 Gärter-Ellis 定理，我们可以求出这一过程的比率函数

𝑟(𝑤, 𝑇0)。图 4.11展示了当初始序参量 Δ0 = 0时，𝑟(𝑤, 𝑇0)和平均功密度随时间

的变化关系。从图中可以清晰的看到，当 𝑡𝑐 = (𝑛 + 1/2)𝑇 ∗, 𝑇 ∗ = 𝜋/Δ1时, 𝑟(𝑤, 𝑇0)

在 𝑤 = 0处呈现出尖峰行为，表明这一时刻体系发生了动力学量子相变。我们

还发现只有当初始序参量为零时才能观察到动力学量子相变，表明动力学量子

相变与超导的不稳定性有一定的相关性。
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图 4.11两次 quench过程——即从 Δ0 = 0.0突变到 Δ1 = 2.0，然后经过一段时间 𝑇0 的演化

后再突变回 Δ0 这一过程中 BCS 模型在零温时的比率函数 𝑟(𝑤, 𝑇0)。图中格点数取为

𝑁 = 50。与比率函数在 𝑇0 = (𝑛 + 1/2)𝑇 ∗处出现奇异行为不同的是，平均功密度 ⟨𝑤⟩在

动力学量子相变点处没有出现任何奇异性，如插图所示。

Figure 4.11 The rate function 𝑟(𝑤, 𝑇0) at zero temperature for a double quench of the BCS

Hamiltonian from Δ0 = 0.0 to Δ1 = 2.0 and back to Δ0 after time 𝑇0 for 𝑁 = 50. In

contrast to the singular behavior at 𝑇0 = (𝑛 + 1/2)𝑇 ∗ in the rate function, the mean work

density ⟨𝑤⟩ shown in the inset exhibits no singularity from dynamical QPTs.

4.5 蒙特卡洛方法在量子功中的应用

在前面的章节中，我们介绍了双线性模型中量子功的泛函路径积分方法。对

于一般的相互作用系统，我们通常很难严格计算出其平衡态的各种物理性质，因

此我们也很难解析地研究其非平衡态物性。平均场近似是研究相互作用系统的

常用手段，这一方法适用于平均场近似能抓住物理实质的体系，如上节所介绍的

BCS超导模型。在平均场近似的基础上，我们还可以利用微扰法对平均场近似

做修正，比如 Z. Fei和 H. T. Quan在 2020年利用微扰展开法计算了特征函数的

低阶展开表达式 [156]。但这一方法仅适用于弱相互作用系统。到目前为止，我

们还没有一个非微扰的方法来严格计算强关联系统中的功分布。借鉴平衡态物

理中辅助场蒙特卡洛方法的思想 [204]，我们可以利用蒙特卡洛方法来非微扰地

研究强关联体系中的量子功。下面以伊辛-近藤模型为例来介绍这一思想。
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伊辛-近藤模型的哈密顿量为 [205]

𝐻 (𝑡) = −𝑔 ∑
⟨𝑖𝑗⟩𝜎

(𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + ℎ.𝑐.) + 𝐽 (𝑡)

2 ∑
𝑗𝜎

𝑆𝑧
𝑗 𝜎𝑐†

𝑗𝜎𝑐𝑗𝜎 , … (4.55)

其中含时近藤交换作用 𝐽(𝑡)代表任意的非平衡过程，𝑐†
𝑗𝜎 , 𝑐𝑗𝜎 分别为导带电子的

产生和湮灭算符，𝑆𝑧
𝑗 为局域自旋。我们注意到在这个模型中每个格点上的自旋

是守恒量，即局域自旋不随时间变化，满足

[𝑆𝑧
𝑗 , 𝐻] = 0. … (4.56)

当给定一组基 |𝑠𝑗⟩时，有 𝑆𝑧
𝑗 |𝑠𝑗⟩ = 𝑠𝑗

2 |𝑠𝑗⟩，其中 𝑠𝑗 = ±1。在某个特定位形下，

哈密顿量可以写成如下双线性形式

𝐻𝑠 (𝑡) = −𝑔 ∑
⟨𝑖𝑗⟩𝜎

(𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + ℎ.𝑐.) + ∑

𝑗𝜎

𝐽 (𝑡) 𝜎
4 𝑠𝑗𝑐†

𝑗𝜎𝑐𝑗𝜎 = Ψ†𝐴 (𝑠, 𝑡) Ψ, … (4.57)

其中Ψ† = [𝑐†
1↑, 𝑐†

1↓, 𝑐†
2↑, ⋯ 𝑐†

𝑁↓]，𝐴 (𝑠, 𝑡)是相应的费米子矩阵。对于这样的双线性

模型，其特征函数的一般表达式为 𝐺 (𝑅) = 𝐺(𝑅)
𝑍(0)，其中

𝐺 (𝑅) = Tr [𝑈 † (𝑇0, 0) e−𝑅𝐻(𝑇0) 𝑈 (𝑇0, 0) e(𝑅−𝛽)𝐻(0)
]

= Tr𝑐 Tr𝑆 [𝑈 † (𝑇0, 0) e−𝑅𝐻(𝑇0) 𝑈 (𝑇0, 0) e(𝑅−𝛽)𝐻(0)
]

= ∑
{𝑠𝑗}

Tr𝑐 [𝑈 †
𝑠 (𝑇0, 0) e−𝑅𝐻𝑠(𝑇0) 𝑈𝑠 (𝑇0, 0) e(𝑅−𝛽)𝐻𝑠(0)

] .

… (4.58)

上式中的求和符号表示需要对所有的伊辛构型求和。进一步利用泛函路径积分

方法将费米子积分掉后，我们可以将特征函数写为

𝐺 (𝑅) =
∑{𝑠𝑗} e−𝛽𝐹 (𝑠,0) e−𝛽[𝐹 (𝑠,𝑅)−𝐹 (𝑠,0)]

∑{𝑠𝑗} e−𝛽𝐹 (𝑠,0) , … (4.59)

其中

𝐹 (𝑠, 𝑅) = − 1
𝛽 ln det [𝐼 + 𝐵] , … (4.60)

𝐼 为𝑁 × 𝑁 的单位矩阵，𝐵矩阵则包含了时间演化过程

𝐵 = ei Δ𝑡𝐴(𝑠,𝑡1,2) ⋯ ei Δ𝑡𝐴(𝑠,𝑡𝑀,𝑀+1) e−𝑅𝐴(𝑠,𝑇0)

× e− i Δ𝑡𝐴(𝑠,𝑡𝑀,𝑀+1) ⋯ e− i Δ𝑡𝐴(𝑠,𝑡1,2) e(𝑅−𝛽)𝐴(𝑠,0),
… (4.61)
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根据公式 (4.59)，我们可以按照

𝑝 (𝑠) = e−𝛽𝐹 (𝑠,0)

∑{𝑠𝑗} e−𝛽𝐹 (𝑠,0) … (4.62)

对初始位形进行抽样，然后通过对 e−𝛽[𝐹 (𝑠,𝑅)−𝐹 (𝑠,0)]做平均来求解特征函数。最后

再利用特征函数求解出系统的功分布、不可逆功等物理量。

4.6 本章小结

我们提出了计算多体系统量子功的特征函数的泛函路径积分方法，该方法克

服了哈密顿量方法不易推广到有限温和任意非平衡过程的缺点。通过Gärter-Ellis

定理和 Jarzynski恒等式我们可以高效地计算出任意非平衡过程中的功分布、平

均功、以及不可逆功等物理量。我们利用新方法研究了横场伊辛模型、SSH模型

和 BCS模型中的功分布，证明了新方法的有效性和正确性。对于单次 quench过

程，我们利用不可逆功研究了不同模型的临界指数。我们发现由于 SSH模型拓

扑相变性质的影响，不可逆功的标度中存在反常的 1/𝑁 修正。对于两次 quench

过程，𝑤 = 0的功分布对应 Loschmidt回波，因此我们利用功分布 𝑝(𝑤 = 0, 𝑇0)研

究了这三个模型的动力学量子相变。此外，我们还研究了 SSH模型在非 quench

下的动力学量子相变，证明了动力学量子相变是普遍存在的。我们的方法还可以

与蒙特卡洛方法结合以方便进一步研究强关联电子体系中的功分布。

74



第 5章 总结与展望

第 5章 总结与展望

5.1 总结

在强关联电子体系中，电子之间的强烈相互作用使得基于单电子近似的传

统能带理论和基于小量展开的微扰理论失效。于是本文致力于发展新方法来研

究强关联电子系统中的各种复杂物理。研究内容可以分为两个部分。

首先，在重费米子体系中，传统研究手段如平均场、有效场理论和动力学平

均场等方法均不能很好地处理杂化涨落和杂化关联。然而杂化涨落和杂化关联

又很重要，因为它们会带来新的物理，如实验中观察到的两阶段杂化过程和高温

能带弯曲现象等。于是我们基于路径积分理论和蒙特卡洛方法发展了研究重费

米子体系杂化物理的静态辅助场方法，该方法能有效地处理杂化涨落和杂化关

联。当我们把静态辅助场近似方法应用到两杂质近藤-海森堡模型中时，我们发

现杂化涨落会抑制平均场的有限温相变从而得到与实验更接近的渐变行为。为

了揭示杂化关联，我们利用最近提出的互信息神经网络估计器研究了杂化场的

互信息。我们发现杂化场的振幅互信息可以揭示量子相变，而相位互信息则能反

映由 RKKY相互作用引起的磁关联。

路径积分方法是研究强关联电子系统最强有力的方法之一。在论文第二部

分，我们将其推广到非平衡量子热力学的研究中。作为推广的第一步，我们发展

了研究多体系统量子功的泛函路径积分方法。量子功既可以刻画平衡态相变的

临界行为又可以描述非平衡的动力学量子相变和涨落关系，因此是一个非常重

要的物理量。但研究量子功的传统方法不易于推广到任意非平衡过程，而我们

提出的新方法则克服了这个缺点。利用这一新方法，我们研究了横场伊辛模型、

SSH模型和 BCS模型中的功分布和动力学量子相变，证明了新方法的有效性和

正确性。特别是在 SSH模型的研究中，我们发现由于拓扑相变的影响，不可逆

功的标度中存在反常的 1/𝑁 修正。我们还比较了不同非平衡条件下的动力学量

子相变，发现动力学量子相变虽然是普遍存在的，但其时间周期性仅存在于参数

突变的情况中。最后，我们以伊辛-近藤模型为例阐述了如何将路径积分与蒙特

卡洛方法结合并推广到强关联电子系统的非平衡物性的研究中。
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5.2 展望

静态辅助场近似方法能比较好地处理杂化涨落和杂化关联。作为发展方法

的第一步，我们首先将它应用到两杂质近藤模型并取得了重要进展。该方法能很

容易地推广到多杂质模型和晶格模型。我们希望通过对晶格模型的研究为二流

体理论和两阶段杂化图像提供更坚实的微观理论支持。同时，我们还希望能更加

深入地探索重费米子物理中丰富的杂化构型。此外，非平衡物理也是受到广泛关

注的研究方向。我们希望结合我们的新方法做更多关于量子功和动力学量子相

变的研究，进一步揭示强关联电子体系中的非平衡物性，为建立非平衡的理论框

架提供新思路。
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