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摘 要

摘 要

近几〸年来，强关联电子系统一直都是凝聚态物理中最重要的研究方向之

一。在强关联电子系统中，电子间的库仑相互作用很强，使得系统展现出非常丰

富的物理性质。强关联电子系统通常是一些包含未填满的 𝑑 或 𝑓 电子壳层的单

质或者化合物，如巨磁阻锰氧化物、重费米子化合物、铜氧化物高温超导体等等

都属于强关联电子系统。

由于强的电子间相互作用，基于单电子近似的传统能带论以及密度泛函理

论不再能够很好描述系统的性质。因此人们发展出一系列新的理论以及计算方

法，如严格对角化方法、数值重整化群、密度矩阵重整化群、量子蒙特卡罗、动

力学平均场等等。利用这些方法对一些强关联系统模型进行数值研究得到了非

常多重要的结果，使我们更深刻得理解其中的物理图像。本文主要介绍强关联系

统中的主要模型和数值计算方法，包括直接处理晶格模型的行列式量子蒙特卡

罗方法，通过将晶格模型映射成等效单杂质模型然后自洽迭代求解的动力学平

均场方法，以及两种杂质求解器——数值重整化群与杂化展开连续时间量子蒙

特卡罗。

最近基于 CeCoIn5 的超快激光泵浦-探测实验中观察到的反常的准粒子软化

行为，人们提出了两阶段的杂化图像。在本论文的第一个工作中，我们通过行列

式量子蒙特卡罗方法研究了半满周期性 Anderson 模型中的杂化涨落。通过对杂

化关联函数的计算和分析发现，在不同的参数范围内其存在四种不同的行为，以

此得到了相应的相图，表明在非杂化的 Mott 相和完全杂化的 Kondo 绝缘体相之

间存在一个过渡相。这证实了实验中所提出的两阶段杂化图像，第一次通过数

值方法来研究重费米子系统中的杂化动力学，并以此解释重费米子系统中的新

奇性质。在第二个工作中，我们将周期性 Anderson 模型中的两个特征能标——

间接带隙 Δind、直接带隙 Δdir 与 Hubbard 模型中的两个能标 𝜔∗ 与 Ω 联系起来。

这表明在强关联多体系统中，两阶段过程可能是一个普适的现象，从局域态开始

经历一个部分退局域的预备阶段，最终建立长程的相干态。在最后一个工作中，

我们在动力学平均场框架下，使用杂化展开连续时间量子蒙特卡罗方法作为杂

质求解器，结合机器学习将 Hubbard 模型与一个具有两体相互作用的经典模型
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对应起来。这个经典模型中的二体相互作用具有指数衰减的形式，并可以用一个

有效相互作用长度 𝜉 来刻画。半满情况下的 Hubbard 模型中的 Mott 相变对应于

该经典模型中由 𝜉 驱动的气液相变，并且在相变点附近 𝜉 具有对数的发散行为。

在动力学平均场的框架下可以得到一个金属绝缘的共存区域，这个共存区域可

能反映了 Mott 相变的两阶段过程。

关键词：强关联电子系统，重费米子，量子蒙特卡罗，动力学平均场，杂化涨落，

Mott 相变
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Abstract

Abstract

In last decades, strongly correlated electronic systems have been one of the most

important research directions in condensed matter physics. In the strongly correlated

electronic systems, the strongCoulomb interaction between electrons leads to rich exotic

physical properties. Strongly correlated electronic systems are usually compounds with

partially filled 𝑑− or 𝑓−electronic shells, such as colossal magnetoresistive manganese

oxides, heavy fermion compounds, high-temperature superconductors etc.

Due to the strong Coulomb interaction between electrons, the traditional band the-

ory based on single electron approximation fails to describe the properties of strongly

correlated systems. Many new theories and numerical methods, such as exact diagonal-

ization (ED), numerical renormalization group (NRG), quantum Monte Carlo (QMC)

and dynamical mean-filed theory (DMFT) etc, are invented. Using these methods, peo-

ple study the models of strongly correlated system numerically and obtain many impor-

tant results giving us a deeper understand of the inside physical picture. In this thesis, we

introduce some important models in strongly correlated system and numerical methods

such as determinant quantum Monte Carlo (DQMC) and dynamical mean-filed theory.

DQMC deals directly with lattice problems, while the DMFT maps the lattice model to

an effective impurity model and then solves it by a self-consistent iteration. In addition,

we also introduce the numerical renormalization group and the hybridization expansion

continuous time quantum Monte Carlo as the impurity solvers.

The two-stage hybridization process is proposed based on the analysis of anoma-

lous quasiparticle relaxation in the ultrafast optical pump-probe experiment of CeCoIn5.

The first work in this thesis is the study of hybridization fluctuations in the half-filled

periodic Anderson model by determinant quantum Monte Carlo. Our results show that

the hybridization function have four distinct behaviors for different parameters. Thus we

obtain a tentative phase diagram based solely on hybridization fluctuation spectra and

find a crossover regime between the unhybridizedMott state and fully hybridized Kondo

insulating state. This confirms the proposed two-stage hybridization picture in recent
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experiments, which is the first time to explain the exotic properties in heavy fermion sys-

tem by numerically studying its hybridization fluctuations. Then we combine the two

energy scales, Δind and Δdir , in the periodic Anderson model with the two energy scales,

𝜔∗ and Ω, in the Hubbard model. This indicates a generic two-stage process to build up

the lattice coherence of itinerant quasiparticles in the correlated lattice system. Before

the long-range coherence is eventually established, there exists a precursor stage where

the electrons become partially delocalized with damped quasiparticle excitations. In the

last work, we map the half-filled Hubbard model in the framework of dynamical mean-

field theory with hybridization expansion continuous time Monte Carlo as the impurity

solver to an effective classical model and derive an effective classical correspondence of

the Mott transition. This classical model has two-body interaction of exponential form

with a characteristic interaction range 𝜉. The Mott transition corresponds to a liquid-gas

transition in the classical model driven by the interaction range 𝜉 which shows a log-

arithmically divergent behavior around the critical point. In the framework of DMFT,

there is a coexisting insulating and metallic regime and this regime may reveal a two-

stage process of the Mott transition.

Key Words: Strongly correlated electron system，Heavy fermion system，Quantum

Monte Carlo，Dynamical mean-field theory，Hybridization fluctuation，Mott transition
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第 1章 引言

具有强的电子电子间关联作用的系统被称为强关联电子系统。对强关联电

子系统的研究可以追溯到 1960 年代初，主要是对过渡金属氧化物中的 Mott 金

属绝缘转变以及巡游铁磁性问题的研究，而后重费米子化合物和高温超导体的

发现更是引起了人们极大的兴趣，使得强关联电子系统成为凝聚态物理中最重

要的研究方向之一。本章我们将简单介绍关于强关联电子系统的一些基本概念、

模型，重费米子物理基础以及两阶段杂化图像的提出。并在最后将给出本论文的

结构。

1.1 强关联电子系统

1.1.1 强关联电子系统简述

在过去的几〸年中，过渡金属、稀土、锕系元素以及它们的化合物由于表现

出了很多新奇的物理现象而受到广泛关注，如 Mott 金属—绝缘转变 [1–3]、巡游

铁磁性 [4–7]、重费米子 [8–15]、巨磁阻效应 [16,17]、高温超导 [18–22] 等等。研究发现，

它们之所以展示出丰富物理性质主要是因为具有部分填充的 3𝑑、4𝑑、4𝑓 或 5𝑓

电子壳层。由于 𝑑 和 𝑓 电子比较局域，电子间存在较强的库仑相互作用。更极

端的情况，高度局域的电子（通常在 𝑓 轨道内）形成了局域磁矩。局域电子间

的相互作用、局域电子与巡游电子间的相互作用使得系统的性质变得非常复杂。

图1.1的 Kmetko–Smith 图总结了元素周期表中一些元素的 𝑑、𝑓 电子的局域性的

变化情况，在左下角的金属中 𝑑 电子具有较高的巡游性，而右上角的元素则大

多包含较为局域的 𝑓 电子。

传统能带论能够成功地描述简单金属及其化合物，但是在强关联电子系统

中却失效了，比如说按照传统能带论，未填满的过渡金属氧化物应该表现为金

属态，而实验却发现它们是绝缘体 [1,24]。这是因为基于单电子近似的传统能带

论过于简单，不能够描述强关联体系中复杂的电子间相互作用，从而需要更多

全新的理论和模型来描述。接下来将介绍几种描述强关联电子系统的简单模型：

Hubbard 模型、单杂质 Anderson 模型以及周期性 Anderson 模型，这些模型都能

够部分地得到一些强关联电子系统的性质，在近半个世纪以来被广泛研究。
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图 1.1 Kmetko-Smith图。元素周期表中 𝑑，𝑓 电子局域性变化情况 [23]。
Figure 1.1 Kmetko-Smith diagram, showing the broad trends towards increasing electron lo-

calization of 𝑑 and 𝑓 electrons [23].

1.1.2 强关联电子系统的基本模型

在强关联电子系统的研究中，一些简洁的模型忽略了实际材料的复杂的晶

格结构和化学特性，抓住其最根本的物理本质，通过一些简单可调的参数来反映

系统性质的变化，从这些模型的哈密顿量出发我们可以得到很多有趣的物理图

像。下面将介绍几种主要的模型。

• Hubbard 模型

Hubbard 模型 [25–27] 是强关联电子系统中研究最广泛的模型，该模型描述了

在窄能带中的库仑相互作用。单带 Hubbard 模型哈密顿量如下：

𝐻 = − ∑
𝑖𝑗𝜎

𝑡𝑖𝑗(𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + ℎ.𝑐.) + 𝑈 ∑

𝑖
𝑛𝑖↑𝑛𝑖↓, (1.1)

其中 𝑐†
𝑖𝜎(𝑐𝑖𝜎) 在格点 𝑖 上产生（消灭）一个自旋为 𝜎 的电子，𝑛𝑖𝜎 = 𝑐†

𝑖𝜎𝑐𝑖𝜎 为粒子

数算符。在 Hubbard 模型中有两个参数，𝑡𝑖𝑗 和 𝑈。其中 𝑡𝑖𝑗 表示电子在不同格点

间跃迁的跃迁系数，体现系统的动能。如果只考虑最近邻的跃迁，则有：

𝑡𝑖𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑡, i, j 为最近邻格点,

0, 其他.
(1.2)
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𝑈 表示同一个格点上不同自旋的电子间的库仑相互作用强度，体现系统的势能，

这里的势能项其实是电子间库仑相互作用的一种简化。在 Wannier 表象下，库仑

相互作用势写成如下形式：

𝐻p = 1
2 ∑

𝑖𝑗𝜎,
𝑖′𝑗′𝜎′

⟨𝑖𝑖′| 1
r12

|𝑗𝑗′⟩𝑐†
𝑖𝜎𝑐†

𝑖′𝜎′𝑐𝑗′𝜎′𝑐𝑗𝜎 , (1.3)

⟨𝑖𝑖′| 1
r12

|𝑗𝑗′⟩ = 𝑒2
∫ 𝑑3r1𝑑3r2

Φ∗(r1 − R𝑖)Φ(r1 − R𝑗)Φ∗(r2 − R𝑖′)Φ(r2 − R𝑗′)
r1 − r2

,

(1.4)

其中，𝑒 表示单位电荷，Φ(r − R𝑖) 为 Wannier 态函数，在窄能带的情况下，其局

域在相应的格点坐标 R𝑖 附近。正是由于这个原因，上式求和中 𝑖 = 𝑖′ = 𝑗 = 𝑗′ 的

项是最主要的，势能项可以简化为 𝑈 ∑𝑖 𝑛𝑖↑𝑛𝑖↓，其中

𝑈 = ⟨𝑖𝑖| 1
r12

|𝑖𝑖⟩. (1.5)

如图1.2所示为只考虑最近邻跃迁的 Hubbard 模型示意图。

图 1.2 Hubbard模型介绍示意图。𝑡为最近邻格点间电子的跃迁系数，当两个不同自旋电子
占据同一个格点时，产生库仑排斥相互作用 U。

Figure 1.2 The sketch map of the Hubbard model. 𝑡 indicates the hopping amplitude of the
electron between different sites. There is a Coulomb repulsion energy 𝑈 when two oppo-
site spin electrons occupy the same cite.

Hubbard的研究表明 [27]，在Hubbard模型中，随着库仑排斥 𝑈 的增大，系统

的态密度会形成一个上 Hubbard 带和下 Hubbard 带，而当 𝑈 达到一定程度的时

候，两个带之间会形成带隙，从而发生金属绝缘转变，如图1.3所示，其中 Δ ≡ 𝑊

为带宽，𝐼 ≡ 𝑈 为库仑相互作用，𝑇0 = −𝑈/2。
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图 1.3半满 Hubbard模型在不同库仑排斥 𝑈 下的单电子态密度。Δ ≡ 𝑊 为带宽，𝐼 ≡ 𝑈 为
库仑相互作用，𝑇0 = −𝑈/2。当 𝑈𝑐 = (2/√3)𝑊 ≃ 1.1547𝑊 时，发生金属绝缘转变 [27]。

Figure 1.3 The one-electron density of states in the half-filled Hubbard model for different
Coulomb 𝑈 . Δ ≡ 𝑊 is the band width, 𝐼 ≡ 𝑈 and 𝑇0 = −𝑈/2. The metal-insulator
occurs when 𝑈𝑐 = (2/√3)𝑊 ≃ 1.1547𝑊 [27].

在 𝑈 → ∞ 的极限下，哈密顿量（1.1）约化为一个等效的 𝑡 − 𝐽 模型 [28]：

𝐻 = − ∑
𝑖𝑗𝜎

𝑡𝑖𝑗 ̃𝑐†
𝑖𝜎 ̃𝑐𝑗𝜎 + ∑

𝑖𝑗
𝐽𝑖𝑗S𝑖 ⋅ S𝑗 , (1.6)

其中， ̃𝑐†
𝑖𝜎 = 𝑐†

𝑖𝜎(1 − 𝑛𝑖𝜎)，保证了每个格点上只能占据一个电子。第二项中最近邻

交换关联强度 𝐽 满足 𝐽 ∼ 𝑡2/𝑈 [29]，自旋算符可以用费米子算符表示出来：

S𝑖 = ∑
𝜎𝜎′

̃𝑐†
𝑖𝜎s𝜎𝜎′ ̃𝑐𝑖𝜎′ , (1.7)

其中 s 是由 Pauli 矩阵构成的向量：

𝑠𝑥 = 1
2

⎛
⎜
⎜
⎝

0 1

1 0

⎞
⎟
⎟
⎠

, 𝑠𝑦 = 1
2

⎛
⎜
⎜
⎝

0 −𝑖

𝑖 0

⎞
⎟
⎟
⎠

, 𝑠𝑧 = 1
2

⎛
⎜
⎜
⎝

−1 0

0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

. (1.8)

二维晶格上的 𝑡 − 𝐽 模型被认为是研究高温超导的一个基本模型 [30]。

• 单杂质 Anderson 模型

单杂质 Anderson 模型为一个杂化模型，其中包含了两种类型的电子：无相

互作用的巡游电子以及具有相互作用的局域电子，其中局域电子只存在于单个

杂质格点上。单杂质 Anderson 模型一般被用来描述量子点或者一些稀磁合金。

其哈密顿量写成如下形式：

𝐻 = − ∑
𝑖𝑗𝜎

𝑡𝑖𝑗(𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + ℎ.𝑐.) + 𝑉 ∑

𝑖𝜎
(𝑐†

𝑖𝜎𝑓𝜎 + ℎ.𝑐.) + 𝐸𝑓 ∑𝜎
𝑓 †

𝜎 𝑓𝜎 + 𝑈𝑛𝑓
↑ 𝑛𝑓

↓ , (1.9)
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其中 𝑐†
𝑖𝜎(𝑐𝑖𝜎) 和 𝑓 †

𝜎 (𝑓𝜎) 分别为无相互作用的 𝑐 电子和局域 𝑓 电子的产生（消灭）

算符，𝑖 为格点坐标，𝜎 为自旋指标，𝑛𝑓
𝜎 为 f 电子的粒子数算符。哈密顿量的第

一项为导带电子间的跃迁项，反映了系统的动能，第二项描述了导带电子与杂

质电子之间的杂化，𝑉 为其杂化强度，第三项 𝐸𝑓 为局域电子的在位能，最后

一项为在杂质格点上局域电子间的库仑相互作用，𝑈 为其强度。图1.4为单杂质

Anderson 模型的示意图。

图 1.4单杂质 Anderson模型示意图。其中蓝色圆圈表示无相互作用的导带电子，𝑡为最近邻
格点间的跃迁系数；红色圆圈表示考虑库仑相互作用的杂质电子，其与杂质格点处的
导带电子间存在强度为 V的杂化作用，𝐸𝑓 为其在位能。

Figure 1.4 The sketchmap of the single impurity Andersonmodel. The blue circles indicate the
non-interacting conduction electrons and 𝑡 is hopping amplitude of the electrons between
different sites. The red circle indicates the correlated impurity electron which hybridized
with conduction electron with the parameter 𝑉 . 𝐸𝑓 is the on-site energy.

1961 年，Anderson 使用平均场近似处理排斥的相互作用项 [31]，

𝑈𝑛↑𝑛↓ → 𝑈𝑛↑⟨𝑛↓⟩ + 𝑈⟨𝑛↑⟩𝑛↓ − 𝑈⟨𝑛↑⟩⟨𝑛↓⟩ + 𝑂(𝛿𝑛2), (1.10)

其计算表明，在半满情况下，存在一个临界的 𝑈𝑐，

𝑈𝑐 = 𝜋Δ, (1.11)

其中 Δ 为杂化函数，对于常数的态密度而言，Δ = 𝜋𝜌𝑉 2。当 𝑈 > 𝑈𝑐 的时候，系统

中会有局域磁矩形成。单杂质Anderson模型的平均场相图如1.5所示，当 𝑈 < 𝑈𝑐，

在费米面附近存在单个共振峰，而在 𝑈 > 𝑈𝑐 时，𝑓 电子的谱函数会分裂为相隔

大约为 𝑈 两个峰。

尽管平均场近似是比较粗糙的，但是这为在实验中观察到的局域磁矩的形

成提供了一个定性的理解。而在处理强关联晶格模型的重要方法——动力学平

均场理论（DMFT）中，晶格模型被映射到单杂质 Anderson 模型，因此单杂质

5
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图 1.5单杂质 Anderson模型的平均场相图。(a) 𝑈 < 𝜋Δ，在费米面附近存在单个的 𝑓 电子
共振峰。(b) 𝑈 > 𝜋Δ, 𝑓 电子谱函数分裂由 𝑈 分开的两个峰 [23]。

Figure 1.5 The mean field phase diagram of the single impurity Anderson model. (a) 𝑈 < 𝜋Δ,
a single resonance peak around the fermi energy. (b) 𝑈 > 𝜋Δ, the 𝑓 electron density of
states is split into two peaks by energy 𝑈 [23].

Anderson 模型的计算和理解是非常重要的。针对单杂质模型发展出来的各种计

算方法将在论文的第 2 章中详细介绍。

• 周期性 Anderson 模型

周期性 Anderson 模型也是一种杂化模型，其中包含巡游和局域两种电子。

与单杂质 Anderson 模型不同的是，在周期性 Anderson 模型中，在每一个格点都

存在一个局域电子轨道，周期性排布的局域电子与巡游电子发生耦合。周期性

Anderson 模型广泛使用于重费米子领域的研究中，其哈密顿量为：

𝐻 = − ∑
𝑖𝑗𝜎

𝑡𝑖𝑗 (𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + ℎ.𝑐.) + ∑

𝑖𝑗𝜎
𝑉𝑖𝑗(𝑐†

𝑖𝜎𝑓𝑗𝜎 + ℎ.𝑐.)

+ 𝐸𝑓 ∑
𝑖𝜎

𝑓 †
𝑖𝜎𝑓𝑖𝜎 + 𝑈 ∑

𝑖
(𝑛𝑓

𝑖↑ − 1
2) (𝑛𝑓

𝑖↓ − 1
2) , (1.12)

其中第一项为巡游导带电子的动能项，第二项为导带电子和局域电子的杂化项，

在只考虑局域的杂化的情况下有：

𝑉𝑖𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑉 , 𝑖 = 𝑗,

0, 其他.
(1.13)

第三项为局域电子的在位能，第四项为局域电子间的库仑相互作用项，图1.6为

只考虑最近邻跃迁和局域杂化的周期性 Anderson 模型的示意图。
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图 1.6周期性 Anderson模型示意图。其中蓝色圆圈表示无相互作用的导带电子，红色圆圈
表示考虑库仑相互作用的杂质电子。与单杂质 Anderson 模型不同的是在每一个格点
上都存在一个杂质。

Figure 1.6 The sketch map of the periodic Anderson model. Similar as the single impurity An-
derson model, the blue circles indicate the non-interacting conduction electrons and the
red circles indicate the correlated impurity electrons. In the periodic Anderson model,
there is an impurity on each site.

平均场处理下，在动量空间周期性 Anderson 模型的哈密顿量写作 [23]:

𝐻MF = ∑
k𝜎

(𝑐†
k𝜎 , 𝑓 †

k𝜎)
⎛
⎜
⎜
⎝

𝜖k𝜎 𝑉eff

𝑉 ∗
eff ̃𝜖𝑓

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐k𝜎

𝑓k𝜎

⎞
⎟
⎟
⎠

, (1.14)

其中 𝑉eff , ̃𝜖𝑓 分别为重整化的杂化强度和 𝑓 电子化学势，对角化这个哈密顿量得：

𝐻MF = ∑
k𝜎

(𝑎†
k𝜎 , 𝑏†

k𝜎)
⎛
⎜
⎜
⎝

𝐸+
k 0

0 𝐸−
k

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑎k𝜎

𝑏k𝜎

⎞
⎟
⎟
⎠

, (1.15)

其中 𝑎†
k𝜎 , 𝑏†

k𝜎 表示准粒子的产生算符，它们是 𝑐†
k𝜎 与 𝑓 †

k𝜎 的线性组合：

𝑎†
k𝜎 = 𝜇k𝑐†

k𝜎 + 𝜈k𝑓 †
k𝜎 ,

𝑏†
k𝜎 = −𝜈k𝑐†

k𝜎 + 𝜇k𝑓 †
k𝜎 .

(1.16)

求解下面的方程：

det
⎡
⎢
⎢
⎣
𝐸±
k 𝐈 −

⎛
⎜
⎜
⎝

𝜖k𝜎 𝑉eff

𝑉 ∗
eff ̃𝜖𝑓

⎞
⎟
⎟
⎠

⎤
⎥
⎥
⎦

= (𝐸±
k − 𝜖k)(𝐸±

k − ̃𝜖𝑓 ) − 𝑉 2
eff

= 0

, (1.17)

得到：

𝐸±
k =

𝜖k + ̃𝜖𝑓 ± √(𝜖k − ̃𝜖𝑓 )2 + 4𝑉 2
eff

2 , (1.18)

7



强关联系统中两阶段过程的数值研究

以及，

上式给出两支杂化能带，如图1.7支能带的带底与下支能带的带顶之间存在

宽度为 Δ𝑔 ∼ 𝑉 2
eff /𝑊 的带隙，就是所谓的间接带隙，同时还存在另一个直接带隙

Δdir = 2𝑉eff。费米面附近的能带很平，表现在态密度上为一个很尖锐的峰。

图 1.7在 𝑇 → 0时，周期性 Anderson模型能带结构示意图。其中 𝑉eff , ̃𝜖𝑓 分别为重整化的杂
化强度和 𝑓 电子化学势，Δ𝑔 为上下两支重整化能带之间的带隙

[32]。
Figure 1.7 Schematic map of the band structure for a periodic Anderson model at 𝑇 → 0 limit.

𝑉eff and ̃𝜖𝑓 are the renormalized hybridization and 𝑓 electron chemical potential, respec-
tively. Δ𝑔 is the hybridization gap between the lower and upper renormalized bands [32].

1.2 重费米子系统
1.2.1 重费米子基础

重费米子系统是一种典型的强关联电子系统。实验上发现的第一个重费米

子材料为 CeAl3 [8]，在 1975 年 Andres 测量了其在极低温下的比热，发现其线性

比热系数达到了 𝛾 = 1620 mJ/mol K2，比一般的金属比热系数大两到三个量级。

随后在其他的稀土元素和锕系元素的金属化合物中也发现了类似的现象，根据

朗道费米液体理论，这种材料中准粒子的有效质量（𝑚∗）比自由电子质量大两到

三个数量级，因此而被称为重费米子。

重费米子系统主要为具有较强库仑相互作用的 𝑓 电子系统，后来的研究中

也发现少量的 𝑑 电子的重费米子化合物，如 LiV2O3
[10–14]。在重费米子系统中，

局域电子往往表现出局域磁矩的行为，晶格中周期排布的局域磁矩与巡游电子

发生杂化耦合，导带电子重整化，使得准粒子具有很高的有效质量。

8



第 1 章 引言

图 1.8三种典型金属的低温电阻行为示意图 [33]。

Figure 1.8 Sketch diagram of the resistance behaviors of three kinds of typical metals [33]。

重费米子材料主要的能量尺度很低，一般只在几个毫电子伏的能量量级，实

验上一般通过温度、压强、掺杂、磁场等外界环境的调控来改变其性质，在低温

下表现出非常丰富的物理图像，如非常规超导、非费米液体、量子临界点以及隐

藏序等等。正是由于其复杂的相图结构，重费米子为研究磁性与超导关系、局域

巡游转变、量子临界行为等等提供了很好的平台。

1.2.2 近藤效应

人们在稀磁合金的研究中发现，在其电阻的测量中存在不同于贵金属和简

单金属的行为。如图1.8所示，贵金属在低温表现出与温度无关的常数电阻行为，

简单金属在表现出超导行为，而对于稀磁合金，其电阻在扣除声子散射的贡献后

表现为对数上升的行为，𝑅imp = 𝑎 − 𝑏ln𝑇。1964 年，日本物理学家近藤（Kondo）

从 s-d 交换模型出发 [34]，

𝐻s−d = ∑
k𝜎

𝜖k𝑐†
k𝜎𝑐k𝜎 + (

𝐽
𝑁 ) ∑

kk′ ∑
𝜎𝜎′

𝑆 ⋅ 𝜎𝜎𝜎′𝑐†
k𝜎𝑐k′𝜎′ . (1.19)

考虑到自旋散射的二阶微扰过程，得到在反铁磁耦合 (𝐽 > 0) 的情况下，杂质贡

献的电阻为：

𝑅𝑖𝑚𝑝 = 𝑅0 [1 + 4𝐽𝜌𝐹 ln (
𝑘𝐵𝑇

𝐷 )] , (1.20)

其中包含一个随温度变化的对数项，解释了稀磁合金中的电阻的奇异行为，从而

这一现象也被称为“近藤效应”。

9



强关联系统中两阶段过程的数值研究

图 1.9 (a)近藤温度之上的巡游电子与局域磁矩。(b)近藤温度以下形成近藤屏蔽。
Figure 1.9 (a) The itinerant conduction electrons and the local moment above the Kondo tem-

perature. (b) Kondo screening below the Kondo temperature.

需要注意的是，这个对数项在温度趋近于零时会出现发散行为，这与实验中

的观测是不一致的。人们进一步研究得到一个重要的特征温度 𝑇𝐾，

𝑇𝐾 ≃ 𝜌−1𝑒−1/𝜌𝐽 (1.21)

也就是近藤温度，其中 𝜌 为费米面附近的电子态密度。在近藤温度之下，系统进

入强耦合状态，微扰论的处理失效，需要新的方法来计算。直到 1975 年 Wilson

用数值重整化群的方法处理单杂质近藤模型，这个问题才基本得到解决 [35]。在

近藤温度以下，由于导带电子与局域磁矩之间的反铁磁耦合作用，大量导带电子

会屏蔽掉局域磁矩从而形成对外不显磁性的近藤单态，如图1.9所示。

1.2.3 RKKY相互作用

不同于稀磁合金，当增加磁性杂质的浓度，局域磁矩在晶格上周期排布，它们

之间由导带电子的传递会形成一种新的间接的自旋相互作用，即为由 Ruderman、

Kittel、Kasuya 以及 Yosida 等人所提出的 RKKY 相互作用 [36–38]，如图1.10所示。

RKKY 相互作用具体写作如下形式：

𝐻𝑅𝐾𝐾𝑌 = ∑
𝑛≠𝑚

𝑆𝑛 ⋅ 𝑆𝑚𝐽 (|𝑅𝑛 − 𝑅𝑚|) , (1.22)

其中，

𝐽(𝑅) = 9𝜋
2 (

𝐽 2

𝐸𝐹 ) {
cos 2𝑘𝐹 𝑅

(2𝑘𝐹 𝑅)
3 − sin 2𝑘𝐹 𝑅

(2𝑘𝐹 𝑅)
4 }

. (1.23)

可以发现，其表现为一个受到距离 R 调控的振荡衰减行为。
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图 1.10 RKKY 相互作用示意图。它是局域磁矩之间的由巡游电子传递的一种间接相互作
用 [23]。

Figure 1.10 The schematic diagram of the RKKY interaction. It is an indirect interaction due
to the the polarized itinerant electrons around a magnetic impurity [23]。

1977年，Doniach利用平均场近似研究 Kondo晶格模型，同时考虑近藤作用

和 RKKY 相互作用，得到了著名的 Doniach 相图 [39,40]，如图1.11所示。Doniach

指出，在此系统中，近藤相互作用和 RKKY 相互作用有竞争关系，存在不同于

近藤温度的另一个能标，即 RKKY 能标，

𝑇𝑅𝐾𝐾𝑌 ∼ 𝐽 2𝜌, (1.24)

两者共同决定了系统的性质。在弱耦合情况下，𝐽𝜌 较小，RKKY 相互作用占主

图 1.11 Doniach相图。在近藤耦合较大时，近藤效应占主导地位，𝑇𝐾 > 𝑇RKKY，低温下系统表
现为费米液体行为。在近藤弱耦合较弱时，RKKY相互作用占主导地位，𝑇K < 𝑇RKKY，
低温下系统表现出磁有序行为。两个区域之间之间通常为一个连续的量子相变 [23]。

Figure 1.11 The Doniach phase diagram. When the Kondo effect dominates, 𝑇𝐾 > 𝑇RKKY, the
system behaves as fermi liquid. When the RKKY interaction dominates, 𝑇𝐾 < 𝑇RKKY, the
system performs magnetic ordering state. Between them there is usually a continuous
quantum phase transition [23].
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导作用，系统基态表现为反铁磁态；而在强耦合情况下，𝐽𝜌 较大，近藤作用占

主导，系统基态为费米液体。而当 𝑇𝐾 ≃ 𝑇𝑅𝐾𝐾𝑌 的时候，可能存在从反铁磁到费

米液体的量子临界点。Doniach 相图给出了重费米子系统的一个在平均场近似下

的简单图像。

1.3 CeCoIn5中的两阶段杂化图像

在重费米子系统中，局域的 𝑓 电子在所谓的相干温度 𝑇 ∗ 之下可以逐渐转变

为巡游重电子。一般认为 𝑇 ∗ 标志着局域 𝑓 电子与导带电子之间的集体杂化的形

成，这种杂化导致了低温时的重电子的形成。然而最近 CeCoIn5 的 ARPES 观测

结果表明 [41]，在远高于 𝑇 ∗ 之上的温度已经存在了杂化，如图1.12所示，在温度

𝑇 = 120K（远高于其相干温度 𝑇 ∗ ≃ 50K）时，费米面附近已经可以看到有明显

的能带弯曲。

图 1.12 ARPES实验测量得到的 CeCoIn5的电子结构随着温度的演化
[41]。在温度 𝑇 = 120K

（远高于其相干温度，𝑇 ∗ ≃ 50K），费米面附近已经可以看到有明显的色散。
Figure 1.12 Temperature evolution of the electronic structure of CeCoIn5 obtained from

ARPES experiment [41]. There is a dispersive feature near 𝐸𝐹 clearly discernible around
𝑇 = 120K which is quite above its coherence temperature 𝑇 ∗ ≃ 50K.

在后来的 CeCoIn5 超快激光泵浦-探测实验中，通过测量和分析系统的反常

准粒子软化提出了两阶段杂化图像 [42]。在实验中测量得到的超快时间分辨微分

反射率 Δ𝑅(𝑡)/𝑅 满足指数衰减形式，Δ𝑅(𝑡)/𝑅 ∝ 𝑒−𝛾𝑡。如图1.13所示，在拟合得到

的衰减率 𝛾 随温度的变化情况中可以看到，𝛾 在 𝑇 ∗ 和 𝑇 † 处有两个明显的反常，

而这两个温度一个对应于相干温度 𝑇 ∗ ≃ 50K，另一个与 Chen 的工作 [41] 中观察

到能带弯曲的温度一致，𝑇 † ≃ 120K。当 𝑇 < 𝑇 ∗ 时，重电子相干形成，同时在态

密度上间接带隙打开，导致了泵浦量依赖的准粒子软化。而在温度高于 120 K，𝛾

基本上为一个常数。在两者之间，𝛾 明显减少但是不依赖于泵浦量，表明了在间
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接带隙关闭的情况下存在着很强的杂化涨落。两阶段杂化图像认为 𝑇 † 表明了杂

化涨落的前兆，而 𝑇 ∗ 标志着其进一步的形成被间接带隙保护的相干重电子态。

图 1.13拟合得到的衰减率 𝛾 随着温度变化的情况 [42]。可以看到在 𝑇 ∗和 𝑇 †处有两个明显的
反常。

Figure 1.13 The fitting decay rate 𝛾 as a function of temperature [42]. There are two anomalies
at 𝑇 ∗ and 𝑇 †.

1.4 论文结构

本论文引言部分主要介绍了强关联电子系统的背景和基本概念，一些重要

的基本模型和重费米子物理的基础，以及两阶段杂化图像的提出。

第二章将介绍常用的强关联电子系统的数值计算方法，包括行列式蒙特卡

罗方法（DQMC）、动力学平均场方法（DMFT）以及求解单杂质模型的数值重

整化群（NRG）和杂化展开连续时间量子蒙特卡罗方法（CT-HYB）。

第三章将介绍利用 DQMC 方法研究周期性 Anderson 模型中的杂化涨落行

为，通过对杂化关联函数的计算给出相应的相图，证实了实验中提出的两阶段的

杂化图像。

第四章通过半满周期性 Anderson 模型和 Hubbard 模型中的能标对应，表明

强关联晶格系统中两阶段过程是普遍存在的。

第五章将介绍通过动力学平均场方法与机器学习结合给出 Hubbard 模型中

的 Mott 相变的经典对应。在动力学平均场的框架下存在一个金属绝缘共存的区

域，这可能反映了 Mott 相变中的两阶段过程。

第六章为本论文总结和展望，以及对后续工作的规划。
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第 2章 强关联系统中的数值计算方法

在近几〸年对强关联系统的研究中开发出了很多计算方法，如严格对角化

（ED）[43]、数值重整化群（NRG）[35,44]、密度矩阵重整化群（DMRG）[45]、量子蒙

特卡罗（QMC）[46]、动力学平均场（DMFT）[47] 等等。在本章中，我们将主要介

绍行列式量子蒙特卡罗（DQMC）[48,49]、动力学平均场方法（DMFT）以及充当

杂质求解器的数值重整化群、连续时间蒙特卡罗（CT-QMC）中的杂化展开算法

（CT-HYB）[50–52]。

2.1 行列式量子蒙特卡罗方法

2.1.1 蒙特卡罗方法基础

考虑一个积分问题：

𝐼 = ∫
𝑏

𝑎
d𝑥𝑓 (𝑥) , (2.1)

最简单数值计算方法为，将积分区间 [𝑎, 𝑏] 均匀划分为 N 段，每个段的一个端点

坐标为 𝑥𝑖 = 𝑎 + 𝑖(𝑏−𝑎)
𝑁 ，那么这个积分可以近似表示为：

𝐼 ≃ 1
𝑁 ∑

𝑖
𝑓(𝑥𝑖), (2.2)

当 𝑁 → ∞ 的时候，这个值将接近真实值。

现在考虑另外一种方法来计算这个积分，将式 (2.1) 转化为：

𝐼 = ∫
𝑏

𝑎
d𝑥𝑓(𝑥)

𝑝(𝑥) 𝑝 (𝑥)

= ∫
𝑏

𝑎
d𝑥𝑓 ′(𝑥)𝑝(𝑥).

(2.3)

如果，𝑝(𝑥) 满足 𝑝(𝑥) > 0, ∫𝑏
𝑎 𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = 1，即在积分区间上恒正归一，那么 𝑝(𝑥) 可

以认为是一个概率密度，而 𝐼 则是 𝑓 ′(𝑥) 在 𝑝(𝑥) 分布下的期望值。那么我们可以

抽取满足 𝑝(𝑥) 的样本 {𝑋𝑖}, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑀，样本大小为 𝑀，这样我们就可以用样

本均值来估计其期望值，也就是说上面的积分可以表示为：

𝐼 ≃ 1
𝑀 ∑

{𝑋𝑖}
𝑓 ′(𝑋𝑖), (2.4)
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其计算误差为：

Δ = √
var(𝑓 ′)

𝑀 , (2.5)

其中 var(𝑓 ′) 为方差，可见，所抽取的样本空间越大，计算误差越小，估计值越

接近真实值。

相比于均匀划分区间的计算方法，蒙特卡罗方法很容易推广到高维积分，计

算误差与维度无关，也就是说针对于很复杂的相空间的积分，利用蒙特卡罗方法

可以进行高效的计算，因此被广泛运用。

在我们面对的问题中，往往需要计算的是一个物理量 𝑂 的期望值：

⟨𝑂⟩ = 1
𝑍 ∫𝐶

d𝑥𝑂(𝑥)𝑝(𝑥), (2.6)

其中 𝐶 表示整个相空间，𝑍 为配分函数，𝑍 = ∫𝐶 d𝑥𝑝(𝑥)，𝑝(𝑥) 为相空间中某个

点所对应的权重。

• Markov 链

为了计算物理量期望值 ⟨𝑂⟩，最关键的问题是在相空间中抽取满足 𝑝(𝑥)/𝑍

分布的样本，通常使用构造 Markov 链的方法来完成。首先从一个任意的初始位

形 𝑥 出发，按照转移概率 𝐖𝑥𝑦 从位形 𝑥 转移到位形 𝑦，并不断重复此过程，其

形式如下：

𝑥
𝐰𝑥𝑦−−−→ 𝑦

𝐰𝑦𝑧−−−→ 𝑧 −→ ⋯ . (2.7)

转移概率需要满足要求 ∑𝑦 𝐖𝑥𝑦 = 1，表示从位形 𝑥 出发转变到其他所有的位形

的概率之和为 1。在构造 Markov 链的过程中，要使得最终产生的样本满足给定

分布 𝑝(𝑥)，那么需要满足以下遍历性和细致平衡条件：

1. 遍历性：从任意的位形 𝑥 出发，可以经过有限的 Markov 转移过程演化到

相空间的任意位形 𝑦。

2. 细致平衡条件：在达到平衡状态时，从 𝑥 态转移到 𝑦 之间的概率与从 𝑦

到 𝑥 之间的概率满足：
𝐖𝑥𝑦
𝐖𝑦𝑥

= 𝑝 (𝑦)
𝑝 (𝑥) . (2.8)

• Metropolis-Hastings 算法

Metropolis-Hastings 算法 [53,54] 是一种常用的抽取满足给定分布样本的抽样

方法。Metropolis-Hastings 算法中，从位形 𝑥 到位形 𝑦 转移概率为：

𝐖𝑥𝑦 = 𝐖prop
𝑥𝑦 𝐖acc

𝑥𝑦 . (2.9)
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第一部分为从位形 𝑥 到位形 𝑦 的尝试概率（可能发生的概率）𝐖prop
𝑥𝑦 ，第二部分

是接受概率 𝐖acc
𝑥𝑦 。

如果这种变换被接受，那么位形变成 𝑦，否则保持为位形 𝑥。应用细致平衡

公式（2.8）得
𝐖acc

𝑥𝑦
𝐖acc

𝑦𝑥
=

𝑝 (𝑦) 𝐖prop
𝑦𝑥

𝑝 (𝑥) 𝐖prop
𝑥𝑦

≡ 𝑅𝑥𝑦, (2.10)

且 𝑅𝑦𝑥 = 1/𝑅𝑥𝑦。于是，可以得到从位形 𝑥 到位形 𝑦 的接受概率为：

𝐖acc
𝑥𝑦 = min{1, 𝑅𝑥𝑦} = 𝑓(𝑅). (2.11)

在实际的程序中，我们在 [0, 1] 区间产生一个随机数 𝑟，若 𝑟 < 𝑓(𝑅) 接受这个变

换，并从 𝑦 开始尝试新的变换，如果 𝑟 > 𝑓(𝑅)，则拒绝跃迁，并保持在 𝑥，重新

尝试新的位形变换。

蒙特卡罗方法应用到凝聚态物理中，通常是写出模型的配分函数，然后通过

对配分函数进行相应的计算处理，将其变换为对相空间抽样的形式。然后再按照

Metropolis-Hastings 抽样的流程完成抽样与物理量的统计计算。

2.1.2 Trotter分解和 Hubbard-Stratonovich变换

下面我们将介绍行列式量子蒙特卡罗方法。

行列式量子蒙特卡罗方法（DQMC）是计算费米子晶格模型的一种重要方

法，接下来我们以单带 Hubbard 模型，

𝐻 = −𝑡 ∑
⟨𝑖𝑗⟩𝜎

(𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + h.c.) + 𝑈 ∑

𝑖
(𝑛𝑖↑ − 1

2) (𝑛𝑖↓ − 1
2) , (2.12)

为例来介绍 DQMC 方法。

考虑一个由两个部分组成的哈密顿量，

𝐻 = 𝐻1 + 𝐻2, (2.13)

根据 Glauber 公式，

𝑒𝜆(𝐴+𝐵) = 𝑒𝜆𝐴𝑒𝜆𝐵𝑒− 1
2 𝜆2[𝐴,𝐵], (2.14)

将虚时 𝛽 = 1/𝑇 成 m 份，𝑚Δ𝜏 = 𝛽，对于每一个虚时段 Δ𝜏，可以得到，

𝑒−Δ𝜏(𝐻1+𝐻2) = 𝑒−Δ𝜏𝐻1𝑒−Δ𝜏𝐻2 + 𝑂(Δ𝜏2), (2.15)
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上式等号两端同时取 𝑚 次方于是有，

𝑒−𝛽(𝐻1+𝐻2) = lim
Δ𝜏→0 [𝑒−Δ𝜏𝐻1𝑒−Δ𝜏𝐻2]

𝑚 . (2.16)

对于单带 Hubbard 模型而言，𝐻1 = −𝑡 ∑
⟨𝑖𝑗⟩𝜎

(𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + h.c.)，为无相互作用的动能部

分，可以精确求解，而 𝐻2 = 𝑈 ∑
𝑖

(𝑛𝑖↑ − 1/2)(𝑛𝑖↓ − 1/2) 包含四算符项，无法直接

计算，需要通过 Hubbard-Stratonovich（H-S）变换将其转化为两算符项。

考虑排斥相互作用 (𝑈 > 0) 项，

𝐻𝑈 = 𝑈 (𝑛↑ − 1
2) (𝑛↓ − 1

2)

= −𝑈
2 (𝑛↑ − 𝑛↓)2 + 𝑈

4 ,
(2.17)

于是做 H-S 变换将其变成一个高斯积分形式，

𝑒−Δ𝜏𝑈(𝑛↑− 1
2 )(𝑛↓− 1

2 ) = 𝑒− 1
4 Δ𝜏𝑈 𝑒

1
2 Δ𝜏𝑈(𝑛↑−𝑛↓)2

= 𝑒− 1
4 Δ𝜏𝑈 1

√2𝜋 ∫ 𝑑𝑠𝑒− 1
2 𝑠2+𝑠√Δ𝑈(𝑛↑−𝑛↓),

(2.18)

其中，𝑠 为引入的辅助场。上式为连续场的情况，离散的情况即是引入的辅助场

为 Ising 场，则有：

𝑒−Δ𝜏𝐻𝑈 = 𝛾 ∑𝑠=±
𝑒𝛼𝑠(𝑛↑−𝑛↓), (2.19)

对于单个格点而言，只存在四种可能的状态 |0⟩, | ↑⟩, | ↓⟩, | ↑, ↓⟩。它们分别表示

空占据，自旋向上单电子占据，自旋向下单电子占据和双占据。将等号两端分别

作用到四个态上得到，

𝑒−Δ𝜏 𝑈
4 |0⟩ = 2𝛾|0⟩,

𝑒Δ𝜏 𝑈
4 |0⟩ = 2𝛾 cosh | ↑⟩,

𝑒Δ𝜏 𝑈
4 |0⟩ = 2𝛾 cosh | ↓⟩,

𝑒−Δ𝜏 𝑈
4 |0⟩ = 2𝛾| ↑, ↓⟩.

(2.20)

解得，

𝛾 = 1
2𝑒−Δ𝜏 𝑈

4 ,

cosh(𝛼) = 𝑒Δ𝜏 𝑈
2 .

(2.21)
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而对于吸引相互作用势，𝑈 < 0，可以得到，

𝐻𝑈 = 𝑈
2 (𝑛↑ + 𝑛↓ − 1)2 − 𝑈

4 , (2.22)

类似地假设，

𝑒−Δ𝜏𝐻𝑈 = 𝛾 ∑𝑠=±
𝑒𝛼𝑠(𝑛↑+𝑛↓−1), (2.23)

同样作用于四个态，

𝑒−Δ𝜏 𝑈
4 |0⟩ = 2𝛾|0⟩,

𝑒Δ𝜏 𝑈
4 |0⟩ = 2𝛾 cosh | ↑⟩,

𝑒Δ𝜏 𝑈
4 |0⟩ = 2𝛾 cosh | ↓⟩,

𝑒−Δ𝜏 𝑈
4 |0⟩ = 2𝛾| ↑, ↓⟩.

(2.24)

得到，

𝛾 = 1
2𝑒Δ𝜏 𝑈

4 ,

cosh(𝛼) = 𝑒−Δ𝜏 𝑈
2 .

(2.25)

综上可得，

𝑒−Δ𝜏𝑈 ∑𝑖(𝑛𝑖↑− 1
2 )(𝑛𝑖↓− 1

2 ) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1
2𝑒− 1

4 Δ𝜏𝑈 ∑𝑠=± 𝑒𝛼𝑠(𝑛↑−𝑛↓), 𝑈 > 0
1
2𝑒+ 1

4 Δ𝜏𝑈 ∑𝑠=± 𝑒𝛼𝑠(𝑛↑+𝑛↓−1), 𝑈 < 0
(2.26)

其中 cosh(𝛼) = 𝑒Δ𝜏|𝑈|/2，𝑠 即为引入的辅助 Ising场。从上式中可以看出：在 𝑈 > 0

（排斥势）的情况下，辅助场与自旋自由度耦合；𝑈 < 0（吸引势），辅助场与电

荷自由度耦合。

这里是在某一个时间片段上的变换，而在每一个时间片段上都会引入相应

的 Ising场，这样就可以将相互作用项的转化为一系列 Ising场的求和，如图2.1所

示。

2.1.3 行列式权重

考虑有限温度的巨正则系统的配分函数，

𝑍 = Tr [e−𝛽(𝐻−𝜇𝑁elec)]

= ∑
𝑁elec

∑𝜓𝑁elec

⟨𝜓𝑁elec|e
−𝛽(𝐻−𝜇𝑁elec)|𝜓𝑁elec⟩.

(2.27)
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经过 H-S 变换，用 𝐶 = {𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑚} 表示引入的辅助场位形空间，它是关于虚

时的函数，其中 𝛽 = Δ𝜏𝑚，有

𝑍 = ∑
𝐶

∑𝜓
𝑤𝑐 [𝜓] , (2.28)

其中 𝑤𝑐 [𝜓] = ⟨𝜓|𝑒−𝛽𝐻 |𝜓⟩ 表示对于给定位形情况下的权重，这里 𝑒−𝛽𝐻 将被分

成许多的时间片处理，然后在每一个时间片利用H-S变化来处理相互作用项，从

而产生一个等效的无相互作用的哈密顿量。|𝜓⟩ 为占据数表象下的基矢，在占据

数表象下，任意一个基矢可以写成上下自旋的直积形式，

|𝑛1↑, 𝑛2↑, ⋯ , 𝑛𝑁↑⟩|𝑛1↓, 𝑛2↓, ⋯ , 𝑛𝑁↓⟩, (2.29)

其中 𝑛𝑖𝜎 = 0, 1，∑𝑖𝜎 𝑁𝑖𝜎 = 𝑁𝜎，𝑁𝜎 表示自旋为 𝜎 的电子数，对于某一个自旋方

向有，

|𝑛1𝜎 , 𝑛2𝜎 , ⋯ , 𝑛𝑁𝜎⟩ = 𝑐†
𝑖𝑁𝜎

⋯ 𝑐†
𝑖2𝑐†

𝑖1|0⟩, (2.30)

我们令，

|𝜓𝑁𝜎 ⟩ = |𝑛1𝜎 , 𝑛2𝜎 , ⋯ , 𝑛𝑁𝜎⟩, (2.31)

则有，

|𝜓𝑁elec⟩ = |𝑛1↑, 𝑛2↑, ⋯ , 𝑛𝑁↑⟩|𝑛1↓, 𝑛2↓, ⋯ , 𝑛𝑁↓⟩ = |𝜓𝑁↑⟩|𝜓𝑁↓⟩ (2.32)

其中 𝑁elec = ∑𝜎 𝑁𝜎。于是，配分函数可以改写为如下形式，

𝑍 = ∑
𝐶

∑
𝑁↑+𝑁↓=𝑁elec

∏𝜎 ∑𝜓𝑁𝜎

𝑤𝜎
𝐶 [𝜓𝑁𝜎 ] . (2.33)

需要注意的是上式中在不同的自旋的权重计算中共享同一个辅助 Ising 场位形，

正是这个共享体现了电子间相互作用。

图 2.1 H-S变换示意图。同一个格点上的电子间相互作用项转化为一系列 Ising场的求和。
Figure 2.1 An illustration of H-S transformation. The interaction between the electrons on the

same site is represented by a series of auxiliary Ising field.
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观察上式可以看到，经过 H-S 变换，只留下了两算符项，所以可以进行严格

积分掉电子自由度，从而得到配分函数，

𝑍 = ∑
𝐶

∏𝜎
𝑤𝜎

𝐶 , (2.34)

这里的 𝑤𝜎
𝐶 为对应于一个位形 𝐶 的权重，往后我们可以看到其为一个行列式形

式。

考虑哈密顿量 𝐻，由 Trotter 分解可得，

e−Δ𝜏𝐻 = e−Δ𝜏(𝐻1+𝐻2+⋯+𝐻𝑛) = e−Δ𝜏𝐻1e−Δ𝜏𝐻2 ⋯ e−Δ𝜏𝐻𝑛 + 𝒪 ((Δ𝜏)2) . (2.35)

其中，Δ𝜏 = 𝛽/𝑚，相应的配分函数为：

𝑍 = ∑
𝐶

∏𝜎 ∑
𝑁𝜎

∑𝜓𝑁𝜎

⟨𝜓𝑁𝜎 |e−Δ𝜏𝑐†𝑀𝑚𝑐 ⋯ e−Δ𝜏𝑐†𝑀2𝑐e−Δ𝜏𝑐†𝑀1𝑐|𝜓𝑁𝜎 ⟩. (2.36)

其中 𝑀𝑖 表示与虚时段有关的位形依赖的哈密顿量的矩阵，由于经过 H-S 变换

后，配分函数中保留了两算符项，所以上式可以直接计算。对于一个具体的位形

和给定电子数来说，可以得到：

∑
𝑁𝜎

∑𝜓𝑁𝜎

⟨𝜓𝑁𝜎 |e−Δ𝜏𝑐†𝑀𝑚𝑐 ⋯ e−Δ𝜏𝑐†𝑀2𝑐e−Δ𝜏𝑐†𝑀1𝑐|𝜓𝑁𝜎 ⟩

= det (1) + det (𝐵𝜎
11) + det (𝐵𝜎

22) + ⋯ + det (𝐵𝜎
𝑁𝑁 )

+ det
⎛
⎜
⎜
⎝

𝐵𝜎
11 𝐵𝜎

12

𝐵𝜎
21 𝐵𝜎

22

⎞
⎟
⎟
⎠

+ det
⎛
⎜
⎜
⎝

𝐵𝜎
11 𝐵𝜎

13

𝐵𝜎
31 𝐵𝜎

33

⎞
⎟
⎟
⎠

+ ⋯ + det
⎛
⎜
⎜
⎝

𝐵𝜎
𝑁,𝑁−1 𝐵𝜎

𝑁,𝑁

𝐵𝜎
𝑁,𝑁−1 𝐵𝜎

𝑁𝑁

⎞
⎟
⎟
⎠

+ ⋯ + det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝐵𝜎
11 𝐵𝜎

12 ⋯ 𝐵𝜎
1𝑁

𝐵𝜎
21 𝐵𝜎

22 ⋯ 𝐵𝜎
2𝑁

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝐵𝜎
𝑁,1 𝐵𝜎

𝑁2 ⋯ 𝐵𝜎
𝑁𝑁

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 + 𝐵𝜎
11 𝐵𝜎

12 ⋯ 𝐵𝜎
1𝑁

𝐵𝜎
21 1 + 𝐵𝜎

22 ⋯ 𝐵𝜎
2𝑁

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝐵𝜎
𝑁1 𝐵𝜎

𝑁2 ⋯ 1 + 𝐵𝜎
𝑁𝑁

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= det [𝐼 + 𝐵𝜎 (𝛽, 0)] ,

(2.37)
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其中 𝑁 为格点大小，𝐵𝜎
𝑖𝑗 = 𝐵𝜎

𝑖𝑗 (𝛽, 0) 表示单电子传播子，其定义为：

𝐵𝑖𝑗 (𝜏2, 𝜏1) = ⟨0|𝑐𝑖 [𝒯 exp (− ∫
𝜏2

𝜏1
𝐻 (𝜏) d𝜏)] 𝑐†

𝑗 |0⟩. (2.38)

它满足如下关系：

𝑐𝑖(𝜏2) = ∑ 𝐵𝑖𝑗(𝜏2, 𝜏1)𝑐𝑗(𝜏1),

𝑐†
𝑖 (𝜏2) = ∑ 𝑐†

𝑗 (𝜏1)𝐵−1
𝑗𝑖 (𝜏2, 𝜏1).

(2.39)

相应的多粒子传播子为：

⟨0|𝑐𝑖1𝑐𝑖2 ⋯ 𝑐𝑖𝑁𝜎 [𝒯 exp (− ∫
𝜏2

𝜏1
𝐻 (𝜏) d𝜏)] 𝑐†

𝑗𝑁𝜎
⋯ 𝑐†

𝑗2
𝑐†

𝑗1|0⟩

= det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝐵𝑖1𝑗1 (𝜏2, 𝜏1) 𝐵𝑖1𝑗2 (𝜏2, 𝜏1) ⋯ 𝐵𝑖1𝑗𝑁𝜎 (𝜏2, 𝜏1)
𝐵𝑖2𝑗1 (𝜏2, 𝜏1) 𝐵𝑖2𝑗2 (𝜏2, 𝜏1) ⋯ 𝐵𝑖2𝑗𝑁𝜎 (𝜏2, 𝜏1)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝐵𝑖𝑁𝜎 𝑗1 (𝜏2, 𝜏1) 𝐵𝑖𝑁𝜎 𝑗2 (𝜏2, 𝜏1) ⋯ 𝐵𝑖𝑁𝜎 𝑗𝑁𝜎 (𝜏2, 𝜏1)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.
(2.40)

于是，系统的配分函数可以简化为：

𝑍 = ∑
𝐶

∏𝜎
𝑤𝜎

𝐶 = ∑
𝐶

∏𝜎
det [𝐼 + 𝐵𝜎 (𝛽, 0)] . (2.41)

其中，

𝐵𝜎 (𝛽, 0) ≡ 𝐵𝜎 (𝛽, 𝛽 − Δ𝜏) ⋯ 𝐵𝜎 (2Δ𝜏, Δ𝜏) 𝐵𝜎 (Δ𝜏, 0) , (2.42)

为系列矩阵的乘积。

2.1.4 单粒子格林函数

由于对于某一个给定的 Ising 位形 C，经过 H-S 变换后，相关物理量的计算

都是基于二次型的哈密顿量，所以可以利用 Wick 定理写出每一个位形下的其他

物理量，而这些物理量可以用两算符的关联函数表示。定义单粒子格林函数：

𝐺𝜎
𝑖𝑗 (𝜏, 𝜏) ≡ ⟨𝑐𝑖𝜎 (𝜏) 𝑐†

𝑗𝜎 (𝜏) ⟩ = 𝛿𝑗𝑖 − ⟨𝑐†
𝑗𝜎 (𝜏) 𝑐𝑖𝜎 (𝜏) ⟩. (2.43)

考虑在某一个自旋方向上的变换：

𝒯 exp (− ∫
𝛽

0
𝐻 (𝜏0) d𝜏0)

→ 𝒯 exp (− ∫
𝛽

𝜏
𝐻 (𝜏0) d𝜏0) exp (ℎ𝑐†

𝑗𝜎𝑐𝑖𝜎) 𝒯 exp (− ∫
𝜏

0
𝐻 (𝜏0) d𝜏0) ,

(2.44)
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得到新的权重，

𝑤′
𝐶 = det [𝐼 + 𝐵𝜎 (𝛽, 𝜏) eℎ𝑄𝐵𝜎 (𝜏, 0)] [𝐼 + 𝐵−𝜎 (𝛽, 𝜏) 𝐵−𝜎 (𝜏, 0)] , (2.45)

其中 𝑄 矩阵的矩阵元只有 𝑄𝑗𝑖 = 1，其余都为 0。可以通过对 ℎ 作微分来得到巨

正则系综的平均值，

⟨𝑐†
𝑗𝜎 (𝜏) 𝑐𝑖𝜎 (𝜏) ⟩ = 𝜕

𝜕ℎ ln 𝑤′
𝐶 |ℎ=0

. (2.46)

再利用

ln det 𝐴 = Tr ln 𝐴, (2.47)

Tr𝐴𝐵𝐶 = Tr𝐵𝐶𝐴 = Tr𝐶𝐴𝐵, (2.48)

以及，

𝐵 (1 + 𝐴𝐵)−1 𝐴 = (1 + 𝐴−1𝐵−1)
−1

= (𝐵𝐴) (𝐵𝐴)−1 (1 + 𝐴−1𝐵−1)
−1

= (1 + 𝐵𝐴) (1 + 𝐵𝐴)−1 − (1 + 𝐵𝐴)−1

= 𝐼 − (1 + 𝐵𝐴)−1 ,

(2.49)

得到，

𝜕
𝜕ℎ ln 𝑤𝜎′

𝐶 |ℎ=0
= Tr 𝜕

𝜕ℎ ln [𝐼 + 𝐵𝜎 (𝛽, 𝜏) eℎ𝑄𝐵𝜎 (𝜏, 0)] |ℎ=0

= Tr [𝐵𝜎 (𝛽, 𝜏) 𝑄𝐵𝜎 (𝜏, 0) (𝐼 + 𝐵𝜎 (𝛽, 𝜏) 𝐵𝜎 (𝜏, 0))−1
]

= Tr [𝐵𝜎 (𝜏, 0) (𝐼 + 𝐵𝜎 (𝛽, 𝜏) 𝐵𝜎 (𝜏, 0))−1 𝐵𝜎 (𝛽, 𝜏) 𝑄]

= [𝐵𝜎 (𝜏, 0) (𝐼 + 𝐵𝜎 (𝛽, 𝜏) 𝐵𝜎 (𝜏, 0))−1 𝐵𝜎 (𝛽, 𝜏) 𝑄]𝑖𝑗

= 𝛿𝑖𝑗 − [(𝐼 + 𝐵𝜎 (𝜏, 0) 𝐵𝜎 (𝛽, 𝜏))−1
]𝑖𝑗

.

(2.50)

于是，

𝐺𝜎 (𝜏, 𝜏) = 𝐼 − [𝐼 + 𝐵𝜎 (𝜏, 0) 𝐵𝜎 (𝛽, 𝜏)]
−1 . (2.51)

局域格林函数为 𝐺𝜎
𝑖𝑖 (𝜏, 𝜏) = 1 − ⟨𝑛𝑖𝜎 (𝜏)⟩.
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2.1.5 蒙卡采样和更新

上节的分析中未考虑哈密顿量的具体形式，这一节中我们将考虑具体的

Hubbard 模型的蒙卡实现。对于 Hubbard 模型：

𝐻 = 𝐻1 + 𝐻2 + 𝐻3

= − ∑
𝑖𝑗𝜎

𝑇𝑖𝑗𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + 𝑈 ∑

𝑖
(𝑛𝑖↑ − 1

2) (𝑛𝑖↓ − 1
2) − 𝜇 ∑

𝑖
𝑛𝑖,

(2.52)

方便起见，这里考虑排斥势的情况，即 𝑈 > 0。对一个小的时间片段有

e−Δ𝜏𝐻 ≃ e−Δ𝜏(𝐻2+𝐻3)e−Δ𝜏𝐻1 , (2.53)

由于 𝐻2, 𝐻3 只包含局域项，所以在占据数表象下可以将每一个格点分离，即有，

e−Δ𝜏(𝐻2+𝐻3) = eΔ𝜏𝜇 ∑𝑖 𝑛𝑖−Δ𝜏𝑈 ∑𝑖(𝑛𝑖↑− 1
2 )(𝑛𝑖↓− 1

2 )

= ∏
𝑖

e−Δ𝜏𝑈(𝑛𝑖↑− 1
2 )(𝑛𝑖↓− 1

2 )
∏

𝑖
eΔ𝜏𝜇𝑛𝑖↑ ∏

𝑖
eΔ𝜏𝜇𝑛𝑖↓

= ∏
𝑖

⎡⎢⎢⎣

1
2e− 1

4 Δ𝜏𝑈
∑

𝑠𝑖=±1
e𝛼𝑠𝑖(𝑛𝑖↑−𝑛𝑖↓)

⎤⎥⎥⎦
∏

𝑖
eΔ𝜏𝜇𝑛𝑖↑ ∏

𝑖
eΔ𝜏𝜇𝑛𝑖↓

= ∏
𝑖

⎡⎢⎢⎣

1
2e− 1

4 Δ𝜏𝑈
∑

𝑠𝑖=±1
∏𝜎

e𝜎𝛼𝑠𝑖𝑛𝑖𝜎
⎤⎥⎥⎦

∏𝜎 ∏
𝑖

eΔ𝜏𝜇𝑛𝑖𝜎 ,

(2.54)

其中 cosh 𝛼 = exp (Δ𝜏𝑈/2)。对于每一个给定的时间段和给定的辅助 Ising场位形，

上式中的矩阵都是对角的，用以下形式表示，

𝐴𝜎 (𝜏) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

e𝜎𝛼𝑠1(𝜏) 0

e𝜎𝛼𝑠2(𝜏)

⋱

0 e𝜎𝛼𝑠𝑁 (𝜏)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (2.55)

式中忽略了一些积分常数。

下面考虑跃迁项 𝐻1，计算跃迁矩阵项 exp (Δ𝜏𝑇 )。一种方法是将跃迁矩阵 𝑇

对角化，得到本征值 𝜆𝑖 和相应的幺正变换矩阵 𝑉 ，有

exp (Δ𝜏𝑇 ) = 𝑉

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

e𝜎𝛼𝜆1(𝜏) 0

e𝜎𝛼𝜆2(𝜏)

⋱

0 e𝜎𝛼𝜆𝑁 (𝜏)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

𝑉 𝑇 . (2.56)
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另一种方法考虑：

exp (Δ𝜏𝑇 ) = exp
(

Δ𝜏 ∑
𝑖𝑗

𝑇 (𝑖𝑗)
)

= ∏
𝑖𝑗

exp (Δ𝜏𝑇 (𝑖𝑗)
𝑖𝑗 ) ,

(2.57)

其中 𝑇 (𝑖𝑗) 是为跃迁项对应的稀疏矩阵，其中只有 𝑇 (𝑖𝑗)
𝑖𝑗 = 𝑇 (𝑗𝑖)

𝑗𝑖 = 𝑇𝑖𝑗 非零,

𝑇 (𝑖𝑗) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 ⋯ 0 ⋯ 0 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

0 ⋯ 0 ⋯ 𝑇𝑖𝑗 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

0 ⋯ 𝑇𝑖𝑗 ⋯ 0 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ 0 ⋯ 0 ⋯ 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (2.58)

因此直接展开有，

exp (Δ𝜏𝑇 ) = ∏
𝑖𝑗

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 ⋯ 0 ⋯ 0 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

0 ⋯ cosh (Δ𝜏𝑇𝑖𝑗) ⋯ sinh (Δ𝜏𝑇𝑖𝑗) ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

0 ⋯ sinh (Δ𝜏𝑇𝑖𝑗) ⋯ cosh (Δ𝜏𝑇𝑖𝑗) ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ 0 ⋯ 0 ⋯ 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (2.59)

在 𝑁 格点的模型中，式 (2.42) 最关键的 𝐵𝜎 可以写作

𝐵𝜎 (𝜏′, 𝜏) = 𝐵𝜎 (𝜏′, 𝜏′ − Δ𝜏) ⋯ 𝐵𝜎 (𝜏 + 2Δ𝜏, 𝜏 + Δ𝜏) 𝐵𝜎 (𝜏 + Δ𝜏, 𝜏) , (2.60)

结合 𝑁 粒子传播子的定义 (2.40)，可以得到

𝐵𝜎 (𝜏, 𝜏 − Δ𝜏) = eΔ𝜏𝜇𝐴𝜎 (𝜏) exp (Δ𝜏𝑇 ) . (2.61)

在蒙卡计算中使用 Metropolis 抽样方法，观察上式可以发现，每次采样改变

位形时事实上只会影响到 𝐴𝜎(𝜏) 矩阵，除了直接使用（2.41）来计算位形权重外，

还有更快速的更新方法。
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假设在 𝜏 时刻翻转格点 𝑖 上的辅助场，从 𝑠 变为 𝑠′，相应的 𝐴𝜎(𝜏) 矩阵变成

𝐴′𝜎(𝜏):

𝐴′𝜎(𝜏) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

e𝜎𝛼𝑠1(𝜏) 0

⋱

e𝜎𝛼𝑠′
𝑖 (𝜏)

⋱

0 e𝜎𝛼𝑠𝑁 (𝜏)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= [𝐼 + Δ𝜎 (𝑖, 𝜏)] 𝐴𝜎 (𝜏) ,

(2.62)

矩阵 Δ𝜎 (𝑖, 𝜏) 仅有一个非零矩阵元：

Δ𝜎
𝑖𝑖 (𝑖, 𝜏) = exp [𝜎𝛼 (𝑠′

𝑖 (𝜏) − 𝑠𝑖 (𝜏))] − 1. (2.63)

所以新旧两位位形的权重之比为：

𝑅𝜎 ≡
𝑤𝜎

𝐶′

𝑤𝜎
𝐶

=
det [𝐼 + 𝐵𝜎 (𝛽, 𝜏) [𝐼 + Δ𝜎 (𝑖, 𝜏)] 𝐵𝜎 (𝜏, 0)]

det [𝐼 + 𝐵𝜎 (𝛽, 𝜏) 𝐵𝜎 (𝜏, 0)] . (2.64)

利用以下关系，

det 𝐴/ det 𝐵 = det 𝐵−1𝐴 = det 𝐴𝐵−1, (2.65)

det (𝐼 + 𝐴𝐵) = det (𝐼 + 𝐵𝐴) , (2.66)

得到

𝑅𝜎 =
det [𝐼 + 𝐵𝜎 (𝛽, 0) + 𝐵𝜎 (𝛽, 𝜏) Δ𝜎 (𝑖, 𝜏) 𝐵𝜎 (𝜏, 0)]

det [𝐼 + 𝐵𝜎 (𝛽, 0)]
= det [𝐼 + (𝐼 + 𝐵𝜎 (𝛽, 0))−1 𝐵𝜎 (𝛽, 𝜏) Δ𝜎 (𝑖, 𝜏) 𝐵𝜎 (𝜏, 0)]

= det [𝐼 + Δ𝜎 (𝑖, 𝜏) 𝐵𝜎 (𝜏, 0) (𝐼 + 𝐵𝜎 (𝛽, 0))−1 𝐵𝜎 (𝛽, 𝜏)]

= det [𝐼 + Δ𝜎 (𝑖, 𝜏) (𝐼 − 𝐺𝜎 (𝜏, 𝜏))] ,

(2.67)

其中

𝐺𝜎 (𝜏, 𝜏) = [𝐼 + 𝐵𝜎 (𝜏, 0) 𝐵𝜎 (𝛽, 𝜏)]
−1 . (2.68)

是单粒子等时格林函数。结合矩阵 Δ𝜎 的性质 (2.63) 可得

𝑅 = 𝑅↑𝑅↓ = ∏𝜎
[1 + Δ𝜎

𝑖𝑖 (𝑖, 𝜏) (1 − 𝐺𝜎
𝑖𝑖 (𝜏, 𝜏))] . (2.69)

26



第 2 章 强关联系统中的数值计算方法

以 min{1, 𝑅} 的概率接受新的位形，如果接受了 𝑠𝑖 (𝜏) 的翻转，那么格林函数的

更新公式为：

𝐺𝜎 (𝜏, 𝜏) = (𝐼 + 𝐵′𝜎)
−1

= [𝐼 + (𝐼 + Δ𝜎 (𝜏)) 𝐵𝜎]
−1

= [(𝐼 + 𝐵𝜎) + Δ𝜎 (𝜏) 𝐵𝜎 (𝐼 + 𝐵𝜎)−1 (𝐼 + 𝐵𝜎)]
−1

= (𝐼 + 𝐵𝜎)−1
[𝐼 + Δ𝜎 (𝜏) 𝐵𝜎 (𝐼 + 𝐵𝜎)−1

]
−1

= 𝐺𝜎 [𝐼 + Δ𝜎 (𝜏) (𝐼 − 𝐺𝜎)]
−1 ,

(2.70)

其中 𝐵𝜎 = 𝐵𝜎 (𝜏, 0) 𝐵𝜎 (𝛽, 𝜏)。以及含时格林函数，

𝐺𝜎 (𝜏′, 𝜏) = 𝐵𝜎 (𝜏′, 𝜏) 𝐺𝜎 (𝜏, 𝜏) 𝐵𝜎 (𝜏′, 𝜏)
−1 . (2.71)

在实际计算中，往往采用 𝐺𝜎 (𝜏, 𝜏) 的快速更新方法。因为矩阵 𝚫𝜎 只有一个

矩阵元不为零以及结合（2.69），可以得到

[𝐼 + Δ (𝐼 − 𝐺)] [𝐼 − 𝑅−1Δ (𝐼 − 𝐺)]

= 𝐼 + 𝑅 − 1
𝑅 Δ (𝐼 − 𝐺) − 1

𝑅Δ (𝐼 − 𝐺) Δ (𝐼 − 𝐺)

= 𝐼 + 𝑅 − 1
𝑅 Δ (𝐼 − 𝐺) − 1

𝑅Δ𝑖𝑖 (𝐼 − 𝐺𝑖𝑖) Δ𝑖𝑖 (𝐼 − 𝐺)

= 𝐼.

(2.72)

于是有，

[𝐼 + Δ𝜎 (𝜏) (𝐼 − 𝐺𝜎)]
−1 = 𝐼 − 1

𝑅𝜎 Δ𝜎 (𝜏) (𝐼 − 𝐺𝜎) , (2.73)

两边同时乘上 𝐺𝜎 ：

𝐺𝜎 → 𝐺𝜎 − 1
𝑅𝜎 𝐺𝜎Δ𝜎 (𝜏) (𝐼 − 𝐺𝜎) , (2.74)

写成矩阵元形式:

𝐺𝜎
𝑗𝑘 → 𝐺𝜎

𝑗𝑘 − 1
𝑅𝜎 𝐺𝜎

𝑗𝑖Δ𝜎
𝑖𝑖 (𝜏) (𝐼 − 𝐺𝜎)𝑖𝑘 . (2.75)

2.1.6 符号问题

当我们用蒙卡模拟来作数值计算的时候，往往需要要求位形的权重 𝑤(𝑥) 为

一个非负实数，而 DQMC 中权重为一个行列式，并无法保证其为一个非负实数，

当 𝑤(𝑥) 出现负数的情况，则会发生负符号问题，会大大增加计算误差。关于负

符号问题问题的来源也一直是人们所研究的问题。在实际的计算中，我们常常
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会选择一些特殊的情况来规避负符号问题，比如说在计算 Hubbard 模型的时候，

可以证明在保持半满粒子-空穴对称的情况下没有符号问题。而在偏离半满的情

况下，需要增加相应的计算量，以及考察符号函数的平均值，

⟨sgn⟩ =
∫𝒞 d𝑥sgn (x) |p (x) |

∫𝒞 d𝑥|𝑝 (𝑥) |
= 𝑍

𝑍|𝑝|
, (2.76)

来判断结果的可靠性。

2.2 动力学平均场

与 DQMC 方法直接处理晶格模型不同，动力学平均场理论（DMFT）将晶

格模型映射到一个等效的单杂质模型，通过不断的迭代自洽地求解晶格模型。近

些年来 DMFT 在强关联数值计算领域取得了很多成果，是一个非常重要的计算

方法。

2.2.1 无穷维局域近似

1989 年，Metzner 与 Vollhardt 提出 [55]，在研究高维晶格系统中，在晶格的

空间维度 𝑑 → ∞（或者配位数 𝑧 → ∞）时，自能的空间涨落可以直接忽略，如

图2.2所示，在计算中只需要考虑局域的动力学涨落，也就是说 Σ(k, 𝜔) = Σ(𝜔)，

这直接导致了动力学平均场的出现。

图 2.2 𝑑 → ∞时的自能示意图。高维空间空间涨落可以忽略，只保留局域的相互作用 [56]。
Figure 2.2 An illustration of self-energy in 𝑑 → ∞. Since the spatial fluctuation can be ignored

in high dimension, only the local term persists [56].
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2.2.2 动力学平均场基本方程

1992 年，Georges 和 Kotliar 指出在无穷维时候，Hubbard 模型可以被映射成

一个单杂质模型 [57]，如图2.3所示。杂质格点上的电子可以与无相互作用的有效

图 2.3晶格模型映射成单杂质模型的示意图。这个杂质与映射后的浴 (Weiss场)耦合。
Figure 2.3 An illustration of mapping the lattice model to single impurity model. The single

impurity couples to the bath (Weiss field).

Weiss 场之间发生跃迁，这里的映射实际上还是一个有效的平均场映射。无穷维

的时候，在 DMFT 的处理中忽略了空间关联，但是还保留了虚时（时间）关联，

即保留了动力学的信息，所以叫做动力学平均场。

• 单杂质模型中的格林函数

对于单杂质 Anderson 模型，其作用量形式可以写作：

𝑆imp = − ∫
𝛽

0
𝑑𝜏 ∫

𝛽

0
𝑑𝜏′

∑𝜎
𝑐†

𝑜𝜎(𝜏)𝒢−1
0 (𝜏 −𝜏′)𝑐𝑜𝜎(𝜏′)+𝑈 ∫

𝛽

0
𝑑𝜏𝑛𝑜↑(𝜏)𝑛𝑜↓(𝜏), (2.77)

其中，𝒢0 为映射之后的无相互作用的浴，也就是Weiss函数，𝑐†
𝑜𝜎(𝑐𝑜𝜎) 表示杂质格

点的产生（消灭）算符，𝑛𝑜 为杂质格点的粒子数算符。对于单杂质模型而言，杂

质的自能 Σimp(𝑖𝜔𝑛)、杂质的格林函数 𝐺imp(𝑖𝜔𝑛) 以及 Weiss 函数可以通过 Dyson

方程联系起来。

考虑单杂质 Anderson 模型哈密顿量,

𝐻 = ∑
𝑖𝑗𝜎

𝑡𝑖𝑗𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + ∑

𝑖𝜎
(𝑉𝑖𝑐

†
𝑖𝜎𝑑𝜎 + 𝑉 ∗

𝑖 𝑑†
𝜎𝑐𝑖𝜎) + 𝜖𝑑 ∑𝜎

𝑑†
𝜎𝑑𝜎 + 𝑈𝑛𝑑

↑𝑛𝑑
↓ . (2.78)
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定义电子格林函数：

𝐺𝜎
𝑑𝑑(𝜏 − 𝜏′) = −⟨𝒯𝜏𝑑𝜎 (𝜏) 𝑑†

𝜎 (𝜏′)⟩,

𝐺𝜎
𝑐𝑑(𝜏 − 𝜏′) = −⟨𝒯𝜏𝑐𝜎 (𝜏) 𝑑†

𝜎 (𝜏′)⟩,

𝐺𝜎
𝑑𝑐(𝜏 − 𝜏′) = −⟨𝒯𝜏𝑑𝜎 (𝜏) 𝑐†

𝜎 (𝜏′)⟩,

𝐺𝜎
𝑐𝑐(𝜏 − 𝜏′) = −⟨𝒯𝜏𝑐𝜎 (𝜏) 𝑐†

𝜎 (𝜏′)⟩.

(2.79)

上式中的格林函数都具有同样的结构，

𝐺𝜎
12(𝜏 − 𝜏′) = −⟨𝒯𝜏𝑓1 (𝜏) 𝑓 †

2 (𝜏′)⟩, (2.80)

其中 𝑓1, 𝑓2 都是杂质格点上的费米子算符。接下来我们要利用运动方程法得到这

些格林函数的具体形式。定义 𝜃-函数，

𝜃(𝜏 − 𝜏′) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1, 𝜏 > 𝜏′,

0, 𝜏 < 𝜏′.
(2.81)

于是有，

𝐺12(𝜏 − 𝜏′) = − 𝜃(𝜏 − 𝜏′)⟨𝑓1 (𝜏) 𝑓 †
2 (𝜏′)⟩ (2.82)

+ 𝜃(𝜏′ − 𝜏)⟨𝑓 †
2 (𝜏′) 𝑓1 (𝜏)⟩. (2.83)

等式两端同时对虚时 𝜏 作偏微分，考虑到 𝜕
𝜕𝜏 𝜃(𝜏 − 𝜏′) = 𝛿(𝜏 − 𝜏′)，可得：

𝜕
𝜕𝜏 𝐺12(𝜏 − 𝜏′) = − 𝜃(𝜏 − 𝜏′)⟨ 𝜕

𝜕𝜏 𝑓1 (𝜏) 𝑓 †
2 (𝜏′)⟩ (2.84)

+ 𝜃(𝜏′ − 𝜏)⟨𝑓 †
2 (𝜏′) 𝜕

𝜕𝜏 𝑓1 (𝜏)⟩ − 𝛿12𝛿(𝜏 − 𝜏′), (2.85)

化简得，

− 𝜕
𝜕𝜏 𝐺12(𝜏 − 𝜏′) + ⟨𝒯𝜏

𝜕
𝜕𝜏 𝑓1 (𝜏) 𝑓 †

2 (𝜏′)⟩ = 𝛿12𝛿(𝜏 − 𝜏′). (2.86)

根据 Heisenberg 方程有，
𝜕

𝜕𝜏 𝑓(𝜏) = [𝐻, 𝑓(𝜏)] . (2.87)

分别代入 𝑐𝑖𝜎(𝜏) 和 𝑑𝜎(𝜏)，有

𝜕
𝜕𝜏 𝑐𝑖𝜎(𝜏) = ∑

𝑖𝑗𝜎
𝑡𝑖𝑗𝑐𝑗𝜎(𝜏) + 𝑉𝑖𝑑𝜎(𝜏),

𝜕
𝜕𝜏 𝑓𝜎(𝜏) = 𝜖𝑑𝑑𝜎(𝜏) + ∑

𝑖
𝑉𝑖𝑐𝑖𝜎(𝜏) + 𝑈𝑛𝑑

𝜎(𝜏)𝑛𝑑
𝜎(𝜏).

(2.88)
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代入到方程 (2.86) 中得到,

(− 𝜕
𝜕𝜏 + 𝜇 − 𝜖𝑑) 𝐺𝜎

𝑑𝑑(𝜏 − 𝜏′) − ∑
𝑖

𝑉𝑖𝐺𝜎
𝑐𝑑,𝑖(𝜏 − 𝜏′)

+𝑈⟨𝒯𝜏𝑛𝑑
𝜎(𝜏)𝑑𝜎(𝜏)𝑑†

𝜎(𝜏′)⟩ = 𝛿(𝜏 − 𝜏′),

− 𝜕
𝜕𝜏 𝐺𝜎

𝑐𝑑,𝑖(𝜏 − 𝜏′) − ∑
𝑗,𝜎

𝑡𝑖𝑗𝐺𝜎
𝑐𝑑,𝑗(𝜏 − 𝜏′) − 𝑉𝑖𝐺𝜎

𝑑𝑑(𝜏 − 𝜏′) = 0.

(2.89)

上式中作了变化 𝐻 → 𝐻 − 𝜇𝑁，𝑁 为总粒子占据数算符。上式中的库仑项可以

写成：

𝑈⟨𝒯𝜏𝑛𝑑
𝜎𝑑𝜎(𝜏)𝑑†

𝜎(𝜏′)⟩ = ∫ 𝑑𝜏1Σ𝜎(𝜏 − 𝜏1)𝐺𝜎
𝑑𝑑(𝜏1 − 𝜏′), (2.90)

其中 Σ𝜎
imp(𝜏 − 𝜏1) 即为 𝑑 电子 (杂质电子)的自能。经过虚时傅里叶变换，式 (2.89)

变换为：

(𝑖𝜔𝑛 − 𝜖𝑑 + 𝜇) 𝐺𝜎
𝑑𝑑(𝑖𝜔𝑛) − ∑

𝑖
𝑉𝑖𝐺𝜎

𝑐𝑑,𝑖(𝑖𝜔𝑛) − Σ𝜎
imp(𝑖𝜔𝑛)𝐺𝜎

𝑑𝑑(𝑖𝜔𝑛) = 1,

(𝑖𝜔𝑛 + 𝜇)𝐺𝜎
𝑐𝑑,𝑖(𝑖𝜔𝑛) − ∑

𝑗,𝜎
𝑡𝑖𝑗𝐺𝜎

𝑐𝑑,𝑗(𝑖𝜔𝑛) − 𝑉𝑖𝐺𝜎
𝑑𝑑(𝑖𝜔𝑛) = 0.

(2.91)

其中 𝜔𝑛 为费米子松原频率，𝜔𝑛 = (2𝑛 + 1)𝜋/𝛽。求解上式，并作实空间的傅里叶

变换，可以得到：

𝐺𝜎
𝑑𝑑(𝑖𝜔𝑛) = [𝑖𝜔𝑛 − 𝜖𝑑 + 𝜇 − Δ(𝑖𝜔𝑛) − Σ𝜎

imp(𝑖𝜔𝑛)]
−1

, (2.92)

其中，Δ(𝑖𝜔𝑛) = ∑k
|𝑉k|2

𝑖𝜔𝑛−𝜖k
为杂化函数，而如果我们不考虑电子间的相互作用，可

以得到无相互作用的导带电子格林函数，即为：

𝒢0(𝑖𝜔𝑛) = (𝑖𝜔𝑛 − 𝜖𝑑 − Δ(𝑖𝜔𝑛))−1. (2.93)

于是在单杂质 Anderson 模型下，Weiss 场和局域杂质电子格林函数以及自能之

间满足如下关系：

Σimp(𝑖𝜔𝑛) = 𝒢−1
0 (𝑖𝜔𝑛) − 𝐺−1

imp(𝑖𝜔𝑛). (2.94)

• 晶格模型中的格林函数

考虑最简单的 Hubbard 模型：

𝐻 = − ∑
𝑖𝑗𝜎

𝑡𝑖𝑗𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + 𝑈 ∑

𝑖
𝑛𝑖↑𝑛𝑖↓. (2.95)
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类似于处理单杂质的情况，利用运动方程法，可以得到，

𝐺𝜎(k, 𝑖𝜔𝑛) = 1
𝑖𝜔𝑛 + 𝜇 − 𝜖k − Σ𝜎

lat(k, 𝑖𝜔𝑛) . (2.96)

其中 𝜖k 为无相互作用的晶格系统色散关系。前面我们已经提过，在 𝑑 → ∞ 的时

候，自能的空间涨落可以忽略，也就是说，

Σlat(k, 𝑖𝜔𝑛) = Σlat(𝑖𝜔𝑛). (2.97)

所以，将上式代入 (2.96)中，并对 k求和，即可以得到晶格系统的局域格林函数：

𝐺𝜎
lat(𝑖𝜔𝑛) = ∑

k

1
𝑖𝜔𝑛 + 𝜇 − 𝜖k − Σlat(𝑖𝜔𝑛) , (2.98)

或者改写成态密度积分的形式：

𝐺𝜎
lat(𝑖𝜔𝑛) = ∫ 𝑑𝜖 𝜌0(𝜖)

𝑖𝜔𝑛 + 𝜇 − 𝜖 − Σlat(𝑖𝜔𝑛) . (2.99)

• 自洽方程组

前面提到，DMFT是将晶格模型映射成一个等效的杂质模型，然后自洽地求

解单杂质问题。如果这样的映射是正确的，那么便要求在两个模型中对于一些物

理量的测量计算是相等的，于是有，

Σimp(𝑖𝜔𝑛) = Σlat(𝑖𝜔𝑛). (2.100)

在等价的杂质模型中一个重要的信息即是Weiss场 𝒢0(𝑖𝜔𝑛)，其与杂化函数 Δ(𝑖𝜔𝑛)

通过式 (2.93) 联系起来，杂化函数由等效的单杂质模型的色散 𝜖eff (k) 和 𝑉 (k) 决

定，在实际的自洽计算中我们并不能得到等效模型的 𝜖eff (k) 和 𝑉 (k)，只能求得

杂化函数 Δ(𝑖𝜔𝑛)。

整理相关公式，可以得到 DMFT 的自洽方程组：

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

𝑆imp = − ∑𝜎 ∫
𝛽

0
𝑑𝜏 ∫

𝛽

0
𝑑𝜏′

∑𝜎
𝑐†

𝑜𝜎(𝜏)𝒢−1
0 (𝜏 − 𝜏′)𝑐𝑜𝜎(𝜏′) + 𝑈 ∫

𝛽

0
𝑑𝜏𝑛𝑜↑(𝜏)𝑛𝑜↓(𝜏),

𝐺𝜎(𝜏 − 𝜏′) = − ⟨𝒯𝜏𝑐𝑜𝜎(𝜏)𝑐†
𝑜𝜎(𝜏′)⟩𝑆imp

,

Σ(𝑖𝜔𝑛) = 𝒢−1
0 (𝑖𝜔𝑛) − 𝐺−1(𝑖𝜔𝑛),

𝐺lat(𝑖𝜔𝑛) = ∑
k

1
𝑖𝜔𝑛 + 𝜇 − 𝜖k − Σ(𝑖𝜔𝑛) .

(2.101)

这里的 𝑐𝑜,𝜎(𝑐†
𝑜,𝜎) 表示在杂质格点处的费米子消灭（产生）算符，𝐺(𝑖𝜔𝑛) 表示局域

格林函数，𝒢0(𝑖𝜔𝑛) 表示 Weiss 场。
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2.2.3 DMFT的自洽流程

图 2.4动力学平均场自洽流程图。杂质求解器在其中扮演了最关键的角色。
Figure 2.4 A flow chart of the DMFT self-consistent loop. The impurity solver plays the key

role in the loop.

由 DMFT 的自洽方程组 (2.101)，我们可以整理出 DMFT 的一般计算流程，

如图2.4所示，

1. 给定初始的 Wiess 场 𝒢0(𝑖𝜔𝑛) 作为输入，有的时候也可以使用自能 Σ(𝑖𝜔𝑛)

或者杂化函数 Δ(𝑖𝜔𝑛) 作为输入。

2. 调用杂质求解器对杂质模型进行求解，得到杂质格林函数 𝐺imp(𝑖𝜔𝑛)。

3. 利用 Dyson 方程得到自能，Σ(𝑖𝜔𝑛) = 𝒢−1
0 (𝑖𝜔𝑛) − 𝐺−1

imp(𝑖𝜔𝑛)。

4. 将自能代入晶格模型的格林函数计算公式，

𝐺lat(𝑖𝜔𝑛) = ∑
k

1
𝑖𝜔𝑛 + 𝜇 − 𝜖k − Σ(𝑖𝜔𝑛) ,

得到晶格系统的局域格林函数 𝐺lat(𝑖𝜔𝑛)。

5. 再次利用 Dyson 方程，𝒢−1
0 (𝑖𝜔𝑛) = 𝐺−1

lat (𝑖𝜔𝑛) + Σ(𝑖𝜔𝑛) 计算得到新的 Wiess

函数 𝒢0(𝑖𝜔𝑛)，以此构成一个封闭的自洽循环。判断 Wiess 函数是否达到设定的

收敛精度，如果未达到，则返回步骤 1 继续计算。

图2.5为 DMFT 的示意图，晶格模型被映射成一个等效的与 Weiss 场耦合的

单杂质模型，这个单杂质模型保留了时间上的涨落，Weiss 场不再简单地只是一

个静态的数，杂质点上的电子通过与 Weiss 场的耦合可以处于处于空态、单占据

态或双占据态，自洽求解地框架下有 Σlat(𝑖𝜔𝑛) = Σimp(𝑖𝜔𝑛)，整个系统的动力学的

信息保留下来。表2.1简单对比了经典 Ising 模型的平均场求解与量子的 Hubbard

模型的动力学平均场过程。
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图 2.5动力学平均场示意图，等效单杂质模型中的杂质电子可以为空态、单占据态和双占据
态 [58]。

Figure 2.5 The schematic diagram of DMFT. The impurity site can be in the empty state,
single occupied state, or double occupied state in the effective single impurity Anderson
model [58].

表 2.1经典系统平均场理论与量子系统动力学平均场理论的对比。
Table 2.1 Comparison between the mean-field theory of a classical system and the dynamical

mean-field theory of a quantum system.

量子系统 经典系统

𝐻 = − ∑𝑖𝑗𝜎 𝑡𝑖𝑗𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + 𝑈 ∑𝑖 𝑛𝑖↑𝑛𝑖↓ 𝐻 = − ∑⟨𝑖𝑗⟩ 𝐽𝑆𝑖𝑆𝑗 − ℎ ∑𝑖 𝑆𝑖 哈密顿量

𝐺𝑖𝑖(𝑖𝜔𝑛) = −⟨𝑐†
𝑖 (𝑖𝜔𝑛)𝑐𝑖(𝑖𝜔𝑛)⟩ 𝑚𝑖 = ⟨𝑆𝑖⟩ 局域观测量

𝐻eff = ∑𝑙𝜎 ̃𝜖𝑙𝑎†
𝑙𝜎𝑎𝑙𝜎 − 𝜇 ∑𝜎 𝑐†

𝜎𝑐𝜎

+ ∑𝑙𝜎(𝑉𝑙𝑎†
𝑙𝜎𝑐𝜎 + ℎ.𝑐.) + 𝑈𝑛↑𝑛↓

𝐻eff = −ℎeff 𝑆0 等效哈密顿量

𝒢−1
0 (𝑖𝜔𝑛) = 𝐺−1(𝑖𝜔) + Σ(𝑖𝜔𝑛) ℎeff Weiss 场

𝐺(𝑖𝜔𝑛) = ∑k [𝑖𝜔𝑛 + 𝜇 − 𝜖k − Σ(𝑖𝜔𝑛)]
−1 ℎeff = ∑𝑗 𝐽𝑚𝑗 + ℎ 自洽关系

在整个自洽过程当中，最核心的部分就是杂质求解器，下一节将介绍几种常

用的杂质求解器，并着重介绍杂化展开的连续时间量子蒙特卡罗方法。

2.3 杂质求解器

在 DMFT 框架下，所谓的杂质求解器就是求解给定 Weiss 场单杂质模型的

方法，如严格对角化、数值重整化群、量子蒙特卡罗等等。

首先我们简单介绍几种常用的方法，然后着重介绍在后面的工作中会用到

的杂化展开连续时间量子蒙特卡罗方法。

• 严格对角化
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图 2.6利用对称性将哈密顿量矩阵划分到不同的子空间得到块对角矩阵 [61]。
Figure 2.6With the use of symmetries, the Hamiltonian can be divided into different subspaces

and its matrix acquires a block diagonal structure [61].

我们求解一个模型，可以选取某一组正交完备基 {𝜙}，常用的如：

|𝜙𝑖⟩ = |1⟩ ⊗ |2⟩ ⋯ |𝑙 − 1⟩ ⊗ |𝑙⟩, (2.102)

其中，|𝑙⟩ 表示第 𝑙 个格点上的态，对于自旋模型来说，|𝑙⟩ = {| ↑⟩, | ↓⟩}，对于单

带的费米子模型来说，|𝑙⟩ = {|0⟩, | ↑⟩, | ↓⟩, | ↑↓⟩}。对于更普遍的情况，如果第 𝑙

个格点上有 𝑆𝑙 个态，那么 |𝑙⟩ = {|𝑎1⟩, |𝑎2⟩, ⋯ , |𝑎𝑆𝑙⟩}。选定这套基矢之后，可以

得到哈密顿量的矩阵，矩阵元为：

𝐻𝑖𝑗 = ⟨𝜙𝑖|𝐻|𝜙𝑗⟩. (2.103)

有了哈密顿量矩阵的具体形式后，对角化这个矩阵就求得了能量本征值 𝐸𝑖 和本

征态 𝜓𝑖。而相应的物理量可以利用这些能量本征值和本征态来计算，比如谱函

数的计算可以利用 Lehnmann 表示：

𝐴(𝜔, 𝑇 ) = 1
𝑍 ∑𝑛𝑚

(𝑒−𝛽𝐸𝑚 + 𝑒−𝛽𝐸𝑛)|⟨𝜓𝑛|𝑑†|𝜓𝑚⟩|2𝛿(𝜔 − (𝐸𝑛 − 𝐸𝑚)), (2.104)

其中，𝛽 = 1/𝑇，𝑍 = ∑𝑛 𝑒−𝛽𝐸𝑛 为配分函数。

可以看到，相空间的大小 𝑀 随着格点数 𝑁 的增加将指数增加，比如对于单

带 Hubbard 模型来说 𝑀 = 4𝑁。往往可以利用一些对称性，如粒子数守恒，将哈

密顿量划分到不同的子空间，如图2.6所示，然后在每一个子空间分别进行对角

化。如果只关心系统的基态性质，我们可以使用 Lanczos 方法计算矩阵最小的本

征值和本征态 [59,60]，这样都可以提高计算的效率。

• Hirsch-Fye 算法
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Hirsch-Fye 算法 [46] 是量子蒙特卡罗方法的一种，与前面所介绍的 DQMC 方

法基本一致，在对配分函数的处理过程中利用 H-S 变换将四算符项变成两算符

项并引入辅助的 Ising 场。不同的是，在 DQMC 中直接处理晶格模型，每一个格

点都需要引入辅助场，而对于 Hirsch-Fye 算法来说，处理的是单杂质模型，只需

要在杂质点作这样的处理。Hirsch-Fye 方法可以认为是行列式蒙特卡罗方法的一

种特殊情况，这里就不再赘述。

2.3.1 数值重整化群

数值重整化群 [35,44] 是处理单杂质问题的一个非常重要的方法。在数值重整

化群中，首先将哈密顿量写到能量表象下，然后通过对能量区间进行对数划分，

在每一能量区间积分得到一个离散的哈密顿量，之后再将其映射到一个半无限

长的链状哈密顿量上。图2.7为这个过程的示意图，其中绿色圆圈表示杂质电子，

Δ(𝜔) 为杂化函数，其决定了最后得到的链状模型中的参数 𝑡𝑛, 𝜖𝑛。最后迭代对角

化处理这个链状哈密顿量，首先处理第一个格点耦合上杂质格点的哈密顿量，对

角化得到其本征值以及本征态，然后不断增加导带电子扩大其希尔伯特空间，得

到新的哈密顿量以及其本征值本征态，而在这个过程中每一次只保留能量最低

的 𝑀𝑠 个态。在达到所设定的链长后，利用这些本征值和本征态可以求得需要计

算的物理量。

• 哈密顿量结构

对于量子杂质模型来说，哈密顿量可以分成 3 个部分，杂质部分 𝐻imp，浴

的部分 𝐻bath 和耦合部分 𝐻imp−bath：

𝐻 = 𝐻imp + 𝐻bath + 𝐻imp−bath, (2.105)

以单杂质 Anderson 模型为例，这三个部分写作，

𝐻imp = ∑𝜎
𝜀𝑓 𝑓 †

𝜎 𝑓𝜎 + 𝑈𝑓 †
↑ 𝑓↑𝑓 †

↓ 𝑓↓ ,

𝐻bath = ∑
k𝜎

𝜀k𝑐†
k𝜎𝑐k𝜎 ,

𝐻imp−bath = ∑
k𝜎

𝑉k(𝑓 †
𝜎 𝑐k𝜎 + 𝑐†

k𝜎𝑓𝜎).

(2.106)
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图 2.7数值重整化群中将单杂质模型映射到一个半无限链上。（a）能量表象中对数划分能
量区间。（b）每个区间内积分得到离散哈密顿量。（c）映射到半无限长的链状哈密顿
量 [44]。

Figure 2.7 (a) The frequency is discretized on a logarithmic grid. (b) A discretized Hamilto-
nian is obtained by performing integration on each of these intervals. (c) Mapping the
discretized model onto a semi-infinite chain [44].

浴对杂质的影响可以用杂化函数来描述，

Δ(𝜔) = 𝜋 ∑
k

𝑉 2
k 𝛿(𝜔 − 𝜀k) = 𝜋 ∫ 𝑑𝜀𝑉 (k(𝜀))2𝛿(𝜔 − 𝜀)𝜌(𝜀)

= 𝜋𝑉 (𝜔)2𝜌(𝜔).
(2.107)

我们可以将哈密顿量改写成下面的形式，相当于是写到能量表象下，

𝐻eff = 𝐻imp + ∑𝜎 ∫
1

−1
𝑑𝜀𝑔(𝜀)𝑎†

𝜀𝜎𝑎𝜀𝜎 + ∑𝜎 ∫
1

−1
𝑑𝜀ℎ(𝜀)(𝑓 †

𝜎 𝑎k𝜎 + 𝑎†
k𝜎𝑓𝜎). (2.108)

上式中设置了带宽 𝐷 = 1。

通过两个哈密顿量的作用量相等来说明等价关系。对于哈密顿量 (2.105)，通

过路径积分可以求得其作用量为：

𝑆[𝑓 , 𝑓] = 𝑆𝑖𝑚𝑝 + ( 𝛽
𝑁 )2

∑𝑛𝑚𝜎
𝑓 𝜎𝑛𝑓𝜎𝑚 ∑

k
𝑉 2(𝜀k)𝐴−1

𝑛𝑚(𝜀𝑘), (2.109)

我们可以把后面的 ∑k 变成态密度积分的形式,

∑
k

𝑉 (𝜀k)2𝐴−1
𝑛𝑚(𝜀k) = ∫

1

−1
𝑑𝜀𝑉 (𝜀)2𝜌(𝜀)𝐴−1

𝑛𝑚(𝜀), (2.110)

其中，

𝐴 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 − 𝛽
𝑁 𝜀k −1 0 … 0

0 1 − 𝛽
𝑁 𝜀k −1 … 0

⋮ … … … ⋮

1 0 … 0 1 − 𝛽
𝑁 𝜀k

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (2.111)
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对于对于哈密顿量 (2.108)，其作用量为：

𝑆[𝑓 , 𝑓] = 𝑆𝑖𝑚𝑝 + ( 𝛽
𝑁 )2

∑𝑛𝑚𝜎
𝑓 𝜎𝑛𝑓𝜎𝑚 ∫

1

−1
𝑑𝜀ℎ(𝜀)2𝐴−1

𝑛𝑚(𝑔(𝜀)) (2.112)

对后面的积分做变换可以得到，

∫
1

−1
𝑑𝜀ℎ(𝜀)2𝐴−1

𝑛𝑚(𝑔(𝜀)) = ∫
1

−1
𝑑𝑔 𝜕𝜀(𝑔)

𝜕𝑔 ℎ(𝜀(𝑔))2𝐴−1
𝑛𝑚(𝑔), (2.113)

要让两个作用量相等，即要求 (2.109) 和 (2.112) 相等，也就是 (2.110) 和

(2.113) 相等，那么有

∫
1

−1
𝑑𝑔 𝜕𝜀(𝑔)

𝜕𝑔 ℎ(𝜀(𝑔))2𝐴−1
𝑛𝑚(𝑔) = ∫

1

−1
𝑑𝜀𝑉 (𝜀)2𝜌(𝜀)𝐴−1

𝑛𝑚(𝜀), (2.114)

于是得到,

𝜕𝜀(𝑔)
𝜕𝑔 ℎ(𝜀(𝑔))2 = 𝑉 (𝜀)2𝜌(𝜀) = Δ(𝜔), (2.115)

其中，𝜀(𝜔) 是 𝑔(𝜀) 的反函数，也就是说 𝑔[𝜀(𝜔)] = 𝜔。

• 对数离散化

在能量空间作对数离散化，即取

𝑥𝑛 = ±Λ𝑛 , 𝑛 = 0, 1, 2, … , (2.116)

其中 Λ > 1，为数值重整化群的一个参数。相应的每个能量区间的宽度为，

𝑑𝑛 = Λ−𝑛(1 − Λ−1), (2.117)

在每一个能量区间内，定义一个正交完备基，

𝜓±
𝑛𝑝(𝜀) =

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

1
√𝑑𝑛

𝑒±𝑖𝜔𝑛𝑝𝜀, 𝑥𝑛+1 < ±𝜀 < 𝑥𝑛,

0, 其他,
(2.118)

其中，𝑝 为 −∞ 到 ∞ 的整数，𝜔𝑛 = 2𝜋/𝑑𝑛。下一步，将导带电子的算符 𝑎𝜀𝜎 在这

套基下展开，也就是说，

𝑎𝜀𝜎 = ∑𝑛𝑝
[𝑎𝑛𝑝𝜎𝜓+

𝑛𝑝(𝜀) + 𝑏𝑛𝑝𝜎𝜓−
𝑛𝑝(𝜀)], (2.119)

对应于各个区间上的傅里叶变换。相应的逆变换为，

𝑎𝑛𝑝𝜎 = ∫
1

−1
𝑑𝜀[𝜓+

𝑛𝑝(𝜀)]∗𝑎𝜀𝜎 ,

𝑏𝑛𝑝𝜎 = ∫
1

−1
𝑑𝜀[𝜓−

𝑛𝑝(𝜀)]∗𝑎𝜀𝜎 .
(2.120)
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首先我们来处理杂化项的第一部分，其共轭部分可以同样的处理，

∫
1

−1
𝑑𝜀ℎ(𝜀)𝑓 †

𝜎 𝑎𝜀𝜎 = 𝑓 †
𝜎 ∑𝑛𝑝

[𝑎𝑛𝑝𝜎 ∫
+,𝑛

𝑑𝜀ℎ(𝜀)𝜓+
𝑛𝑝(𝜀)

+ 𝑏𝑛𝑝𝜎 ∫
−,𝑛

𝑑𝜀ℎ(𝜀)𝜓−
𝑛𝑝(𝜀)],

(2.121)

其中，

∫
+,𝑛

𝑑𝜀 ≡ ∫
𝑥𝑛

𝑥𝑛+1
𝑑𝜀 , ∫

−,𝑛
𝑑𝜀 ≡ ∫

−𝑥𝑛+1

−𝑥𝑛
𝑑𝜀. (2.122)

对于 ℎ(𝜀) = ℎ，在一个小区间内有

∫
±,𝑛

𝑑𝜀ℎ𝜓±
𝑛𝑝(𝜀) = √𝑑𝑛ℎ𝛿𝑝,0. (2.123)

也就是说，也就是说杂质与导带中 𝑝 = 0 的态耦合。

ℎ(𝜀) 使用如下的阶梯函数的形式，在每一个区间内为一个常数 [44]，

ℎ(𝜀) = ℎ(±)
𝑛 , 𝑥𝑛+1 < ±𝜀 < 𝑥𝑛, (2.124)

其中 ℎ(±)
𝑛 有杂化函数在相应的区间内的平均值来确定，

ℎ±2
𝑛 = 1

𝑑𝑛 ∫
±,𝑛

= 𝑑𝜀 1
𝜋 Δ(𝜀), (2.125)

这样，杂化项改写成下面的形式，

∫
1

−1
𝑑𝜀 ℎ(𝜀)𝑓 †

𝜎 𝑎𝜀𝜎 = 1
√𝜋

𝑓 †
𝜎 ∑𝑛

[𝛾+
𝑛 𝑎𝑛0𝜎 + 𝛾−

𝑛 𝑏𝑛0𝜎], (2.126)

其中 𝛾±2
𝑛 = ∫±,𝑛 𝑑𝜀 Δ(𝜀)。

接下来处理导带项，其结果为：

∫
1

−1
𝑑𝜀 𝑔(𝜀)𝑎†

𝜀𝜎𝑎𝜀𝜎 = ∑𝑛𝑝
(𝜉+

𝑛 𝑎†
𝑛𝑝𝜎𝑎𝑛𝑝𝜎 + 𝜉−

𝑛 𝑏†
𝑛𝑝𝜎𝑏𝑛𝑝𝜎)

+ ∑
𝑛,𝑝≠𝑝′

(𝛼+
𝑛 (𝑝, 𝑝′)𝑎†

𝑛𝑝𝜎𝑎𝑛𝑝′𝜎 − 𝛼−
𝑛 (𝑝, 𝑝′)𝑏†

𝑛𝑝𝜎𝑏𝑛𝑝′𝜎).
(2.127)

这里的处理分成了两个部分 𝑝 = 𝑝′ 以及 𝑝 ≠ 𝑝′。式 (2.127) 中的第一项是对角的，

而分离的能量 𝜉±
𝑛 可以写成，

𝜉±
𝑛 =

∫±,𝑛 𝑑𝜀Δ(𝜀)𝜀
∫±,𝑛 𝑑𝜀Δ(𝜀)

= [
1
2Λ−𝑛(1 + Λ−1)] , (2.128)

其中方括号里给出的是对于 Δ(𝜀) 为常数的情况的结果。
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而对于 𝑔(𝜀) = 𝜀 的情况，有

𝛼±
𝑛 (𝑝, 𝑝′) = 1 − Λ−1

2𝜋𝑖
Λ−𝑛

𝑝′ − 𝑝 exp [
2𝜋𝑖(𝑝′ − 𝑝)

1 − Λ−1 ]. (2.129)

在实际的处理中，直接舍去了 𝑝 ≠ 0 的项，这是一个近似。我们可以看到 (2.129)

中，有一个 1 − Λ−1 的因子，在 Λ → 1 的情况下这个因子趋近于 0。

当舍掉 𝑝 ≠ 0 的项后，重新标记算符令 𝑎𝑛0𝜎 ≡ 𝑎𝑛𝜎 , 𝑒𝑡𝑐.，得到,

𝐻 = 𝐻𝑖𝑚𝑝 + ∑𝑛𝜎
[𝜉+

𝑛 𝑎†
𝑛𝜎𝑎𝑛𝜎 + 𝜉−

𝑛 𝑏†
𝑛𝜎𝑏𝑛𝜎]

+ 1
√𝜋 ∑𝜎

𝑓 †
𝜎 ∑𝑛

(𝛾+
𝑛 𝑎𝑛𝜎 + 𝛾−

𝑛 𝑏𝑛𝜎)

+ 1
√𝜋 ∑𝜎

[ ∑𝑛
(𝛾+

𝑛 𝑎𝑛𝜎 + 𝛾−
𝑛 𝑏𝑛𝜎)𝑓𝜎] .

(2.130)

• 映射到半无限场链

我们最终的目的是映射到一个链状的哈密顿量，

𝐻 = 𝐻𝑖𝑚𝑝 + √
𝜉0
𝜋 ∑𝜎

[𝑓 †
𝜎 𝑐0𝜎 + 𝑐†

0𝜎𝑓𝜎]

+
∞

∑
𝜎𝑛=0

[𝜀𝑛𝑐†
𝑛𝜎𝑐𝑛𝜎 + 𝑡𝑛(𝑐†

𝑛𝜎𝑐𝑛+1𝜎 + 𝑐†
𝑛+1𝜎𝑐𝑛𝜎)],

(2.131)

其中的第一个格点为杂质，在这个哈密顿量中只有与第一个格点的导带电子有

直接的耦合作用。

那么，我们可以直接从 (2.130) 读出第一项导带电子的形式，注意 (2.130) 中

只有第二行和第三行是杂质直接跟导带电子耦合的，

𝑐0𝜎 = 1
√𝜉0

∑𝑛
[𝛾+

𝑛 𝑎𝑛𝜎 + 𝛾−
𝑛 𝑏𝑛𝜎], (2.132)

其中的归一化因子为:

𝜉0 = ∑𝑛
((𝜉+

𝑛 )2 + (𝜉−
𝑛 )2) = ∫

1

−1
𝑑𝜀Δ(𝜀), (2.133)

则杂化项写作,
1

√𝜋
𝑓 †

𝜎 ∑𝑛
(𝛾+

𝑛 𝑎𝑛𝜎 + 𝛾−
𝑛 𝑏𝑛𝜎) = √

𝜉0
𝜋 𝑓 †

𝜎 𝑐0𝜎 , (2.134)

算符 𝑐(†)
0𝜎 表示半无穷链导带电子的第一个格点，它并不与 𝑎(†)

𝑛𝜎 , 𝑏(†)
𝑛𝜎 正交。我们可

以通过标准的Gram-Schmidt过程用 𝑐(†)
0𝜎 , 𝑎(†)

𝑛𝜎 , 𝑏(†)
𝑛𝜎 来构造新的相互正交的算符 𝑐(†)

𝑛𝜎 ，

同时构造出了链状哈密顿量。
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其构造方式如下，

𝑎𝑛𝜎 =
∞

∑
𝑚=1

𝑢𝑚𝑛𝑐𝑚𝜎 , 𝑏𝑛𝜎 =
∞

∑
𝑚=0

𝑣𝑚𝑛𝑐𝑚𝜎 ,

𝑐𝑛𝜎 =
∞

∑
𝑚=0

[𝑢𝑛𝑚𝑎𝑚𝜎 + 𝑣𝑛𝑚𝑏𝑚𝜎]

(2.135)

直接从 (2.132) 我们可以得到，

𝑢0𝑚 = 𝛾+
𝑚

√𝜉0
, 𝑣0𝑚 = 𝛾−

𝑚

√𝜉0
. (2.136)

可以通过导带电子项等价

∑𝑛𝜎
[𝜉+

𝑛 𝑎†
𝑛𝜎𝑎𝑛𝜎 + 𝜉−

𝑛 𝑏†
𝑛𝜎𝑏𝑛𝜎] =

∞

∑
𝜎𝑛=0

[𝜀𝑛𝜎𝑐†
𝑛𝜎𝑐𝑛𝜎 + 𝑡𝑛(𝑐†

𝑛𝜎𝑐†
𝑛+1𝜎𝑐𝑛𝜎)], (2.137)

将 (2.135) 中的 𝑎𝑛𝜎 =
∞

∑
𝑚=1

𝑢𝑚𝑛𝑐𝑚𝜎 , 𝑏𝑛𝜎 =
∞

∑
𝑚=0

𝑣𝑚𝑛𝑐𝑚𝜎 代入上式，得：

∑𝑛𝑚𝜎
[𝜉+

𝑛 𝑎†
𝑛𝜎𝑢𝑚𝑛𝑐𝑚𝜎 + 𝜉−

𝑛 𝑏†
𝑛𝜎𝑣𝑚𝑛𝑐𝑚𝜎]

= ∑𝑛𝑚𝜎
[𝜉+

𝑛 𝑎†
𝑛𝜎𝑢𝑚𝑛 + 𝜉−

𝑛 𝑏†
𝑛𝜎𝑣𝑚𝑛]𝑐𝑚𝜎

=
∞

∑
𝜎𝑛=0

[𝜀𝑛𝑐†
𝑛𝜎𝑐𝑛𝜎 + 𝑡𝑛(𝑐†

𝑛𝜎𝑐𝑛+1𝜎 + 𝑐†
𝑛+1𝜎𝑐𝑛𝜎)]

(2.138)

对比 𝑐𝑚𝜎 的系数,

𝑚 = 0 ∶ ∑𝑛𝜎
[𝜉+

𝑛 𝑎†
𝑛𝜎𝑢0𝑛 + 𝜉−

𝑛 𝑏†
𝑛𝜎𝑣0𝑛] = 𝜀0𝑐†

0𝜎 + 𝑡0𝑐†
1𝜎 (2.139a)

𝑚 > 1 ∶ ∑𝑛𝜎
[𝜉+

𝑛 𝑎†
𝑛𝜎𝑢𝑚𝑛 + 𝜉−

𝑛 𝑏†
𝑛𝜎𝑣𝑚𝑛] = 𝜀𝑛𝑐†

𝑚𝜎 + 𝑡𝑚𝑐†
𝑚+1,𝜎 + 𝑡𝑚−1𝑐†

𝑚−1,𝜎 (2.139b)

利用，

𝑐0𝜎 = 1
√𝜉0

∑𝑛
[𝛾+

𝑛 𝑎𝑛𝜎 + 𝛾−
𝑛 𝑏𝑛𝜎],

𝑐†
0𝜎 = 1

√𝜉0
∑𝑛

[𝛾+
𝑛 𝑎†

𝑛𝜎 + 𝛾−
𝑛 𝑏†

𝑛𝜎],

𝑐1𝜎 = 1
√𝜉0

∑𝑚
[𝑢1𝑚𝑎𝑚𝜎 + 𝑣1𝑚𝑏𝑚𝜎],

𝑐†
1𝜎 = 1

√𝜉0
∑𝑚

[𝑢∗
1𝑚𝑎†

𝑚𝜎 + 𝑣∗
1𝑚𝑏†

𝑛𝜎],

(2.140)
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以及 𝑎(†)
𝑛𝜎 , 𝑏(†)

𝑛𝜎 满足费米的反対易关系。取 (2.139a) 与 𝑐0𝜎 的反対易式，并结合式

(2.136)、(2.128) 以及 𝛾±2
𝑛 = ∫±,𝑛 𝑑𝜀 Δ(𝜀) 得：

右边 = 𝜀0,

左边 = [ ∑𝑛
(𝜉+

0 𝑎†
𝑛𝜎𝑢0𝑛 + 𝜉−

𝑛 𝑏†
𝑚𝜎𝑣0𝑚), 𝑐0𝜎]+

= [ ∑𝑛
(𝜉+

0 𝑎†
𝑛𝜎𝑢0𝑛 + 𝜉−

𝑛 𝑏†
𝑚𝜎𝑣0𝑚), 1

√𝜉0
∑𝑚

(𝛾+
𝑚𝑎𝑚𝜎 + 𝛾−

𝑚𝑏𝑚𝜎)]+

= 1
√𝜉0

∑𝑛
(𝜉+

𝑛 𝛾+
𝑚𝑢0𝑛 + 𝜉−

𝑛 𝛾−
𝑚𝑣0𝑛)

= ∑𝑛

1
𝜉0

(𝜉+
𝑛 𝛾+2

𝑛 + 𝜉−
𝑛 𝛾−2

𝑛 )

= 1
𝜉0 ∫

1

−1
𝑑𝜀Δ(𝜀)𝜀.

(2.141)

于是 𝜀0 = 1
𝜉0 ∫

1

−1
𝑑𝜀Δ(𝜀)𝜀 。

由式 (2.139a) 可得，

𝑡0𝑐†
1𝜎 = ∑𝑛

[(𝜉+
𝑛 − 𝜀0)𝑢0𝑛𝑎†

𝑛𝜎 + (𝜉−
𝑛 − 𝜀0)𝑣0𝑛𝑏†

𝑛𝜎], (2.142)

于是得,

𝑢1𝑛 = 1
𝑡0

(𝜉𝑛 − 𝜀0)𝑢0𝑛 , 𝑣1𝑛 = 1
𝑡0

(𝜉−
𝑛 − 𝜀0)𝑣0𝑛, (2.143)

取式 (2.142) 与 𝑐1𝜎 的反対易式，

左边 = 𝑡0,

右边 = ∑𝑛
[(𝜉+

𝑛 − 𝜀0)𝑢0𝑛𝑎†
𝑛𝜎 + (𝜉−

𝑛 − 𝜀0)𝑣0𝑛𝑏†
𝑛𝜎 , 𝑐1𝜎]+

= ∑𝑛
[(𝜉+

𝑛 − 𝜀0)𝑢0𝑛𝑎†
𝑛𝜎 + (𝜉−

𝑛 − 𝜀0)𝑣0𝑛𝑏†
𝑛𝜎 , ∑𝑚

(𝑢1𝑚𝑎𝑚𝜎 + 𝑣1𝑚𝑏𝑚𝜎)]+

= ∑𝑛
((𝜉+

𝑛 − 𝜀0)𝑢0𝑚𝑢1𝑚 + (𝜉−
𝑛 − 𝜀0)𝑣0𝑛𝑣1𝑚)

= ∑𝑛
((𝜉+

𝑛 − 𝜀0)2 1
𝑡0

𝛾+2
𝑛
𝜉0

+ (𝜉−
𝑛 − 𝜀0)2 1

𝑡0

𝛾−2
𝑛
𝜉0

),

(2.144)

于是有,

𝑡2
0 = ∑𝑛

1
𝜉0

[(𝜉+
𝑛 − 𝜀0)2𝛾+2

𝑛 + (𝜉−
𝑛 − 𝜀0)2𝛾−2

𝑛 ], (2.145)
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现在考虑 𝑚 > 1，取式 (2.139b) 与 𝑐𝑚𝜎 的反对易式可得，

𝜀𝑚 = ∑𝑛
(𝜉+

𝑛 𝑢2
𝑚𝑛 + 𝜉−

𝑛 𝑣2
𝑚𝑛). (2.146)

由式 (2.139b) 得，忽略自旋，

𝑡𝑚𝑐†
𝑚+1 + 𝑡𝑚−1𝑐†

𝑚−1 = ∑𝑛
[(𝜉+

𝑛 − 𝜀𝑚)𝑢𝑚𝑛𝑎†
𝑛 + (𝜉−

𝑛 − 𝜀𝑚)𝑣𝑚𝑛𝑎†
𝑛], (2.147)

带入 𝑐†
𝑚+1 = ∑𝑛[𝑢𝑚+1,𝑛𝑎†

𝑛 + 𝑣𝑚+1,𝑛𝑏†
𝑛] , 𝑐†

𝑚−1 = ∑𝑛[𝑢𝑚−1,𝑛𝑎†
𝑛 + 𝑣𝑚−1,𝑛𝑏†

𝑛] 得

∑𝑛
[𝑡𝑚𝑢𝑚+1,𝑛𝑎†

𝑛 + 𝑡𝑚𝑣𝑚+1,𝑛𝑏†
𝑛 + 𝑡𝑚−1𝑢𝑚−1𝑎†

𝑛 + 𝑡𝑚−1𝑣𝑚−1,𝑛𝑏†
𝑛]

= ∑𝑛
[(𝜉+

𝑛 − 𝜀𝑚)𝑢𝑚𝑛𝑎†
𝑛 + (𝜉−

𝑛 − 𝜀𝑚)𝑣𝑚𝑛𝑏†
𝑛].

(2.148)

对比 𝑎†
𝑛, 𝑏†

𝑛 的系数，得

𝑡𝑚𝑢𝑚+1,𝑛 + 𝑡𝑚−1𝑢𝑚−1,𝑛 = (𝜉+
𝑛 𝜖𝑚)𝑢𝑚𝑛, (2.149a)

⇒ 𝑢𝑚+1,𝑛 = 1
𝑡𝑚

[(𝜉+
𝑛 − 𝜀𝑚)𝑢𝑚𝑛 − 𝑡𝑚−1𝑢𝑚−1,𝑛], (2.149b)

𝑡𝑚𝑣𝑚+1,𝑛 + 𝑡𝑚−1𝑣𝑚−1,𝑛 = (𝜉+
𝑛 𝜖𝑚)𝑣𝑚𝑛, (2.149c)

⇒ 𝑢𝑚+1,𝑛 = 1
𝑡𝑚

[(𝜉+
𝑛 − 𝜀𝑚)𝑢𝑚𝑛 − 𝑡𝑚−1𝑢𝑚−1,𝑛], (2.149d)

注意，𝑐𝑚+1 = ∑𝑛[𝑢𝑚+1,𝑛𝑎𝑛 + 𝑣𝑚+1,𝑛𝑏𝑛] , 𝑐𝑚−1 = ∑𝑛[𝑢𝑚−1,𝑛𝑎𝑛 + 𝑣𝑚−1,𝑛𝑏𝑛], 分别

取 (2.147) 与 𝑐𝑚+1，𝑐𝑚−1 取反对易式可得，

𝑡𝑚 = ∑𝑛
[(𝜉+

𝑛 − 𝜀𝑚)𝑢𝑚+1,𝑛𝑢𝑚𝑛 + (𝜉−
𝑛 − 𝜀𝑚)𝑣𝑚+1,𝑛𝑣𝑚𝑛], (2.150a)

𝑡𝑚−1 = ∑𝑛
[(𝜉+

𝑛 − 𝜀𝑚)𝑢𝑚−1,𝑛𝑢𝑚𝑛 + (𝜉−
𝑛 − 𝜀𝑚)𝑣𝑚−1,𝑛𝑣𝑚𝑛], (2.150b)

将式 (2.149b)、(2.149d) 带入式 (2.150a) 可得，

𝑡2
𝑚 = ∑𝑛

[(𝜉+
𝑛 − 𝜀𝑚)[(𝜉+

𝑛 − 𝜀𝑚)𝑢𝑚𝑛 − 𝑡𝑚−1𝑢𝑚−1,𝑛]𝑢𝑚𝑛

+ (𝜉−
𝑛 − 𝜀𝑚)𝑣𝑚𝑛[(𝜉−

𝑛 − 𝜀𝑚)𝑣𝑚𝑛[(𝜉−
𝑛 − 𝜀𝑚)𝑣𝑚𝑛 − 𝑡𝑚−1𝑣𝑚−1,𝑛]]

= ∑𝑛
{(𝜉+2

𝑛 − 2𝜀𝑚𝜉+
𝑛 + 𝜀2

𝑚)𝑢2
𝑚𝑛 − (𝜉+

𝑛 − 𝜀𝑚)𝑡𝑚−1𝑢𝑚−1,𝑛𝑢𝑚𝑛

+ (𝜉−2
𝑛 − 2𝜀𝑚𝜉−

𝑛 + 𝜀2
𝑚)𝑣2

𝑚𝑛 − (𝜉−
𝑛 − 𝜀𝑚)𝑡𝑚−1𝑣𝑚−1,𝑛𝑣𝑚𝑛}

(2.151)
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= ∑𝑛
[𝜉+2

𝑛 𝑢2
𝑚𝑛 + 𝜉−2

𝑛 𝑣2
𝑚𝑛]

+ ∑𝑛
[𝜀2

𝑚(𝑢2
𝑚𝑛 + 𝑣2

𝑚𝑛) − 2𝜀𝑚𝜉+
𝑛 𝑢2

𝑚𝑛 − 2𝜀𝑚𝜉−
𝑛 𝑣2

𝑚𝑛]

+ ∑𝑛
[ − (𝜉+

𝑛 − 𝜀𝑚)𝑡𝑚−1𝑢𝑚−1,𝑛𝑢𝑚𝑛 − (𝜉−
𝑛 − 𝜀𝑚)𝑡𝑚−1𝑣𝑚−1,𝑛𝑣𝑚𝑛],

上式中第二项，由 [𝑐𝑚, 𝑐†
𝑚]+ = 1 可得 ∑𝑛(𝑢2

𝑚𝑛 + 𝑣2
𝑚𝑛) = 1，同时利用式 (2.146) 可

得第二项为

∑𝑛
[𝜀2

𝑚(𝑢2
𝑚𝑛 + 𝑣2

𝑚𝑛) − 2𝜀𝑚𝜉+
𝑛 𝑢2

𝑚𝑛 − 2𝜀𝑚𝜉−
𝑛 𝑣2

𝑚𝑛] = −𝜀2
𝑛, (2.152)

对于第三项，

∑𝑛
[ − (𝜉+

𝑛 − 𝜀𝑚)𝑡𝑚−1𝑢𝑚−1,𝑛𝑢𝑚𝑛 − (𝜉−
𝑛 − 𝜀𝑚)𝑡𝑚−1𝑣𝑚−1,𝑛𝑣𝑚𝑛]

= − ∑𝑛
[(𝜉+

𝑛 − 𝜀𝑚)𝑢𝑚−1,𝑛𝑢𝑚𝑛 + (𝜉−
𝑛 − 𝜀𝑚)𝑣𝑚−1,𝑛𝑣𝑚𝑛]𝑡𝑚−1

= −𝑡2
𝑚−1,

(2.153)

于是有，

𝑡2
𝑚 = ∑𝑛

[(𝜉+
𝑚)2𝑢2

𝑚𝑛 + (𝜉−
𝑚)2𝑣2

𝑚𝑛] − 𝑡2
𝑚−1 − 𝜀2

𝑚, (2.154)

从而确定所剩下的参数的递推关系,

𝜀0 = 1
𝜉0 ∫

1

−1
𝑑𝜀Δ(𝜀)𝜀 ,

𝑡2
0 = 1

𝜉0 ∑𝑚
[(𝜉+

𝑚 − 𝜀0)2(𝛾+
𝑚 )2 + (𝜉−

𝑚 − 𝜀0)2(𝛾−
𝑚 )2] ,

𝑢1𝑚 = 1
𝑡0

(𝜉+
𝑚 − 𝜀0)𝑢0𝑚 ,

𝑢1𝑚 = 1
𝑡0

(𝜉−
𝑚 − 𝜀0)𝑣0𝑚 .

(2.155)

对于 𝑛 ≥ 1,
𝜀𝑛 = ∑𝑚

(𝜉+
𝑚𝑢2

𝑛𝑚 + 𝜉−
𝑚𝑣2

𝑛𝑚) ,

𝑡2
𝑛 = ∑𝑚

[(𝜉+
𝑚)2𝑢2

𝑛𝑚 + (𝜉−
𝑚)2𝑣2

𝑛𝑚] − 𝑡2
𝑛−1 − 𝜀2

𝑛 ,

𝑢𝑛+1,𝑚 = 1
𝑡𝑛

[(𝜉+
𝑚 − 𝜀𝑛)𝑢𝑛𝑚 − 𝑡𝑛−1𝑢𝑛−1,𝑚] ,

𝑢𝑛+1,𝑚 = 1
𝑡𝑛

[(𝜉+
𝑚 − 𝜀𝑛)𝑣𝑛𝑚 − 𝑡𝑛−1𝑣𝑛−1,𝑚] .

(2.156)
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• 迭代对角化

当我们得到如下形式的链状哈密顿量，

𝐻 = 𝐻𝑖𝑚𝑝 + √
𝜉0
𝜋 ∑𝜎

[𝑓 †
𝜎 𝑐0𝜎 + 𝑐†

0𝜎𝑓𝜎]

+
∞

∑
𝜎𝑛=0

[𝜀𝑛𝑐†
𝑛𝜎𝑐𝑛𝜎 + 𝑡𝑛(𝑐†

𝑛𝜎𝑐𝑛+1𝜎 + 𝑐†
𝑛+1𝜎𝑐𝑛𝜎)],

(2.157)

处理这个哈密顿量，上式可以看做一些列的 𝐻𝑁，在 𝑁 → ∞ 的情况下趋近 𝐻，

𝐻 = lim
𝑁→∞

Λ−(𝑁−1)/2𝐻𝑁 , (2.158)

其中，

𝐻𝑁 = Λ(𝑁−1)/2[𝐻𝑖𝑚𝑝 + √
𝜉0
𝜋 ∑𝜎

(𝑓 †
𝜎 𝑐0𝜎 + 𝑐†

0𝜎𝑓𝜎)

+
𝑁

∑
𝜎𝑛=0

𝜀𝑛𝑐†
𝑛𝜎𝑐𝑛𝜎 +

𝑁−1

∑
𝜎𝑛=0

𝑡𝑛(𝑐†
𝑛𝜎)𝑐𝑛+1𝜎 + 𝑐†

𝑛+1𝜎𝑐𝑛𝜎],
(2.159)

同时有，

𝐻𝑁+1 = √Λ𝐻𝑁 + Λ𝑁/2
∑𝜎

𝜀𝑁+1𝑐†
𝑁+1𝜎𝑐𝑁+1𝜎

+ Λ𝑁/2
∑𝜎

𝑡𝑁 (𝑐†
𝑁𝜎𝑐𝑁+1𝜎 + 𝑐†

𝑁+1𝜎𝑐𝑁𝜎),
(2.160)

以及，

𝐻0 = Λ−1/2[𝐻𝑖𝑚𝑝 + ∑𝜎
𝜀0𝑐†

0𝜎𝑐0𝜎 + √
𝜉0
𝜋 ∑𝜎

(𝑓 †
𝜎 𝑐0𝜎 + 𝑐†

0𝜎𝑓𝜎)], (2.161)

在实际的计算过程中处理的就是 (2.160) 和 (2.161)，从 𝐻0 出发，求得相应的本

征值和本征态。然后增加一个格点，扩充相应的希尔伯特空间，并求得相应的哈

密顿量矩阵，并将其对角化，并只保存能量最低的 𝑀𝑠 个本征态，然后继续增加

格点，重复这个过程直到达到设定的链长，并利用这个过程中得到的所有本征值

与本征态计算相应的物理可观测量。

2.3.2 杂化展开连续时间量子蒙特卡罗

接下来将介绍杂化展开连续时间量子蒙特卡罗方法。

• 配分函数的展开形式

首先我们推导配分函数的展开形式，考虑一个哈密顿量由两部分组成，𝐻 =

𝐻1 + 𝐻2，将配分函数按其中一项展开，然后对各阶展开项采样统计进行物理量
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的计算。在相互作用绘景下，任意算符的时间演化可以表示为，

𝒪 (𝜏) = e𝜏𝐻1𝒪e−𝜏𝐻1 . (2.162)

定义算符 𝑈(𝛽),

𝑈 (𝛽) = e𝛽𝐻1e−𝛽𝐻 , (2.163)

于是配分函数可以表示为，

𝑍 = Tr [e−𝛽𝐻1𝑈 (𝛽)] . (2.164)

由 𝑈(𝛽) 的定义有，

d𝑈(𝛽)
d𝛽 = −𝐻2 (𝛽) 𝑈 (𝛽) , (2.165)

𝑈 (𝛽) = 𝒯 e− ∫𝛽
0 d𝜏𝐻2(𝜏). (2.166)

其中 𝒯 为编时算符。将式 (2.166) 代入 (2.164) 中，可得：

𝑍 = Tr [e−𝛽𝐻1𝒯 e− ∫𝛽
0 d𝜏𝐻2(𝜏)

]

= ∑
𝑘

(−1)𝑘
∫

𝛽

0
d𝜏1 ⋯ ∫

𝛽

𝜏𝑘−1
d𝜏𝑘Tr [e−𝛽𝐻1𝐻2 (𝜏𝑘) ⋯ 𝐻2 (𝜏1)]

= ∑
𝑘

(−1)𝑘

𝑘! ∫
𝛽

0
d𝜏1 ⋯ ∫

𝛽

𝜏0
d𝜏𝑘Tr [e−𝛽𝐻1𝐻2 (𝜏𝑘) ⋯ 𝐻2 (𝜏1)] .

(2.167)

考虑一个单杂质 Anderson 模型，

𝐻 = 𝐻bath + 𝐻loc + 𝐻hyb, (2.168)

其中 𝐻bath 为无相互作用的浴，

𝐻bath = ∑𝑝,𝜎
𝜖𝑝𝑐†

𝑝𝜎𝑐𝑝𝜎 , (2.169)

其中 𝑝 为动量指标，𝜎 为自旋指标。

𝐻loc 为局域杂质项，其可以进一步分为两项，

𝐻loc = 𝐻0
loc + 𝐻𝐼

loc, (2.170)

𝐻0
loc = −𝜇(𝑛↑ + 𝑛↓), (2.171)

𝐻𝐼
loc = 𝑈𝑛↑𝑛↓. (2.172)
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分别为无相互作用项和相互作用项，注意这里为了简单起见相互作用项只包含

了四费米子算符，事实上还可以包含更高阶项。

𝐻hyb 为杂化项，最常见的形式如下：

𝐻hyb = ∑𝑝𝜎
(𝑉 𝜎

𝑝 𝑐†
𝑝𝜎𝑑𝜎 + 𝑉 𝜎∗

𝑝 𝑑†
𝜎𝑐𝑝𝜎)

= �̃�hyb + �̃�†
hyb,

(2.173)

这里的 𝑉 𝜎
𝑝 为 𝑐 电子与 𝑑 电子之间的杂化强度。

现在将哈密顿量分成两个部分 𝐻 = 𝐻1 + 𝐻2，其中：

𝐻1 = 𝐻bath + 𝐻loc, (2.174)

𝐻2 = 𝐻hyb. (2.175)

代入到 (2.167) 中，由于 𝐻2 = 𝐻hyb = �̃�hyb + �̃�†
hyb，在两个共轭的子项中，一个

在导带产生电子，在杂质带消灭电子，另一个在导带消灭电子，在杂质带产生电

子，所以只有两者成对出现的情况下才会有非零项，于是有：

𝑍 =
∞

∑
𝑘=0 ∫

𝛽

0
d𝜏1 ⋯ ∫

𝛽

𝜏𝑘−1
d𝜏𝑘 ∫

𝛽

0
d𝜏′

1 ⋯ ∫
𝛽

𝜏′
𝑘−1

d𝜏′
𝑘Tr[𝒯𝜏e−𝛽𝐻1�̃�hyb (𝜏𝑘) �̃�†

hyb (𝜏′
𝑘)

⋯ �̃�hyb (𝜏1) �̃�†
hyb (𝜏′

1) ]

=
∞

∑
𝑘=0 ∫

𝛽

0
d𝜏1 ⋯ ∫

𝛽

𝜏𝑘−1
d𝜏𝑘 ∫

𝛽

0
d𝜏′

1 ⋯ ∫
𝛽

𝜏′
𝑘−1

d𝜏′
𝑘 ∑

𝑗1,⋯,𝑗𝑘
𝑗′
1 ,⋯,𝑗′

𝑘

∑𝑝1,⋯,𝑝𝑘
𝑝′

1,⋯,𝑝′
𝑘

𝑉 𝑗1
𝑝1 𝑉 𝑗′

1 ∗
𝑝′

1
⋯ 𝑉 𝑗𝑘

𝑝𝑘 𝑉 𝑗′
𝑘∗

𝑝′
𝑘

× Tr [𝒯 e−𝛽𝐻1𝑑𝑗𝑘 (𝜏𝑘) 𝑐†
𝑝𝑘 (𝜏𝑘) 𝑐𝑝′

𝑘
𝑑†

𝑗′
𝑘

(𝜏′
𝑘) ⋯ 𝑑𝑗1 (𝜏1) 𝑐†

𝑝1𝑐𝑝′
1 (𝜏′

1) 𝑑†
𝑗′
1

(𝜏′
1)] .

(2.176)

由于算符 𝑐(𝑐†) 与 𝑑(𝑑†) 分别作用于导带电子空间和杂质电子空间，而 𝐻1 不包

含 𝑐(𝑐†) 与 𝑑(𝑑†) 的杂化项，所以上式可以进一步简化，

𝑍 =
∞

∑
𝑘=0 ∫

𝛽

0
d𝜏1 ⋯ ∫

𝛽

𝜏𝑘−1
d𝜏𝑘 ∫

𝛽

0
d𝜏′

1 ⋯ ∫
𝛽

𝜏′
𝑘−1

d𝜏′
𝑘 ∑

𝑗1,⋯,𝑗𝑘
𝑗′
1 ,⋯,𝑗′

𝑘

∑𝑝1,⋯,𝑝𝑘
𝑝′

1,⋯,𝑝′
𝑘

𝑉 𝑗1
𝑝1 𝑉 𝑗′

1 ∗
𝑝′

1
⋯ 𝑉 𝑗𝑘

𝑝𝑘 𝑉 𝑗′
𝑘∗

𝑝′
𝑘

× Tr𝑑 [𝒯 e−𝛽𝐻loc𝑑𝑗𝑘 (𝜏𝑘) 𝑑†
𝑗′
𝑘

(𝜏′
𝑘) ⋯ 𝑑𝑗1 (𝜏1) 𝑑†

𝑗′
1

(𝜏′)]

× Tr𝑐 [𝒯 e−𝛽𝐻bath𝑐†
𝑝𝑘 (𝜏𝑘) 𝑐𝑝′

𝑘 (𝜏′
𝑘) ⋯ 𝑐†

𝑝1 (𝜏1) 𝑐𝑝′
1 (𝜏′)] .

(2.177)

47



强关联系统中两阶段过程的数值研究

• 无相互作用部分的权重

首先处理 𝑐(𝑐†) 相关的项，注意到 𝐻bath 中无相互作用项，也就是说 𝐻bath =

∑𝑝𝜎 𝜖𝑝𝑐†
𝑝𝜎𝑐𝑝𝜎 中只包含两算符项，所以我们可以将 𝑐(𝑐†) 积分掉，得到：

𝑍bath = Tre−𝛽𝐻bath

= Tr𝑐e−𝛽 ∑𝑝𝜎 𝜖𝑝𝜎𝑐†
𝑝𝜎𝑐𝑝𝜎

= ∏𝜎 ∏𝑝
Tr

[
1 +

−𝛽𝜖𝑝𝜎𝑐†
𝑝𝜎𝑐𝑝𝜎

1! + ⋯
]

= ∏𝜎 ∏𝑝
Tr [1 + 𝑐†

𝑝𝜎𝑐𝑝𝜎 (e−𝛽𝜖𝑝𝜎 − 1)]

= ∏𝜎 ∏𝑝
(1 + e−𝛽𝜖𝑝𝜎 ) .

(2.178)

考虑 𝑘 = 1 的情况，即一阶项有，

1
𝑍bath ∑𝑝

𝑉 𝜎
𝑝 𝑉 𝜎∗

𝑝 Tr𝑐 [𝑒−𝛽𝐻bath𝑒𝜏𝐻bath𝑐†
𝑝𝜎𝑒(−𝜏−𝜏′)𝐻bath𝑐𝑝𝜎𝑒−𝛽𝐻bath𝑒−𝜏′𝐻bath]

= ∑𝑝
|𝑉 𝜎

𝑝 |2 1
1 + 𝑒−𝛽𝜖𝑝

𝑒−(𝜏−𝜏′)𝜖𝑝 , 𝜏 < 𝜏′,
(2.179)

以及，

1
𝑍bath ∑𝑝

𝑉 𝜎
𝑝 𝑉 𝜎∗

𝑝 Tr𝑐 [𝑒−𝛽𝐻bath𝑒𝜏𝐻bath𝑐†
𝑝𝜎𝑒(−𝜏−𝜏′)𝐻bath𝑐𝑝𝜎𝑒−𝛽𝐻bath𝑒−𝜏′𝐻bath]

= ∑𝑝
|𝑉 𝜎

𝑝 |2 1
1 + 𝑒−𝛽𝜖𝑝

𝑒−(𝛽−(𝜏−𝜏′))𝜖𝑝 , 𝜏 > 𝜏′.
(2.180)

于是定义反周期杂化函数，

Δ𝑙𝑚(𝜏) = ∑𝑝

𝑉 𝑙∗
𝑝 𝑉 𝑚

𝑝

1 + 𝑒−𝛽𝜖𝑝
×

⎧⎪
⎨
⎪⎩

−e−𝜖𝑝(𝜏1−𝜏′
1 −𝛽), 𝜏 > 0,

e−𝜖𝑝(𝜏1−𝜏′
1 ), 𝜏 < 0,

(2.181)

由于 𝐻bath 是无相互作用的，所以推广到 𝑘 阶的时候可以用 Wick 定理，得到：

1
𝑍bath

Tr𝑐[𝒯 𝑒−𝛽𝐻bath ∑𝑝1,⋯,𝑝𝑘
∑

𝑝′
1,⋯,𝑝′

𝑘

𝑉 𝑗1
𝑝1 𝑉 𝑗′

1 ∗
𝑝′

1
⋯ 𝑉 𝑗𝑘

𝑝𝑘 𝑉 𝑗′
𝑘∗

𝑝′
𝑘

(2.182)

𝑐†
𝑝𝑘 (𝜏𝑘) 𝑐𝑝′

𝑘 (𝜏′
𝑘) ⋯ 𝑐†

𝑝1 (𝜏1) 𝑐𝑝′
1 (𝜏′

1) ] = det 𝚫,
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其中，𝚫 为一个由杂化函数构成的大小为 𝑘 × 𝑘 的矩阵：

𝚫 = det

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Δ𝑗1𝑗′
1 (𝜏1 − 𝜏′

1) Δ𝑗1𝑗′
2 (𝜏1 − 𝜏′

2) ⋯ Δ𝑗1𝑗′
𝑘 (𝜏1 − 𝜏′

𝑘)
Δ𝑗2𝑗′

1 (𝜏2 − 𝜏′
1) Δ𝑗2𝑗′

2 (𝜏2 − 𝜏′
2) ⋯ Δ𝑗2𝑗′

𝑘 (𝜏2 − 𝜏′
𝑘)

⋮ ⋮ ⋯ ⋮

Δ𝑗𝑘𝑗′
1 (𝜏2 − 𝜏′

1) Δ𝑗𝑘𝑗′
2 (𝜏2 − 𝜏′

2) ⋯ Δ𝑗𝑘𝑗′
𝑘 (𝜏𝑘 − 𝜏′

𝑘)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

. (2.183)

需要注意的是，杂化函数与 Weiss 场可以通过 𝒢0(𝑖𝜔𝑛) = (𝑖𝜔𝑛 + 𝜇 − 𝜖𝑑 − Δ(𝑖𝜔𝑛))−1

联系起来。后面我们可以看到，实际的计算中往往直接处理的是 𝚫 的逆矩阵，

𝐌 = 𝚫−1。

现在配分函数可以写作：

𝑍 = 𝑍bath ∑
𝑘 ∭ d𝜏1 ⋯ d𝜏′

𝑘 ∑
𝑗1,⋯,𝑗𝑘

∑
𝑗′
1 ,⋯,𝑗′

𝑘

× Tr𝑑 [𝒯𝜏e−𝛽𝐻loc𝑑𝑗𝑘 (𝜏𝑘) 𝑑†
𝑗′
𝑘

(𝜏′
𝑘) ⋯ 𝑑𝑗1 (𝜏1) 𝑑†

𝑗′
1

(𝜏′
1)] det 𝚫.

(2.184)

同时我们将行列式部分记为，𝑊det = det 𝚫 = 𝒟。

• 相互作用部分的权重

接下来我们考虑处理局域 𝑑 电子部分，令

𝑊loc = Tr𝑑 [𝒯𝜏e−𝛽𝐻loc𝑑𝑗𝑘 (𝜏𝑘) 𝑑†
𝑗′
𝑘

(𝜏′
𝑘) ⋯ 𝑑𝑗1 (𝜏1) 𝑑†

𝑗′
1

(𝜏′
1)] . (2.185)

当 𝐻loc = 𝑈𝑛↑𝑛↓ 时，即只具有密度-密度相互作用的形式，𝑑 电子的产生和消灭

算符总是成对出现，交替排列。我们可以用段表示法来表示其位形，如图2.8所

示，由于 𝐻loc 在占据数表象下是对角的，

𝐻loc =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0

0 −𝜇 0 0

0 0 −𝜇 0

0 0 0 𝑈 − 2𝜇

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (2.186)

对于有 𝑁 个 flavor 的位形中，计算可得局域的权重为，

𝑤loc (𝑥) = 𝑠e𝜇 ∑𝑛
𝑗 𝐿𝑗 e− ∑𝑛

𝑖<𝑗(𝑈𝑖𝑗𝑂𝑖𝑗). (2.187)

其中 𝐿𝑗 为第 j 个 flavor 中的段的长度之和，𝑂𝑖𝑗 为第 i 与第 j 个 flavor 之间的交

叠区域总长度，𝑠 与编时算符相关。
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图 2.8段表示法下的位形示意图。其中上下两条线表示不同自旋方向的虚时轴，红色圆点对
应一个消灭算符，蓝色圆点对应产生算符。黑色实线为表示一个段，橙色的阴影区域
称为交叠区域，对应双占据态 [52]。

Figure 2.8 An illustration of the segment configuration. The two lines represent the imaginary
time axes of different spin directions (flavors). The red circles represent the annihilation
operators at different imaginary time while the blue circles represent to the creation op-
erators. The black solid lines donate the single occupied states and the orange shaded
areas represent the doubly occupied states [52].

综上，给定一个位形，其权重可以写成，

𝑤 = 𝑤loc𝑤det = ℱ𝒟. (2.188)

• 位形更新与接受概率

有了位形权重，现在考虑位形的更新以及相应的接受概率。在此为了简单起

见，我们只考虑最简单的几种更新方式，插入（删除）一个段或者反段。

1. 插入段：在当前位形上选择某一自旋 flavor，插入一个段，在所插入的段

不绕过 𝜏 = 𝛽 的情况下，𝜏𝑠 < 𝜏𝑒，否则 𝜏𝑠 > 𝜏𝑒。如果当前 flavor 为满占据，则放

弃插入。图2.9为其示意图，这种更新的接受概率为：

𝑃add−seg = min {1,
𝒟𝑘+1
𝒟𝑘

𝛽𝑙𝑚𝑎𝑥
𝑘 + 1 𝑒 ̃𝑙𝜇−𝛿𝑜𝑈

} , (2.189)

其中 ̃𝑙 为插入段的长度，𝑙𝑚𝑎𝑥 为当产生算符位置确定后，消灭算符可以保留的最

长时间，𝛿𝑜 表示插入新段之后，交叠区域的变化量。当插入新段之后，相应的杂

化函数矩阵 𝚫 维度增加 1，接受概率中存在 𝑘 + 1 维矩阵的行列式与 𝑘 为矩阵行

列式之比，𝒟𝑘+1/𝒟𝑘。

2. 删除段：在当前位形上选择某一 flavor，删除一个段，其接受概率为：

𝑃rm−seg = min {1, 𝒟𝑘−1
𝒟𝑘

𝑘
𝛽𝑙𝑚𝑎𝑥

𝑒− ̃𝑙𝜇+𝛿𝑜𝑈
} . (2.190)

3. 插入反段：在当前位形上选择某一 flavor，插入一个反段，其接受概率为：

𝑃add−anti = min {1,
𝒟𝑘+1
𝒟𝑘

𝛽𝑙𝑚𝑎𝑥
𝑘 + 1 𝑒− ̃𝑙𝜇+𝛿𝑜𝑈

} . (2.191)
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图 2.9段表示法中插入和删除一个段的示意图。[52]。
Figure 2.9 A segment insertion update and removal update in the segment representation [52].

4. 删除反段：在当前位形上选择某一 flavor，删除一个反段，其接受概率为：

𝑃rm−anti = min {1, 𝒟𝑘−1
𝒟𝑘

𝑘
𝛽𝑙𝑚𝑎𝑥

𝑒− ̃𝑙𝜇+𝛿𝑜𝑈
} . (2.192)

从原则上讲，上述 4种更新方式已经可以达到遍历性的要求，而在实际的应

用中，还可以有段平移，全局翻转等等操作，以提高抽样效率。

实际的计算中，上述接收概率中行列式的比值可以有快速的计算方法。由

𝐌 = 𝚫−1，所以
𝒟new
𝒟old

= det 𝐌old
det 𝐌new

. (2.193)

每次只插入一个段或者反段的时候，𝐌−1 增加一行一列，

𝑀−1
new =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Δ1𝑛

𝑀−1
old Δ2𝑛

⋮

Δ𝑛1 Δ𝑛2 ⋯ Δ𝑛𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (2.194)

利用 Shermann-Morrison-Woodbury 公式 [52]，

(𝐴−1 + 𝑢 ⊗ 𝑣)
−1 = 𝐴 − 1

1 + 𝑣𝐴𝑢 (𝐴𝑢) ⊗ (𝑣𝐴) , (2.195)

以及

det (𝐴−1 + 𝑢 ⊗ 𝑣) det (𝐴) = 1 + 𝑣𝐴𝑢, (2.196)
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其中 𝑢 和 𝑣 分别为一列和一行向量。可以得到,

𝑀−1
new =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0

𝑀−1
old 0

⋮

0 0 ⋯ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+ 𝑝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝐿1𝑛

𝐿2𝑛

⋮

−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⊗ [ 𝑅𝑛1, 𝑅𝑛2, ⋯ −1 ] , (2.197)

其中

𝐿𝑖𝑗 = ∑
𝑙<𝑛

𝑀old
𝑖𝑙 Δ𝑙𝑗 ,

𝑅𝑖𝑗 = ∑
𝑙<𝑛

Δ𝑖𝑙𝑀old
𝑙𝑗 ,

𝒟new
𝒟old

= 1
𝑝 = Δ𝑛𝑛 − ∑

𝑙𝑙′<𝑛
Δ𝑛𝑙𝑀old

𝑙𝑙′ Δ𝑙′𝑛.

(2.198)

而对于删除一个段或者反段的情况，𝚫 移除一行一列，假设移除第 𝑝 行第 𝑞

列,

𝑀new
𝑖𝑗 = 𝑀old

𝑖𝑗 −
𝑀old

𝑖𝑝 𝑀old
𝑞𝑗

𝑀old
𝑝𝑞

, (2.199)

其中 𝑖 ≠ 𝑝 和 𝑗 ≠ 𝑞，同时行列式比值是

𝒟new
𝒟old

= 𝑀old
𝑝𝑞 . (2.200)

• 物理量的测量

这里我们给出在段表示法中一些主要的物理量测量公式，如局域虚时格林

函数：

𝐺 (𝜏) = ⟨− ∑
𝑖𝑗

1
𝛽 𝛿 (𝜏, 𝜏𝑖 − 𝜏′

𝑗 ) 𝑀𝑖𝑗⟩𝑀𝐶 , (2.201)

其中

𝛿 (𝜏, 𝜏′) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛿 (𝜏 − 𝜏′) , 𝜏′ > 0,

−𝛿 (𝜏 − 𝜏′ − 𝛽) , 𝜏′ < 0.
(2.202)

以及虚频格林函数：

𝐺 (𝑖𝜔𝑛) = ⟨− ∑
𝑖𝑗

1
𝛽 e𝑖𝜔𝑛(𝜏𝑖−𝜏′

𝑗 )𝑀𝑖𝑗⟩𝑀𝐶 . (2.203)

某一个 flavor 上的电子占据数：

⟨𝑛𝑖⟩ = 𝐿𝑖
𝛽 , (2.204)
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系统的动能：

𝐸kin = 1
𝛽 ⟨𝑘⟩, (2.205)

其中 𝑘 为展开阶数。系统的势能（单带）：

𝐸pot = 𝑈⟨𝑛↑𝑛↓⟩. (2.206)

需要注意的是，段表示法只适用于密度-密度形式的相互作用，如果是广义

的相互作用，可以用广义矩阵算法来计算。
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第 3章 半满周期性安德森模型中的杂化涨落

本章我们将利用 DQMC 方法来研究半满周期性 Anderson 模型中的杂化涨

落。通过对杂化关联函数的计算和其在不同的参数范围内的行为分析我们得到

了新的相图，该相图揭示了在非杂化的 Mott 绝缘态与完全杂化的 Kondo 绝缘

态中间存在一个过渡区域，在这个过渡区域内存在着量子杂化涨落，相应地在

CeCoIn5 的 ARPES 实验中表现为所观测到的能带弯曲现象和直接杂化带隙，这

与最近的超快激光泵浦-探测实验所提出的物理图像一致，并直接将能带弯曲与

杂化涨落联系起来，证实了实验所提出的两阶段杂化图像。

3.1 研究背景

重费米子材料是为研究强关联电子系统中的局域巡游转变提供一个很好的

模型 [9,23,62]。理论上，这种转变来自于局域和巡游电子的集体杂化 [39,63–65]。平

均场近似 [66–70] 通过考虑一个静态均匀的杂化得到了很多有趣的结果 [71–75] ，同

时定义了一个特征相干温度来区分杂化态和非杂化态 [76–78]，这种杂化表现为费

米面附近导带电子的能带弯曲现象，同时这标志着重电子的出现。然而这种简单

的物理图像不能够解释在第一章所介绍的在 CeCoIn5 的 ARPES 实验 [41] 中在远

高于相干温度之上时所观测到的能带弯曲的现象。而后在 CeCoIn5 的超快激光

泵浦-探测实验中，基于观测到的反常准粒子软化人们提出了两阶段杂化的物理

图像 [42]，表明系统中存在一个没有带隙却表现出杂化涨落的态，这个态是平均

场的描述所没能揭示的。虽然系统的输运和能带性质还没有一个准确的微观对

应，但是相干态和杂化态的区别仍然引起了对于传统物理图像的挑战，通过什么

物理量的计算来说明和理解这个两阶段过程是值得思考的问题。

一直以来，杂化涨落都被认为在重费米子物理中的扮演着重要角色 [79–81]，

也可能是许多重要的重费米子现象的基础 [8,82–86]。不幸的是对其精确的解析研

究却是非常困难的，这阻碍了对于重费米子物理的探索。为了避免解析上的困

难，在这个工作中，我们使用行列式蒙特卡罗 (DQMC) 方法来研究重费米子系

统中的杂化涨落。DQMC 被广泛用于重费米子体系的研究并得到了许多重要的

结果 [87–90]，但是对于杂化关联的研究却很少。虽然为了避免符号问题，我们的
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计算限制在半满的情况下，DQMC 的数值结果仍然给出了一些超越平均场的普

适性质。为了回答在周期性 Anderson 模型中是否存在一个如同实验中所提出的

两阶段的杂化过程，以及如何同能带弯曲和晶格的相干现象联系起来等问题，杂

化涨落的研究是非常重要的。

3.2 模型和方法

我们考虑二维正方格点上的周期性 Anderson 模型，其哈密顿量如下：

𝐻 = −𝑡 ∑
⟨𝑖𝑗⟩𝜎

(𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + 𝑐†

𝑗𝜎𝑐𝑖𝜎) + 𝑉 ∑
𝑖𝜎

(𝑓 †
𝑖𝜎𝑐𝑖𝜎 + 𝑐†

𝑖𝜎𝑓𝑖𝜎)

+ 𝐸𝑓 ∑
𝑖𝜎

𝑓 †
𝑖𝜎𝑓𝑖𝜎 + 𝑈 ∑

𝑖
(𝑛𝑓

𝑖↑ − 1
2) (𝑛𝑓

𝑖↓ − 1
2) , (3.1)

其中，𝑐(𝑐†) 和 𝑓(𝑓 †) 分别表示导带电子与局域电子的消灭（产生）算符，⟨𝑖𝑗⟩ 表

示只考虑最近邻的跃迁，𝑡 = 1 作为能量单位。在计算中 𝑓 电子之间库仑排斥作

用强度 𝑈 = 6，设置 𝐸𝑓 = 0 来保持粒子空穴对称以避免符号问题，𝑉 为 𝑐 电子

与 𝑓 电子之间的杂化强度。

为了研究杂化关联，我们首先定义杂化场，𝑂𝑖 = ∑𝜎(𝑐†
𝑖𝜎𝑓𝑖𝜎 + 𝑓 †

𝑖𝜎𝑐𝑖𝜎) 以及相

应的关联函数：

𝐿𝑖𝑗(𝜏) = − ⟨𝒯𝜏 [𝑂𝑖(𝜏) − ⟨𝑂𝑖⟩] [𝑂𝑗(0) − ⟨𝑂𝑗⟩]⟩ , (3.2)

其中 𝒯𝜏 为虚时 𝜏 的编时算符。与 Kondo 晶格模型的平均场处理不同的是，这里

的平均值 ⟨𝑂𝑖⟩ 总是非零的，因此并不能很好的区分杂化或者非杂化态 [91]，所以

在实际的计算中被作为背景减去，只留下动力学的涨落部分。我们的计算考虑

8 × 8 的正方格点，蒙特卡罗计算中 𝛽 = 𝑀Δ𝜏, 𝑀 = 80，并验证过更大的晶格系

统以及划分更多的时间段，得到了一致的结果。

杂化谱函数，𝐴q(𝜔) = − 1
𝜋 Im 𝐿q(𝜔)，可以通过对虚时杂化关联函数作最大

熵计算得到，

𝐿q(𝜏) = ∫
∞

−∞
d𝜔 𝑒−𝜏𝜔

𝑒−𝛽𝜔 − 1
𝐴q(𝜔), (3.3)

其中，𝐿q(𝜏) = 1
𝑁 ∑𝑖𝑗 𝑒−𝑖q⋅(r𝑖−r𝑗 )𝐿𝑖𝑗(𝜏)。在计算得到杂化谱的虚部之后，相应的实

部可以通过 Kramers-Kronig 关系计算得到，

Re 𝐿0(𝜔) = 1
𝜋 ∫

∞

−∞

Im 𝐿0(𝜔′)
𝜔′ − 𝜔 𝑑𝜔′, (3.4)

同样，系统的费米型谱函数也可以通过类似的方法得到。
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图 3.1杂化关联函数 𝐿0(𝜔)在不同参数 𝑉 和 𝑇 下的行为。插图为虚部在 𝜔 = 0附近的放大
图。

Figure 3.1 The behaviors of the hybridization correlation function 𝐿0(𝜔) for different param-
eters 𝑉 and 𝑇 . The inserts are enlarged plots around 𝜔 = 0.

3.3 计算结果

3.3.1 不同参数下的杂化关联函数

为了系统地分析杂化涨落，我们计算了不同参数 𝛽, 𝑉 下的杂化关联函数。其

结果如图 3.1所示：在高温 𝑇 = 2.0 的时候，𝐿0(𝜔) 随着 𝑉 的变化只发生很小的

变化，并且由于 𝑓 电子在上下 Hubbard带之间的激发，其在 𝜔 ≈ ±𝑈 处出现两个

峰。Im 𝐿0(𝜔) 在 𝜔 = 0 处的斜率不为零并且在小 𝑉 的情况下基本保持不变，这

是由于它们来自于未杂化的 𝑓 电子与导带电子的热激发。在 𝑇 = 1.0 时，对于小

𝑉 , 在 Re 𝐿0(𝜔) 中的单个的谷变成一个小峰，并且在 𝜔 ≈ ±𝑈/2 形成两个谷, 表明

随着温度的降低热激发被抑制。这个两个谷的图像可以从 𝑉 = 0 时的极限情况
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来理解，在 𝑉 = 0 时杂化关联具有解析形式，

𝐿0(𝜔) = 2
𝑁 ∑

k,𝛼=±

[𝑓 (𝛼𝑈/2) − 𝑓(𝜖k)](𝜖k − 𝛼𝑈/2)
(𝜔 + i 𝜂)2 − (𝜖k − 𝛼𝑈/2)2 , (3.5)

其中 𝑓(𝑥) 为费米分布，𝜂 = 0+ 为无穷小截断。求和 k 可以化为对态密度的积分，

对于半带宽为 𝐷 的平带而言，在零温极限下，我们可以得到，

𝐿0 (𝜔) = 𝐷−1 ln (𝜔 + i 𝜂)2 − (𝑈/2)2

(𝜔 + i 𝜂)2 − (𝐷 + 𝑈/2)2 , (3.6)

表明在 𝜔 = ±𝑈/2 附近存在极小值以及在 𝜔 = ±(𝐷 + 𝑈/2) 附近存在极大值。而

对于 𝑉 比较大的时候, 又重新恢复到单个谷的图像。在 𝑇 = 0.2 的时候，两个谷

的图像更加明显，相应的 Im 𝐿0(𝜔) 的低能部分的斜率基本为 0，表明在低温的时

候热激发的消失。然后对于 𝑉 更大的情况，Re 𝐿0(𝜔) 在 𝜔 = 0 附近出现一个小

的凹陷，同时其虚部的在 |𝜔| ≈ 0.2 的能量窗口内表现出很大的斜率，在这之上

斜率存在一个平台。这个大的斜率表明了 𝑐 电子与 𝑓 电子之间的耦合所导致的

低能的量子杂化涨落。类似的图像也可以在 𝑇 = 0.05，𝑉 = 0.5 时看到，而在 𝑉

更大的时候这个实部凹陷变成一个光滑的最大值，同时虚部的斜率被抑制。

𝐿0(𝜔) 的不同的特征表明在周期性Anderson模型中存在 4个不同的区域，其

特征如图 3.2(a)(b) 所示，I，II 区域主要是解耦合的 𝑐 电子与 𝑓 电子的背景贡献。

对于区域 I，热激发的贡献非常明显，以至于 𝐿0(𝜔) 的实部只有一个谷，虚部的

低能斜率为一个有限值；而在区域 II，热激发被抑制，𝐿0(𝜔) 的实部在 𝜔 = ±𝑈/2

附近出现两个谷，同时虚部的低能斜率减小。区域 II 的图像对应于 𝑓 电子与 𝑐

电子解耦合的轨道选择的 Mott 物理 [92,93]，如图 3.2(c) 所示，𝑓 电子的局域态密

度主要为被带隙分开的上下 Hubbard 带；而在区域 I 中，上下 Hubbard 带中间还

存在一些热激发的态。

与 I 和 II 不同的区域为存在杂化效应的区域，可以定义两种杂化的区域。在

区域 III 中，Re 𝐿0(𝜔) 在 𝜔 = 0 附近出现小的凹陷，Im 𝐿0(𝜔) 中大的低能斜率表

明了量子杂化涨落的影响。而在区域 IV 中，这些图像特征再一次被抑制，表明

了系统过渡到不同的相，也就是 Kondo 绝缘体，其中的杂化能隙结构在最近的

DMRG 计算中也得到验证 [94]。平均场下杂化关联函数可以解析得到：

𝐿0(𝜔) = 4
𝑁 ∑

k

𝑓(𝐸k−) − 𝑓(𝐸k+)
(𝜔 + i 𝜂)2 − Δ2

k

𝜖2
k

Δk
, (3.7)
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图 3.2 (a)、(b)对比杂化关联函数 𝐿0(𝜔)在不同区域内的不同行为特征。(c) 𝑓 电子的局域谱
函数。不同的区域的参数为，I: 𝑇 = 2.0, 𝑉 = 0.5；II: 𝑇 = 0.6, 𝑉 = 0.25；III：𝑇 = 0.2,
𝑉 = 1.2; IV：𝑇 = 0.05, 𝑉 = 2.0。(d) 𝑉 = 1.0时，不同温度下布里渊区内在费米能处
的费米子谱强度图。(e)在所选择路径下的色散关系。

Figure 3.2 (a) (b) The different characteristic features of the hybridization correlation func-
tion 𝐿0(𝜔) in four different regimes. (c) The local density of states of 𝑓 electron. The
parameters are 𝑇 = 2.0, 𝑉 = 0.5 for regime I, 𝑇 = 0.6, 𝑉 = 0.25 for regime II; 𝑇 = 0.2,
𝑉 = 1.2 for regime III; and 𝑇 = 0.05, 𝑉 = 2.0 for regime IV. (d) The intensity plots of the
fermionic spectral function at Fermi level in the Brillouin zone at different temperature
with 𝑉 = 1.0. (e) The corresponding dispersion for a given path in the Brillouin zone.

其中 𝐸k± = (𝜖k ± Δk)/2 表示两个不同的杂化带，Δk = √𝜖2
k + Δ2

0 为直接带隙，Δ0

为等效的杂化强度。因此 Re 𝐿0(𝜔) 在 𝜔 = ±Δ0 附近存在两个极小值。因为对于

所有的 k 均有 Δk ≥ Δ0 , 于是 Im 𝐿0(𝜔) ∝ ∑k,𝛼=± 𝛼𝛿(𝜔 + 𝛼Δk)𝜖2
k/Δ2

k 在 |𝜔| < Δ0

存在能隙。很显然，由于杂化涨落的存在，虚部的低能斜率很大，这个公式在区

域 III 失效。这也反应到 𝑓 电子的谱函数上，如图 3.2(c) 所示。不同于区域 IV

中出现的能隙，在区域 III 中 𝜔 = 0 的附近出现了无能隙的 precursor 态，这是

平均场所没有得到的；在区域 IV，两个低能部分的尖峰可以理解为在 𝐸k± 中的

能带杂化。在图3.2(d) 中展示了 𝑉 = 1.0 时总的费米子谱强度随着温度的变化情

况。我们可以看到从轨道选择的 Mott 区域到 Kondo 绝缘态的过渡，在轨道选择

Mott 区域可以看到两个 Hubbard 带以及小的导带电子费米面，而在 Kondo 绝缘
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体区域杂化能隙完全打开，在整个布里渊区都没有明显的谱权重。在这两个区域

之间还存在一个过渡区域 III，在这个区域 𝜔 = 0 处存在有限的谱权重，但表现

为不同的图像模式。在图3.2(e) 可以看到在区域 III 中已经出现轻微的能带弯曲，

但是带隙只是部分打开导致在费米能附近存在有限的权重以及拓宽的峰。这与

ARPES 实验的测量结果和泵浦-探测实验的两阶段杂化图像的设想是吻合的，同

时在光电导的实验中能带弯曲也是直接带隙打开的迹象 [95]。

3.3.2 局域与非局域贡献

为了理解杂化涨落是如何引起 𝑓 电子在低温时的相干现象，我们比较了

Re 𝐿0(𝜔) 的局域与非局域贡献，如图 3.3(a) 所示。

图 3.3 (a)在不同的区域，杂化关联函数实部 Re 𝐿0(𝜔)的局域和非局域项的比较。在区域 III
中，非局域项才开始有贡献，而在区域 IV中，非局域项达到与局域项相比拟的程度。
(b) 在给定路径上，杂化关联谱函数的强度图，其在 (𝜋, 𝜋) 处有明显的变化。参数与
图3.2相同。

Figure 3.3 (a) Comparison the local and nonlocal terms of the real part of hybridization corre-
lation function Re 𝐿0(𝜔) and it shows the onset of the nonlocal contribution in regime III
and development in regime IV. (b) Intensity plots of the normalized hybridization spec-
tral function, showing the development of the hybridization correlations at (𝜋, 𝜋). The
parameters are the same as Fig 3.2.

在区域 I 和 II 中非局域的贡献是可以忽略不计的，直到进入区域 III，非局
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域的贡献才开始显现出来，甚至在区域 IV中达到可以与局域部分相比拟的程度。

尽管在区域 III 中能带弯曲已经开始出现，而晶格相干只有在存在足够强的格点

间的杂化关联的时候才能出现。而值得注意的是，在非局域的贡献中，只有最近

邻的项是最主要的，因此 Kondo 绝缘体应该被看作一个短程关联的绝缘体而不

是平均场图像下的简单的能带绝缘体。这个短程的关联与以前的掺杂的 Kondo

晶格模型的计算和 NMR 观测结果一致 [89,96]。进一步观察其在动量空间的情况，

图3.3(b) 展示了归一化杂化关联谱的在第一布里渊区 (0, 0) − (0, 𝜋) − (𝜋, 𝜋) − (0, 0)

路径下的动量依赖。在区域 I,II 中，谱函数只表现出基本的 Hubbard 带的特征，

区域 III 中，在 (𝜋, 𝜋) 处开始出现变化，而最终在区域 IV 中破坏 Mott 的图像，

这表明了非局域杂化关联与局域的 Mott 物理之间的竞争，而主要的变化发生在

(𝜋, 𝜋) 处，表明可能存在杂化涨落与磁涨落之间的相互作用 [81]。

3.3.3 相图

综合所有的计算结果，我们可以只通过杂化关联函数的分析得到一个相图，

如图3.4所示，其中，点和划线标志着从 Re 𝐿0(𝜔) 特征得到的相边界，颜色代表

着虚部斜率的大小，𝐾 = d Im 𝐿0(𝜔)/d𝜔|𝜔=0。相图中显示出 4个明显不同的区域，

在 𝑉 = 1.0 时与右侧 𝐾 的非单调行为中所划分的结果一致。类似于 slave-boson

方法得到的结果，在低温时有限的 𝐾 标志着无能隙的连续杂化激发，而在 Mott

和 Kondo 绝缘态区域，𝐾 近似为 0，与平均场近似的结果一致。区域 III 连接了

非杂化的 Mott 态和完全杂化的 Kondo 绝缘态，标志着 𝑓 电子从局域到巡游的过

渡。以前的解析计算认为，零温的局域巡游转变可以认为是轨道选择的 Mott 相

变 [97,98]，这与我们的结果一致，区域 III可以认为是量子临界点之上的过渡区域。

需要注意的是在 Kondo 绝缘态之前出现的一个预备的区域在以前的计算中也得

到过，但没有通过杂化关联来讨论分析 [32,99,100]。同时最近的研究表明在 Kondo

绝缘体中非厄米物理会产生很多新奇的现象 [101–103]。在 Kondo 绝缘相的高温边

缘附近存在所谓的例外点（exceptional point）[103]。在我们的计算中，如果将方程

(3.7)做替换，𝜂 → Γ𝑘，我们可以得到有限的斜率 𝐾 ∝ − ∑k Γk𝜖2
k/Δk(Γ2

k + Δ2
k)2，同

时在 Γk → 0 或者 ∞ 的时候，𝐾 趋近于 0。因此在区域 III 中，有限的 𝐾 可能与

杂化或者费米型激发的有限的耗散和寿命相关，可能会引起一些新奇的非厄米

的物理。
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图 3.4 由杂化关联函数的行为 𝐿0(𝜔) 而确定的相图。背景颜色反映了虚部的低频斜率的大
小。虚线和点表示由实部行为所确定的各个区域的边界。右侧为当 𝑉 = 1.0时，虚部
低频斜率在不同温度下的非单调变化行为。

Figure 3.4 A tentative phase diagram obtained solely based on the behaviors of hybridiza-
tion correlation function 𝐿0(𝜔). The background color reflects the low-energy slope 𝐾
of Im𝐿0(𝜔). The marks are the boundary estimated from its real part. The right panel
shows the non-monotonic temperature dependence of the 𝐾 at 𝑉 = 1.0.

3.4 本章小结

我们利用 DQMC方法研究了半满周期性 Anderson模型的杂化涨落。这使我

们能够得到超越平均场方法的信息，并仅基于杂化涨落谱函数构建了相应的相

图。我们发现了从非杂化的 Mott 态到完全杂化的 Kondo 绝缘态之间存在一个过

渡区域，在这个过渡区域中存在低能的杂化涨落，传导电子在费米波矢附近发生

能带弯曲并打开直接带隙，这与在光电导实验在远高于相干温度的观测结果一

致。当格点间杂化的增强到一定程度，在更低的温度下才能产生 𝑓 电子间相干

效应。这证实了基于最近的 ARPES 和超快激光泵浦-探测实验提出的两阶段杂

化图像。

通过对杂化关联的研究为 ARPES、超快激光泵浦-探测等实验的测量结果的

高温特性提供了一种统一的解释。这个工作是通过数值方法研究杂化动力学来

解释重费米子系统中新奇性质的开端，而扩展到量子临界态或金属相以及非半

满占据情况还需要更多的研究，以便于与以后实验结论和理论缝隙进行全面比
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较。而类似的两阶段过程是否在更多的体系中存在，以及如何去刻画都是值得探

究的问题。
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第 4章 Mott与 Kondo晶格物理的能标对应

在本章中，我们研究了 Mott 物理与 Kondo 晶格物理中的能标对应，同时构

建了具有两个特征温度的相图。表明在强关联晶格系统中存在一个普适的两阶

段过程，在最终建立长程的晶格相干之前，电子存在一个部分退局域前兆阶段。

4.1 研究背景

在强关联系统中，kink意味着能带色散中的斜率的突变，它通常被认为是准

粒子与玻色型集体激发相耦合的结果。在铜氧化物中，出现在 30-90 meV的 kink

归因于自旋涨落或者声子 [20,21,104–107]。与这种玻色型的 kink 不同的是，在纯的

电子系统中发现完全由电子间相互作用而引起的 kink [108]。如图4.1所示，在动力

学平均场计算得到的色散关系中发现了 kink 的存在。在 |𝜔| < 𝜔∗，|𝜔| > 𝜔∗ 两

个不同的区域里，等效色散关系有不同的重整化因子，对应于自能实部两个斜率

不同的近似线型的能量区域，𝜔∗ 即为 kink 能标。在动力学平均场的框架下研究

Hubbard 模型发现了这种 kink [108,109]，同时可以推广到更复杂的模型中 [110–116]，

这种 kink 或许可以解释在铜氧化物以及一些其他的过渡金属氧化物中的高能

kink [117–124]。

理论上，这种电子的 kink 被认为是 Mott 物理中的一个重要能标，标记了费

米液体的边界 [108]。kink 能标 𝜔∗ 意味着明确的 Landau 准粒子的低能边界，给出

费米液体理论适用的一个范围。另一个更高的能标 Ω 则是区分多体共振态和高

能 Hubbard 带的能标。𝜔∗ 和 Ω 定义了 Hubbard 模型中的主要能标，它们的真实

物理来源引起了人们的关注。Raas 认为这个 kink 能标来源于内在的自旋涨落的

集体激发 [125]，而 Held 将它与一个等效的 Kondo 能标联系起来 [126]。对这些能

标的理解能够加深我们对多体物理的认识，然而其重要性和潜在的应用还没有

被充分意识到。

在本章中，我们通过系统的数值研究建立了Hubbard模型与周期性Anderson

模型中两个能标的对应以及在强关联电子系统中的应用。这种能标的对应主要源

于在 Hubbard 模型中的两个能标与重整化因子 𝑍 之间存在 𝜔∗ ∝ 𝑍 和 Ω ∝ 𝑍1/2

的关系 [108,127]。而周期性 Anderson 模型在平均场近似下存在着两个能标，也就
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图 4.1强关联系统的色散关系 𝐸k 中出现的 kink。正方晶格上 Hubbard模型通过动力学平
均场计算的得到的能谱 𝐴(k, 𝜔)强度图。白色圆点为等效的色散关系，在靠近费米面的
地方它遵循重整化能带关系，𝐸k = 𝑍FL𝐸k（蓝色实线）。对于 |𝜔| > 𝜔∗的情况，色散关
系的重整化因子变为 𝑍cp。𝜔∗ 为 kink能标 [108]。

Figure 4.1 Kinks in the dispersion, 𝐸k, for the strongly correlated system. The intensity plot
represents the spectral function 𝐴(k, 𝜔) for Hubbard on the cubic lattice obtained by
DMFT. The white circles indicate the effective dispersion. It follows the renormalized
band structure, 𝐸k = 𝑍FL𝐸k(blue line) close the Fermi energy. For |𝜔| > 𝜔∗, the disper-
sion has the same shape but with a different renormalization factor 𝑍cp. 𝜔∗ is the kink
energy [108].

是间接带隙（Δind）和直接带隙（Δdir）与等效杂化强度 ̃𝑉 之间有类似的比例关

系：Δind ∝ ̃𝑉 2，Δdir ∝ ̃𝑉 。杂化能隙有着明确的物理意义，这种相似性可能对

Hubbard 模型的物理理解提供一些新的观点或者揭示两个模型之间的一些共通

的物理图像。通过对 Hubbard 模型和周期性 Anderson 模型研究表明 Mott 物理与

Kondo 晶格物理之间可能存在一些密切的联系 [92]，在 Kondo 晶格的物理被认为

是一种轨道选择 Mott 转变 [128]，而铜氧化物中的 Mott 物理是 Kondo-Heisenberg

模型的低能映射 [129]。在最近发现的镍酸盐超导体中，似乎两者都存在并且共同

决定了体系的基态和低能激发 [130]。这样的能标对应揭示了准粒子的产生和相干

之间更深的普适的物理图像。两个能标的区分或许表明了准粒子的动力学中建

立长程相干的两阶段过程，这是强关联晶格系统中的一个本质的普适性质，提供

了强关联系统中用来区分完全相干态、局域态和一个中间过渡态的特征能量。
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4.2 模型和方法

我们主要研究 Hubbard 模型和周期性 Anderson 模型，它们都由两个部分构

成：

𝐻 = 𝐻𝐾 + 𝐻𝑈 , (4.1)

其中，𝐻𝑈 = 𝑈 ∑𝑖 (𝑛𝑖↑ − 1
2) (𝑛𝑖↓ − 1

2) 为势能部分，𝑈 为库仑相互作用强度，𝑛𝑖𝜎

为局域 𝑓 电子的粒子数算符。有两种方式让 𝑓 电子退局域：在 Hubbard 模型中，

引入在近邻格点间的直接的跃迁，𝐻𝐾 = ∑k𝜎 𝜖k𝑓 †
k𝜎𝑓k𝜎，其中 𝑓 †

k𝜎(𝑓k𝜎) 为 𝑓 电子

的产生（消灭）算符；在周期性 Anderson 模型中，𝑓 电子与一个额外的导带电

子耦合，𝐻𝐾 = ∑k𝜎 𝑐†
k𝜎𝑐k𝜎 + 𝑉 (∑𝑖𝜎 𝑓 †

𝑖𝜎𝑓𝑖𝜎 + ℎ.𝑐.)，其中 𝑐†
k𝜎(𝑐k𝜎) 为导带电子的产

生（消灭）算符，𝑉 为杂化强度。简单起见，我们主要关注于单带半满 Hubbard

模型的顺磁态，并在动力学平均场 [47,55,57,131] 的框架下利用 NRG [35,44] 为杂质求

解器进行计算。在 NRG 中，𝑓 电子的自能通过

Σ(𝜔) = 𝑈𝐹 (𝜔)/𝐺(𝜔), (4.2)

进行计算，其中 𝐺(𝜔) = ⟨⟨𝑓𝑖𝜎; 𝑓 †
𝑖𝜎⟩⟩𝜔，𝐹 (𝜔) = ⟨⟨𝑓𝑖𝜎(𝑛𝑖𝜎 −1/2); 𝑓 †

𝑖𝜎⟩⟩𝜔
[132]。在DMFT

自洽过程中 [2,133]，对于 Hubbard 模型，

𝐺(𝜔) = ∫ 𝑑𝜖 𝜌0(𝜖)
𝜔 − 𝜖 − Σ(𝜔), (4.3)

对于周期性 Anderson 模型，

𝐺(𝜔) = ∫ 𝑑𝜖 𝜌0(𝜖)
𝜔 − 𝑉 2/(𝜔 − 𝜖 + 𝑖𝜂) − Σ(𝜔)

, (4.4)

其中 𝜌0(𝜖) = 𝑒−(𝜖/𝑡)2/(√𝜋𝑡) 为无穷维超立方晶格的无相互作用的电子态密度，𝑡 = 1

为能量单位。

4.3 计算结果

4.3.1 能标定义

图4.2展示了两个模型中通过 𝑓 电子局域态密度 𝜌(𝜔) = −Im𝐺(𝜔)/𝜋，自能

的实部 ReΣ(𝜔) 以及相应的斜率 ReΣ′(𝜔) 和格林函数的实部 Re𝐺(𝜔) 来定义两个

能标。对于 Hubbard 模型来说，𝑓 电子态密度为一个三峰结构，包括高能区的

两个 Hubbard 峰以及在费米面附近的准粒子峰。这里大能标 Ω 由 ReΣ′(𝜔) 的极
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图 4.2来源于 𝑓 电子谱函数 (𝜌(𝜔) = −Im𝐺(𝜔)/𝜋)、自能实部 ( ReΣ(𝜔))及其斜率 (ReΣ′(𝜔))、
格林函数实部 (Re𝐺(𝜔))的各种能标的展示。(a) Hubbard模型，参数 𝑈 = 3。(b)周期
性 Anderson模型，参数 𝑈 = 5.6，𝑉 2 = 0.4。𝜔∗由自能实部上的 kink位置确定，𝜔𝑚由
Re𝐺(𝜔)的极大值点确定，在 Hubbard模型中 Ω由 ReΣ′(𝜔)的极大值确定。在周期性
Anderson 模型中，Δind 由谱函数上的能隙确定，Δdir 的确定可以从图4.4更清晰看到。
插图为在 𝜔 = 0附近的放大图。

Figure 4.2 Different energy scales are identified from the 𝑓 electron density of states 𝜌(𝜔) =
−Im𝐺(𝜔)/𝜋, the real part of the 𝑓 electron self-energy ReΣ(𝜔) and its slope ReΣ′(𝜔), the
real part of the Green function, Re𝐺(𝜔). (a) HM with 𝑈 = 3. (b) PAM with 𝑈 = 5.6
and 𝑉 2 = 0.4. 𝜔∗ is defined from the kink in ReΣ(𝜔), 𝜔m is defined from the maximum of
Re𝐺(𝜔), and for the HM Ω is from themaximum of ReΣ′(𝜔). For the PAM, Δind is defined
from the gap in the density of states and Δdir is from the dispersion shown in Fig. 4.4. The
insets are the enlarged plots of 𝜔∗, 𝜔m, and Δind around 𝜔 = 0.

大值点来定义，而在以前的工作中 Ω 是通过 ReΣ(𝜔) 的极大值来定义 [108]。这个

能标粗略地区分了态密度上的 Hubbard 峰和准粒子峰。低能能标 𝜔∗ 由自能实

部斜率的变化来定义，它限制了准粒子激发的低能区域。𝜔𝑚 由格林函数的实部

Re𝐺(𝜔) 的极大值点来确定，同时 𝜔∗ ≈ (√2 − 1)𝜔𝑚 表明他们有同样的物理起

源 [108]。𝜔𝑠 由局域自旋磁化率来确定，如图4.6所示。这些能标可以通过重整化

因子 𝑍 = 1 − ReΣ′(0) 联系起来，如图4.3(a) 所示，𝜔∗ ∝ 𝜔𝑚 ∝ 𝑍，而 Ω ∝ 𝑍1/2。

因此，𝜔∗ 和 Ω 表明了两个相关的能标，它们不同的定义来源于一个过渡的基本

物理图像。
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相应地，图4.2(b) 中展示了周期性 Anderson 模型中的能标。间接杂化能隙

Δind 由态密度上的能隙确定，同时在格林函数实部 Re𝐺(𝜔) 上出现一个新增的

极小值。直接带隙 Δdir 可以从图4.4中的谱函数 𝐴k(𝜔) = −𝜋−1Im[𝜔 − Σ(𝜔) −
𝑉 2

𝜔−𝜖k+𝑖𝜂 ]−1 更明显的看到，在图4.4中可以看到两条清晰的杂化带，间接带隙由上

能带底与下能带顶的能量差来决定。尽管此时系统表现为一个近藤绝缘体，自

能在 𝜔 < Δind 时却表现为费米液体的行为 [133]，反映了 Anderson 晶格体系中的

完全相干态的建立 [42,134]。直接带隙 Δdir 则为两条杂化带相同 k 点能量差的最

小值，在 𝜔 < Δdir 主要为巡游的 𝑓 电子。相应的能标 𝜔∗ 以及 𝜔𝑚 可以类似于

Hubbard 模型中的方法定义，我们发现 𝜔∗ ∝ 𝜔𝑚 ∝ Δind。ReΣ′(𝜔) 的极大值的位

置随 𝑈 变化很小，不再作为区分巡游和局域的边界。在周期性 Anderson 模型中，

我们发现大能标 Ω 可以用杂化带偏离最初的无相互作用导带的位置来定义。Ω

和 Δdir 反应了杂化（巡游）和非杂化（局域）的区域。

4.3.2 标度行为与物理图像

图4.3展示了两个模型中各个能标随着重整化因子 𝑍 的变化情况，结果表明

在一个很宽的范围内有 𝜔∗ ∝ 𝜔m ∝ Δind ∝ 𝑍 以及 Ω ∝ Δdir ∝ 𝑍1/2。这将 𝜔∗, Ω 与

Δind, Δdir 联系起来并且意味着它们具有相似的物理。不同于难以测量的 𝜔∗ 和 Ω，

间接和直接带隙在实验中可以直接测量并具有明确的物理意义。周期性Anderson

模型中，它们的比例关系可以直接从格林函数，𝐺k(𝜔) = [𝜔 − Σ(𝜔) − 𝑉 2

𝜔−𝜖k+𝑖𝜂 ]
−1

中得到。作最低阶近似 ReΣ(𝜔) ≈ (1 − 𝑍−1)𝜔，奇点从 𝑍−1𝜔 − 𝑉 2

𝜔−𝜖k
= 0 确定。直

接带隙由 𝜖k 处的两个奇点的能量差决定，可以得到 Δdir = 𝑍1/2𝑉 ，而间接带隙

由在 𝜖k = ±𝐷 处的能量差决定，有 Δind = 𝑍𝑉 2/𝐷。杂化带偏离导带可以通过选

择一个小的偏移量 𝛿 = (𝜔 − 𝜖k)/𝜖k ≈ 𝑍𝑉 2/𝜔2 确定，可以得到 Ω ≈ 𝑍1/2𝑉 /𝛿2，相

应的在这个 𝑓 电子的谱权重也在 𝑍𝛿 这个量级。这些能标在 𝑉 = 0 的时候消失，

它们的存在反映了格点上的 𝑓 电子由于与导带电子耦合而引起的退局域。Ω 标

志着主要的非局域的 𝑓 电子区域，而 𝜔∗ 进一步表明了长程相干的建立。

类似的分析可以帮助理解 Hubbard 模型中的 𝜔∗ 和 Ω。图4.4展示了 Hubbard

模型的谱函数 𝐴k(𝜔) = −𝜋−1Im[𝜔 − 𝜖k − Σ(𝜔)]−1。𝜔∗ 标志了 Laudau 准粒子的边

界，在 𝜔∗ 之上色散上表现出一个不同的重整化因子；Ω 区分了低能多体态和高

能非相干态，在 Ω 之上 𝑓 电子表现为局域态。𝜔∗ 和 Ω 都是 ReΣ′(𝜔) 中特别的瀑

布结构的表现，如图4.2(a) 所示，在 Ω 处有一个最大值而降低到 𝜔∗ 处达到一个

69



强关联系统中两阶段过程的数值研究

图 4.3不同的能标与重整化因子𝑍之间的关系。(a)为Hubbard模型。(b)为周期性Anderson
模型。在周期性 Anderson模型中，𝑉 2 = 0.4。

Figure 4.3 The scaling relation between different energy scales and the renormalization factor
𝑍. (a) for the HM and (b) the PAM with different 𝑈 . For the PAM, 𝑉 2 = 0.4.

平台，并最终达到在 𝜔∗ 和 𝜔m 之下的谷底。有趣的是，Ω 粗略地落在色散上的

瀑布结构中，连接了准粒子的 Hubbard带 [135,136]。这提出一个关于两者之间关系

的问题。我们注意到，这个瀑布结构是随着格林函数的奇点变化而变化，这只能

发生在 𝜔 − ReΣ(𝜔) 的拐点附近。这意味着 ReΣ′′(Ω) = 0 或者 ReΣ′(Ω) 为极大值，

因此这里定义的 Ω 的确与 Hubbard 模型中的瀑布结构有关。我们得出结论，两

个能标对应着色散上的两个图像：𝜔∗ 对应着 kink，Ω 对应着瀑布结构同时反映

了低能相干区域与高能局域区域的分界。Ω ∝ 𝑍1/2 类似于其在周期性 Anderson

模型中的情况。
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图 4.4 Hubbard模型和周期性 Anderson模型的能谱强度图以及不同的能标。左侧为 Hub-
bard模型，右侧为周期性 Anderson模型。背景颜色反映 𝑓 电子的普权重 𝐴k(𝜔)。图中
蓝色虚线在 Hubbard模型图中为 𝑍𝜖k，而在周期性 Anderson模型图中为 𝜖k。参数与
图4.2相同。

Figure 4.4 The intensity plots of the resolved spectral functions for the HM (left panel) and the
PAM (right panel) with the lines locating different energy scales. The background colors
reflect the 𝑓 electron spectral weight 𝐴k(𝜔). For the HM, the blue dashed lines shows the
renormalized dispersion 𝑍𝜖k and for the PAM it denotes 𝜖k.

进一步考虑到周期性 Anderson 模型中的 Δind 与自旋屏蔽有关，𝜔∗ ∝ Δind ∝

𝑇𝐾，其中 𝑇𝐾 为晶格近藤温度 [95,137]，那么 𝜔∗ 可能具有类似的物理意义。可以

从局域磁化率来看自旋屏蔽的效果，其定义如下：

𝜒𝑠(𝜔) = ⟨⟨𝑆𝑧
𝑖 ; 𝑆𝑧

𝑖 ⟩⟩𝜔, (4.5)

其中 𝑆𝑧
𝑖 = 1

2(𝑛𝑖↑ − 𝑛𝑖↓) [138]。图4.5展示了 Hubbard 模型与周期性 Anderson 模型的

局域自旋磁化率的虚部，参数与图4.2中一致。它们都在 𝜔𝑠 处有一个极大值，插

图中可以看到 𝜔𝑠 与 𝑍 满足线性关系与 𝜔∗ 和 Δind 一致。事实上，在两个模型中

都有这样的线性关系。在 𝜔𝑠 以下，局域自旋磁化率由于自旋屏蔽而被抑制，这

自然地将 kink 与文献 [126] 中所提出的等效的自旋屏蔽能标项联系起来。需要注

意的是，𝜔∗ 和 Ω 能标都是晶格模型的性质，在通常的单杂质模型中只存在单杂

质的 Kondo 能标。这意味着晶格效应是区分 𝜔∗ 和 Ω 的根本原因，尽管动力学平

均场并不包含精确的空间关联。
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图 4.5局域自旋磁化率的虚部。对于 Hubbard模型与周期性 Anderson模型，在 𝜔𝑠 处都出
现一个极大值。参数与图4.2一致。插图反映了 𝜔𝑠 对于不同的 𝑈 随着 𝑍 的变化情况。

Figure 4.5 The imaginary part of the local spin susceptibility s shows a maximum at 𝜔𝑠 for
both HM and PAM. The parameters are the same as in Fig. 4.2. The inset shows the 𝜔𝑠
as functions of 𝑍 for varying 𝑈 with 𝑉 2 = 0.4 for the PAM.

4.3.3 相图

因此，这些能标可以分为两类，一类是低能能标 𝜔 ∝ 𝑍，另一类是高能能

标 Ω ∝ 𝑍1/2，这些能标将 𝑓 电子谱权重分成具有不同性质的几个区域。从局域

的 𝑓 电子开始，自旋屏蔽和退局域化是一个能量相关的过程，这个过程中存在

两个能标。大能标 Ω 是多体共振态最外的边界，它覆盖了所有的退局域的 𝑓 电

子的能量范围，而小能标 𝜔∗ 是具有长程关联相干的良好定义的准粒子激发的边

界。这是 Hubbard 模型与周期性 Anderson 模型的一个共同的图像，因此我们可

以建立一个相图，如图4.6所示。对 𝑍 > 0 时，𝜔∗ ∝ 𝑍 的线表明一个屏蔽的能标

并标记着一个良好形成的相干区域的上边界，而 Ω ∝ 𝑍1/2 标志着一个局域 𝑓 电

子的非相干区域的下边界。在两者之间，存在一个具有巡游性的 𝑓 电子激发的

过渡区域。随着 𝑍 减少到零，对于 Hubbard 模型系统进入 Mott 绝缘态，对于周

期性 Anderson 模型系统进入轨道选择的 Mott 绝缘态，多体相干态被抑制，所有

的 𝑓 电子表现为局域磁矩。

这两个能标展示了强关联电子系统中两个相关又不同的图像，在实验上同样

有一些可观测的结果。通过降温来查看 𝑓 电子逐渐地退局域化，这两个能标将反
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图 4.6 Hubbard模型与周期性 Anderson模型在能量—𝑍 空间的一个暂定相图，展示了关联
电子的不同区域。对于 𝑍 < 0的时候，𝑓 电子为完全局域的，在 Hubbard模型中表现
为Mott绝缘体而在周期性 Anderson模型中则为轨道选择的Mott绝缘体。

Figure 4.6 A tentative phase diagram of the HM and PAM in the energy-𝑍 space and it shows
different regions of correlated electron spectral weights. When 𝑍 cross 𝑍 = 0 from the
𝑍 > 0 side, the 𝑓 electrons become completely localized so that the HM goes into a Mott
state and the PAM goes into an orbital-selective Mott state.

映为两个温标，正如最近对 CeCoIn5 的泵浦-探测实验 [42] 中所观察到那样。对于

周期性 Anderson 模型的量子蒙特卡罗模拟计算结果也证实了一种两阶段的杂化

动力学。在 Hubbard 模型中，这两个能标也表明了两阶段的准粒子激发，一个为

良好定义的 Landau 准粒子以及一个为被抑制的巡游准粒子过渡区域 [115,116,133]。

按照这种思路，我们认为两个能标的存在和分离反映了电子相干性普遍的两阶

段发展过程，这是 Mott 系统中关联电子的本征性质。在最终建立长程相干之前，

存在一个预备阶段，在该阶段电子表现为部分退局域。

4.4 本章小结

在本章中，我们系统分析了 Hubbard 模型和周期性 Anderson 模型中的能标

对应，并揭示了 Mott 物理和 Kondo 晶格物理之间的深层联系。基于两个不同的

能标，我们建立相应的相图，低能能标为低能相干态的上边界而高能能标为非相

干态的下边界。对于 Hubbard 模型而言，它们对应于色散上的 kink 和瀑布结构。

对于周期性 Anderson 模型，它们与间接和直接杂化带隙相关。这两个能标的分
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离是晶格模型的固有属性，反映了建立晶格相干性的两阶段过程，意味着这种两

阶段过程是强关联晶格系统的普适现象。
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第 5章 Mott相变的经典对应

本章使用机器学习结合动力学平均场方法，将半满单带的 Hubbard 模型映

射到一个等效的只具有简单二体相互作用的经典模型。我们发现 Hubbard 模型

中的 Mott 相变，在等效的经典模型中对应于相互作用长度的对数发散。在动力

学平均场框架下系统存在金属和绝缘态共存的区域，这可能反映了 Mott 相变中

的两阶段过程。

5.1 研究背景

Mott 相变是强关联电子系统中的一个非常重要的现象，不同于能带绝缘体，

局域电子间很强的库仑相互作用可以使得非整数占据的系统从金属态变成绝缘

态，从而解决了早期经典能带论无法解释一些未填满的过渡金属氧化物表现出

绝缘态的问题 [1,139]，并为我们理解强关联体系中的新奇性质提供了基础。过去

几〸年，Mott 相变在理论和实验方面都被广泛的研究 [24–27,57,140–145]。

图 5.1 DMFT框架下得到的半满 Bethe晶格 Hubbard模型顺磁相图 [47]。
Figure 5.1 The paramagnetic phase diagram obtained by DMFT for half-filled Hubbardmodel

on the Bethe lattice [47].

在动力学平均场（DMFT）框架下的计算结果表明Mott相变为一阶相变，从

不同的初始态（金属、绝缘）出发，在临界端点之下系统存在金属和绝缘态共

存的区域 [24,47,57,142–148]。图5.1展示了在 DMFT 框架下得到的半满顺磁 Bethe 晶

格的 Hubbard 模型的相图，图中 𝑈𝑐1, 𝑈𝑐2 分别表示从绝缘态、金属态出发得到的
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Mott 相变的临界相互作用强度 𝑈，临界端点由黑色方框标志。𝑈𝑐1(𝑇 ), 𝑈𝑐2(𝑇 ) 之

间的区域即为金属态和绝缘态的共存区。

图 5.2 Cr或者 Ti掺杂的 V2O3 在调制温度、压强和掺杂程度下得到的相图
[149]。

Figure 5.2 The phase diagram of V2O3 doped with Cr or Ti by changing temperature, pressure
and doping level [149].

图 5.3 (a) V2−𝑥Cr𝑥O3在不同温度温度下，从不断减少以及增加压强过程中测量的电导率。在
𝑇 = 290K, 348K可以看到明显的回滞图像。(b)在温度-压强空间下的相图，阴影部分
为金属绝缘共存态 [150]。

Figure 5.3 (a) Conductivitymeasured in decreasing and increasing pressure sweeps at different
temperatures for V2−𝑥Cr𝑥O3. The hysteresis cycle is shown for 𝑇 = 290K and 𝑇 = 348K.
(b) Phase diagram of V2−𝑥Cr𝑥O3 as a function of pressure and temperature. The shaded
region shows the coexistence regime of metal and insulator states [150].

早期的实验在用 Cr 或者 Ti 掺杂的 V2O3 中实现了 Mott 相变 [149]，其相图如

图5.2所示，在低压强部分存在一个顺磁 Mott 绝缘态，并且随着压强的增加系统
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转变为金属态。在后来对 V2−𝑥Cr𝑥O3 研究中，对电导率的系统分析表明 Mott 相

变为一个一阶相变，在相图上存在共存区，如图5.3所示。在图5.3(a) 中，给定一

个温度，然后从逐渐增加和减少压强的方向测量其电导率发现存在一个明显的

回滞现象。图5.3(b) 给出了其相图，其中阴影部分表示金属和绝缘共存的区域。

进一步对电导率临界行为的分析发现，其在临界点附近的标度行为与气液相变

的一致 [150]，那么，量子的 Mott 相变系统是否能够映射到一个经典的气液相变

的系统呢？

图 5.4不同参数下的自关联时间。(a)给定温度 𝛽 = 100，自关联时间随着杂化强度 𝜆的变化
情况。(b)给定 𝜆 = 1.5，自关联时间随 𝛽 的变化情况 [151]。

Figure 5.4 The autocorrelation times for different parameters. (a) The autocorrelation time
for various hybridization strength 𝜆 and fixed 𝛽 = 100. (b) The autocorrelation time for
various 𝛽 and fixed 𝜆 = 1.5 [151].

在凝聚态物理研究中，量子到经典的映射是一个很重要的研究方法 [152–165]，

这种映射通常是将配分函数展开，然后将这一系列展开项用经典系统去描述，由

于这些展开项会非常复杂，这种映射往往会受到限制。近年来，随着机器学习的

发展 [166–172]，人们尝试利用机器学习来将量子模型映射为经典模型，并用于加速

量子蒙特卡罗方法 [151,173–175]。Huang 在他的工作中，将相互作用展开的连续时

间量子蒙特卡罗中的位形映射到一个经典模型 [151]，然后给出这个模型的能量表

示形式，其中最主要的为一个势函数，通过将量子位形的权重 𝜔(𝒞) 与经典模型

的能量 𝐸eff (𝒞) 相对应，可以拟合出这个势函数的具体形式。对于这个等效的经

典模型可以使用一些高效的经典蒙特卡罗方法来计算，比如 configurational-bias
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Monte Carlo（CBMC）[176] 方法，在这种方法下可以得到新接收概率：𝑝(𝒞 → 𝒞′) =

min {1, 𝑒−𝐸eff (𝒞)

𝑒−𝐸eff (𝒞′)
𝜔(𝒞′)
𝜔(𝒞) }，通过这种方式可以提高抽样效率，减少位形之间的自关

联。如图5.4所示，可以看到通过这个方式得到的位形之间的自关联时间大大的

减少，尤其是在杂化强度大温度低（𝛽 较大）的区域。自关联时间减少意味着我

们可以得到更多的相互独立的样本从而可以减少统计不确定性。而从物理的角

度来看，我们相信在这种映射下，原来量子系统的行为，如 Mott 相变，也会相

应地在经典系统中反应出来，而这个经典系统中相互作用的形式或许可以帮助

我们更深的理解其物理图像。

5.2 模型与方法

我们讨论单带半满情况下的 Hubbard 模型：

𝐻 = −𝑡 ∑
⟨𝑖𝑗⟩𝜎

(𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + h.c.) + 𝑈 ∑

𝑖
(𝑛𝑖↑ − 1

2) (𝑛𝑖↓ − 1
2) , (5.1)

其中 𝑡 为最近邻格点的跃迁系数，𝑈 为在位的电子间的库仑相互作用强度。考虑

Bethe lattice，无相互作用的态密度为半圆形，𝜌0(𝜖) = 1
2𝜋𝑡

√4𝑡2 − 𝜖2。其中 𝑡 = 1.0

作为能量单位，同时为了简单起见，我们只考虑顺磁的情况。图5.5为我们计算

得到的相图，𝑈𝑐2 为从金属态开始算得到的临界 𝑈，𝑈𝑐1 为从绝缘态开始算得到

的临界 𝑈，在低温区域，随着 𝑈 的增加可以看到系统从金属态变为绝缘态。黑

色圆点标记临界端点，阴影区域为金属绝缘共存区。图5.5中插图为 Bethe 晶格

和 DMFT 过程的示意图。

参考第2章，我们知道对于 CT-HYB 杂质求解器，配分函数写成如下形式，

𝑍 ∝
∞

∑
𝑘,�̃�=0

∫
𝛽

0

𝑘

∏
𝑖=1

(𝑑𝜏𝑖𝑑𝜏′
𝑖 )

�̃�

∏
𝑗=1

(𝑑 ̃𝜏𝑗𝑑 ̃𝜏′
𝑗 )𝜔loc𝜔hyb, (5.2)

其中，𝜔loc = 𝑒𝑈(𝐿tot /2−𝑂tot ) 和 𝜔hyb = |det𝑀−1(Δ)| 分别对应于不同自旋的位形

（{𝒞𝑘 ∶ 𝜏1, 𝜏′
1; ⋯ ; 𝜏𝑘, 𝜏′

𝑘} 和 {𝒞�̃� ∶ ̃𝜏1, ̃𝜏′
1; ⋯ ; ̃𝜏�̃�, ̃𝜏′

�̃�}）的局域和杂化部分的权重, 𝑘 和

�̃� 分别为其展开阶数，Δ 为杂化函数。𝐿tot 为所有段的长度之和，而 𝑂tot 表示不

同自旋 flavor之间交叠部分（阴影区域）长度之和。𝑀−1(Δ) 为一个 (𝑘+�̃�)×(𝑘+�̃�)

的矩阵，其矩阵元由杂化函数和各个算符的虚时坐标决定。模型中没有自旋翻转

项，杂化部分的权重可以写成：𝜔hyb = 𝜔↑
hyb(𝒞𝑘)𝜔↓

hyb(𝒞�̃�)。
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图 5.5半满 Bethe晶格Hubbard模型的顺磁相图，𝑈𝑐2为从金属态开始算得到的临界 𝑈，𝑈𝑐1
为从绝缘态开始算得到的临界 𝑈。临界端点由黑色圆点标记，阴影区域为金属绝缘共
存区。插图为 Bethe晶格和 DMFT过程的示意图，以及典型的金属态和绝缘态态密度
形式。

Figure 5.5 The phase diagram of half-filled HM on the Bethe lattice in the paramagnetic phase.
𝑈𝑐2 is the critical U from the metallic side and 𝑈𝑐1 from the insulating side. The black
solid circle marks the critical end point(CEP) and the shadow region indicates the coexist
of insulator and metal solutions. The insert shows a sketch picture of a DMFT procedure
which maps a lattice model into an impurity one and then it is solved self consistently.

观察可以发现局域部分的权重 𝜔loc 是由段的长度来表示，其对数形式与各

个点的坐标为一个线性关系，也就具有了一个经典形式，所以我们主要关注杂

化部分的权重 𝜔hyb。由于考虑顺磁态，两自旋 flavor 具有相同的分布函数，于是

我们可以只考虑一个自旋方向的计算，然后将它们通过 𝜔loc 联系起来。类似于

Huang [151] 的做法，我们可以将量子的位形映射到一个经典系统，如图5.6所示，

其中我们把虚时间 𝜏𝑖 (𝜏′
𝑖 ) 上的一个产生（消灭）算符映射成经典模型中的一个带

电荷 𝑞𝑖 = + (−) 的粒子，这些粒子的坐标为：𝑥+
𝑖 = 𝜏𝑖/𝛽, 𝑥−

𝑖 = 𝜏′
𝑖 /𝛽, �̃�+

𝑖 = ̃𝜏𝑖/𝛽 以及

�̃�−
𝑖 = ̃𝜏′

𝑖 /𝛽，其中 𝛽 为系统温度的倒数。

接下来就是用一个经典模型来重现各个位形的权重，也就是说使得其经典

能量与各个位形权重的对数相等。考虑最简单的能量形式:

𝐸eff (𝒞𝑘) = −1
2 ∑′

𝑖,𝑞𝑖;𝑗,𝑞𝑗
𝑉𝑞𝑖𝑞𝑗 (𝑥𝑞𝑗

𝑗 − 𝑥𝑞𝑖
𝑖 ) + 𝜇eff 𝑘 + 𝐸0, (5.3)

其中 𝑉𝑞𝑖𝑞𝑗 (𝑥𝑞𝑗
𝑗 − 𝑥𝑞𝑖

𝑖 ) 是经典模型中的两体势，它为不同粒子的电荷与坐标的函数，

𝐸0 为一个背景常数, 𝜇eff 为经典模型的等效化学式，∑′ 表示避免所有的自相互
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图 5.6 CT-HYB位形到经典系统的映射。虚时间 𝜏𝑖 (𝜏′
𝑖 )上的一个产生（消灭）算符映射成经典

模型中的一个带电荷 𝑞𝑖 = + (−)的粒子，它们的坐标为：𝑥+
𝑖 = 𝜏𝑖/𝛽, 𝑥−

𝑖 = 𝜏′
𝑖 /𝛽, �̃�+

𝑖 = ̃𝜏𝑖/𝛽
以及 �̃�−

𝑖 = ̃𝜏′
𝑖 /𝛽。最下方为一个双原子模型示意图。

Figure 5.6 Map the CT-HYB configuration to the classical system. In the classic model, the
circles at 𝑥+

𝑖 = 𝜏𝑖/𝛽, 𝑥−
𝑖 = 𝜏′

𝑖 /𝛽, �̃�+
𝑖 = ̃𝜏𝑖/𝛽 and �̃�−

𝑖 = ̃𝜏′
𝑖 /𝛽 represent charged particles. The

sketch diagram of a diatomic model shows at the bottom.

作用。

为了得到势函数的具体形式，我们对其做 Legendre 展开：

𝑉𝑞𝑖𝑞𝑗 (𝑥) = ∑
𝑙=0

𝑉 𝑙
𝑞𝑖𝑞𝑗 𝑃𝑙(2𝑥 − 1), (5.4)

其中 0 ≤ 𝑥 ≤ 1，𝑃𝑙(𝑥) 为第 𝑙 阶 Legendre 多项式，在实际的计算中往往需要做

截断。这样这个经典模型可以完全由 𝑉 𝑙
𝑞𝑖𝑞𝑗 以及 𝜇eff 来确定，为了确定这些参数，

我们可以利用大量的位形样本进行线性回归使得 −𝐸eff (𝒞𝑘) 与 ln 𝜔𝜎
hyb(𝒞𝑘) 近似相

等。

对于每一组参数，首先进行一个常规的 DMFT 计算，利用最后收敛后的结

果再进行一次额外的计算，用于输出相应的采样位形以及相应的权重。我们采样

了 𝑁0 = 250000 个样本，然后利用一个回归过程来最小化 ‖X𝜔 − 𝑦‖2
2 + 𝛼 ‖𝜔‖2

2,

其中 𝛼 设置为 0.001，𝜔 = (𝜔1, … , 𝜔𝑝)𝑇 为相应的拟合系数，在这个计算中，𝜔 =

(𝜔1, … , 𝜔𝑝)𝑇 = (𝑉 0
++, 𝑉 0

+−, 𝑉 0
−+, 𝑉 0

−− … , 𝑉 𝑙𝑚−1
++ , 𝑉 𝑙𝑚−1

+− , 𝑉 𝑙𝑚−1
−+ , 𝑉 𝑙𝑚−1

−− )𝑇 ，即为由各阶
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展开系数组成的向量，𝑙𝑚 = 30 为高阶截断参数。𝑋 为一个由位形决定的矩阵，

其大小为 𝑁0 × (4𝑙𝑚 + 2)。𝑦 为目标值，即由 ln 𝜔𝜎
hyb(𝒞𝑘) 组成的向量。

5.3 计算结果

5.3.1 经典映射的测试

针对一组特定的参数 𝑈 = 3，𝛽 = 30，我们检查其拟合情况，结果如图5.7所

示。图5.7(a)、(b) 我们比较了经典模型的能量与量子位形的权重，发现两者符合

图 5.7 CT-HYB位形的经典模型的建立。（a）测试样本的权重的对数与拟合的权重对数间的
比较。（b）比较杂化部分的权重的对数与经典模型的能量 −𝐸eff。（c）经典模型中的两
体相互作用的 Legendre展开系数 𝑉 𝑙

𝑞𝑖𝑞𝑗
。（d）经典模型中的两体相互作用 𝑉𝑞𝑖𝑞𝑗

(𝑥)随距
离 𝑥的变化情况。相应的参数为 𝑈 = 3, 𝛽 = 30。

Figure 5.7 Construction of the classical model for CT-HYB configurations. (a) Comparison
between the log-weight and the regression results of choosing test samples. (b) Compar-
ison between the log-weight and the effective classical energy, −𝐸eff . (c) The Legendre
coefficients 𝑉 𝑙

𝑞𝑖𝑞𝑗
of the two-body interactions. (d) 𝑉𝑞𝑖𝑞𝑗

(𝑥) as functions of the distance 𝑥.
The parameters are 𝑈 = 3 and 𝛽 = 30.

得很好，说明我们的等效经典模型是有效的。图5.7(c) 为 Legendre 系数 𝑉 𝑙
𝑞𝑖𝑞𝑗，它

们在 𝑙 较大的时候很快地收敛，表明我们所取得高阶截断是合理的。图5.7(d) 展

示了相应的两体势函数，可以发现其具有一些对称性。由于这个经典模型是在一

个单位圆上，我们可以看到 𝑉 (𝑥) = 𝑉 (1 − 𝑥)，关于 𝑥 = 1/2 对称；考虑插入一个
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图 5.8 (a)对于不同参数 𝑈 和 𝛽，等效相互作用势函数形式的拟合。(b)经典模型中的拟合参
数 𝑉0，𝜉在给定 𝛽 = 10, 20, 30情况下的变化情况，(▷)表示逐渐增加 𝑈 的情况，(◁)表
示逐渐减少 𝑈 的情况。

Figure 5.8 (a) Exponential fit of the effective potential for various parameters. (b) The fitting
results of 𝑉0 and 𝜉 with gradually increasing (▷) or decreasing (◁) 𝑈 .

长度为 0的段，将不改变位形的权重，对应到经典模型中也就是在同一个位置插

入一对带电相反的粒子不会改变体系的能量，它们与另外一个粒子之间的能量

贡献能够抵消，这就意味着 𝑉++ = 𝑉−− = −𝑉−+ = −𝑉+− = −𝑞𝑖𝑞𝑗𝑉 (𝑥)。

5.3.2 势函数的拟合以及拟合参数的行为

势函数 𝑉 (𝑥) 的形式是这个经典系统最重要的信息，我们发现无论是在金属

态还是在绝缘态，它可以用一个指数函数:

𝑉 (𝑥) = 𝑉0𝑒− min{𝑥,1−𝑥}/𝜉 + 𝑉1, (5.5)

来拟合，其中 𝑉0 和 𝑉1 都是常数，𝜉 反应了两体相互作用的等效作用范围。其拟

合结果如图5.8(a) 所示，由于我们所处理的是与单杂质模型自洽耦合的浴，这样

的一个指数的衰减意味着系统晶格的作用导致了一个由有限特征长度 𝜉 所决定

的局域的屏蔽作用。

这个指数形式的相互作用势可以进一步的化简，由于在所有位形中，带电的

粒子总是成对出现，整体的效果是给能量加上一个 −𝑉1𝑘 项，可以吸收到 𝜇eff 中
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去，重新定义 (𝜇eff − 𝑉1) → 𝜇eff。同时，考虑插入 N 个长度为 0 的段，总能量的

变化应该为 0，这就意味着 𝛿𝐸𝑒𝑓𝑓 = −𝑉0𝑁 + 𝜇eff 𝑁 = 0，这需要 𝜇eff = 𝑉0，与计

算结果近似吻合。也就是说在这个等效模型中，只需要两个参数，系统的总能量

可以近似写成:

𝐸eff (𝒞𝑘) − 𝐸0 = 𝑉0
2 ∑

𝑖,𝑞𝑖; 𝑗,𝑞𝑗

𝑞𝑖𝑞𝑗𝑒−𝛿𝑞𝑗 𝑞𝑖 /𝜉 , (5.6)

其中，𝛿𝑞𝑗𝑞𝑖 = min{|𝑥𝑞𝑗
𝑗 − 𝑥𝑞𝑖

𝑖 |, 1 − |𝑥𝑞𝑗
𝑗 − 𝑥𝑞𝑖

𝑖 |} 表示两个粒子之间的距离。于是，对

于不同参数 𝑈，𝛽 下的 Hubbard 模型，Mott 相变的信息可以反映到这两个参数

𝑉0, 𝜉 上。图5.8(b) 展示了它们在不同的温度 (𝑇 = 1/𝛽)，𝛽 = 10, 20, 50 的情况下

随着 𝑈 的变化情况。其中的结果分别是在相同的 𝛽，从 𝑈 = 0（金属）开始，逐

渐增加 𝑈（Increasing 𝑈）和从 𝑈 = 8 开始（绝缘）逐渐减小 𝑈（decreasing 𝑈）

计算得到，对于每一个 𝑈 都将前一个 𝑈 最终收敛的结果作为新的计算的初始输

入。我们可以看到在 𝛽 = 50 的时候，拟合参数有一个明显的跳跃以及回滞现象，

这个回滞区域即为金属和绝缘的共存区域。而在 𝛽 = 10 的时候，也就是在 Mott

临界端点之上，参数的突变变成了一个光滑的过渡。

图5.9(a) 展示了 𝑉0 随着参数 𝑈，𝛽 的变化情况，可以看到在发生相变的时候

其发生变化，而在不同的相中只是微小改变。在低温发生 Mott 相变的时候，𝑉0

有一个快速的突变，而在高温的时候，表现为一个光滑的过渡，图中箭头方向表

明在 DMFT 计算过程中增加 𝑈（红色虚线）和减少 𝑈（蓝色实线）的计算结果，

黑色点线标志着金属绝缘共存的回滞区域。图5.9(b) 展示了粒子数 ⟨𝑘⟩ 随着参数

的变化情况。在随着 𝛽 变化的时候，其斜率在发生 Mott 相变时发生改变，绝缘

态的斜率比金属态的斜率更小。图5.9(b) 插图表明粒子密度 ⟨𝑘⟩/𝛽 与双占据 ⟨𝐷⟩

在临界点附近近似的线性关系，由于 ⟨𝑘⟩ 与系统的动能有关，⟨𝐷⟩ 与系统的势能

有关，这意味着在 Mott 相变的时候，系统的动能和势能存在一定的关系。因此，

我们可以看到 ⟨𝑘⟩ 的变化包含了关于 Mott 相变的一些信息。

图5.10(a) 展示了在 𝛽 = 50 的时候在增加和减少 U 情况下的参数流。𝑉0 在绝

缘和金属态都变化很小直到 Mott 相变发生，而 𝜉 变化很大，可以认为 𝜉 为相变

发生的主要的驱动作用。由于 𝜉 反映了经典模型中的两体相互作用的有效长度

(effective range)，这个相变是被两个粒子的散射长度所控制的。我们发现，𝜉 关

于临界的 𝑈 有对数的依赖关系，𝜉 ∼ ±|1 − 𝑈/𝑈𝑐|，这就意味着这个等效的相互作

用在靠近 Mott 转变的时候会变成一个短程或者长程的作用。从金属态出发，当
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𝑈 → 𝑈𝑐2，这个相互作用变得局域，粒子逐渐变成自由粒子，最终成为“气态”；而

从绝缘态出发，当 𝑈 → 𝑈𝑐1，𝜉 慢慢变得发散，粒子间的关联越来越强直到最终

成为“液态”；因此，从这个角度来看Mott金属绝缘相变可以对应到一个经典的液

气相变。在从金属绝缘的转变过程中，可能类似于气液相变中的成核长大过程，

在金属（绝缘）相的边缘由于局部涨落出现了部分局域（退局域）化，从而进入

共存区域，并最终转变到绝缘（金属）相，这意味着 Mott 相变中也存在着两阶
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图 5.9 (a)不同参数下的 𝑉0 的变化情况。在低温发生Mott相变的时候，𝑉0 有一个快速的突
变，而在高温的时候，表现为一个光滑的过渡。箭头方向表明在 DMFT计算过程中增
加 𝑈（红色虚线）和减少 𝑈（蓝色实线）的计算结果。黑色点线标志着一阶相变的回
滞区域。(b)在增加 𝑈 的计算中，不同 𝑈 下，粒子对个数 ⟨𝑘⟩随着 𝛽 的变化情况，在
发生Mott相变的时候，斜率出现了变化。插图比较了粒子对密度与双占据数。

Figure 5.9 (a) Variations of 𝑉0 for different parameters, showing a rapid change across the
Mott transition and slight change in other regimes. The arrows show the direction of
decreasing (solid line) or increasing (dashed line) 𝑈 during the calculation. The dotted
lines indicate the hysteresis region of the first-order transition. (b) The pair number, ⟨𝑘⟩,
as a function of the inverse temperature 𝛽 for different values of 𝑈 . The pair density,
d⟨𝑘⟩/d𝛽, changes across the Mott transition.
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图 5.10 (a)在 𝑉0 − 𝜉空间中，在 𝛽 = 50的情况下，随着 𝑈 变化的参数流。(b)从不同的方向
靠近临界点时，有效作用长度 𝜉 的对数拟合情况。

Figure 5.10 (a) The parameter flow on the 𝑉0 − 𝜉 space at 𝛽 = 50. Circles for increasing and
squares for decreasing 𝑈 (b) Logarithmic fit (solid lines) of the effective length, 𝜉, from
the metal and insulator side for 𝛽 = 50.

段过程。

这个经典的对应在一定程度上提供了一种新的观点来看待 Mott 物理的自旋

和电荷动力学。当我们将原来的 𝜔loc 加入能量的计算，在 𝑈 很大的情况，所有

的段将覆盖整个圆来减少重复的区域和库仑作用带来的能量，因此每一个带电

粒子将紧挨着另一个自旋 flavor 上带有相反电荷的粒子。这样将两个自旋方向对

应的圆可以合并成一个，对应的经典模型变成一个双原子气体，如图5.6所示，电

荷和自旋的涨落对应着这个模型中的相对运动和集体运动的模式。

5.4 本章小结

在本章中，我们在 DMFT(CT-HYB) 的框架下建立了半满 Hubbard 模型中的

Mott 相变与一个等效经典模型的对应。这个经典模型可以看作是一种具有指数

形式的两体相互作用的经典系统，而 Mott 相变可以对应于这个经典系统中由有
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效相互作用长度 𝜉 所驱动的气液相变，在相变点附近，𝜉 表现出对数的发散行为。

需要注意的是这个工作中的对应是在 DMFT 框架下得到的，对于一些其他的精

确处理晶格模型方法来说，类似的两体相互作用形式是否适用还需要更多的研

究。在 DMFT 框架下存在一个金属绝缘的共存区域，这个区域可能反映了 Mott

相变中的两阶段过程，类似于气液相变中的成核长大过程，在共存区中经历了部

分局域（退局域）过程。
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第 6章 总结与展望

本论文利用了强关联领域数值计算方法，如行列式蒙特卡罗、动力学平均场

等等，对周期性 Anderson 模型中的杂化涨落以及 Hubbard 模型中 Mott 转变的经

典对应进行了研究，给出了一些新的观点。

论文第一章为引言，主要介绍了强关联电子系统的一些基本概念和主要研

究的基本模型，以及重费米子物理的基础和两阶段杂化图像的提出。

第二章主要介绍了强关联领域的数值计算方法，包括求解晶格模型的行列

式蒙特卡罗方法（DQMC），以及利用将晶格模型映射到单杂质模型然后自洽求

解的动力学平均场方法（DMFT）。以数值重整化群（NRG）和杂化展开连续时

间蒙特卡罗方法（CT-HYB）说明 DMFT 中的核心：杂质求解器。

在第三章中，我们利用 DQMC方法研究了周期性 Anderson模型中的杂化涨

落，通过计算和分析杂化关联函数发现，在不同的参数区间杂化关联函数有四种

不同的特征，并以此可以得到一个相应相图。在这个相图上，我们发现在非杂化

的 Mott 区域和完全杂化的 Kondo 绝缘体区之间存在一个过渡区域，在这个过渡

区域内具有低能杂化涨落和能带弯曲现象，这证实了最近的 ARPES 和超快激光

泵浦-探测实验提出的两阶段杂化图像。

在第四章中，通过DMFT(NRG)研究了半满周期性Anderson模型和Hubbard

模型中的能标对应，揭示了 Mott 物理与 Kondo 晶格物理之间的联系。基于两个

不同的能标建立了相关的相图，低能能标（kink）为低能相干态的上边界而高能

能标（Ω）为非相干态的下边界。表明强关联晶格系统中存在一个普适的两阶段

过程，从完全局域态出发，经历一个部分退局域化的过渡态，最终形成长程相干

态。

在第五章中，我们通过强关联计算方法与机器学习相结合，给出了 Hubbard

模型中的 Mott 转变的一种经典对应。在 DMFT 的框架下，利用 CT-HYB 作为杂

质求解器，这个对应的经典系统具有指数形式的两体相互作用。Mott 相变可以

对应于这个经典系统中由有效相互作用长度 𝜉 所驱动的气液相变，在临界点附

近 𝜉 具有对数发散行为。金属绝缘的共存区域可能反映了 Mott 相变中的两阶段

过程。
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在强关联电子系统中，存在各种不同的计算方法，它们各自具有不同的优势

和劣势，主要应用于计算系统不同的物理。今后可以从两个方向出发，一个是学

习和发展新的计算方法，比如在 DMFT 中考虑空间关联、零温或极低温的高效

的 QMC 方法等等，可以展开更精细可靠的计算；另一个是考虑定义一些新的物

理量的计算，通过这些物理量来分析和说明系统的新奇物理性质，从新的角度去

认识系统中的物理。
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