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摘 要

摘 要

强关联电子体系往往是包含有局域轨道的 d 电子以及 f 电子的单质或者化

合物。在这样的体系中，由于多个自由度的耦合，比如多轨道自由度、相对论效

应导致的自旋-轨道耦合、晶体场效应等等，往往会使该体系表现出复杂多样的

奇异性质。最常见的有庞磁阻效应、重费米子现象以及非常规超导电性等等。这

些新奇量子态中的诸多性质如重费米子材料中的局域巡游二重性、非常规超导

体的电子配对机理等都没有研究的很清楚。一方面，由于该体系中的电子与电子

之间库仑相互作用很大，往往可以和电子的动能相比拟，因此理论上传统的微扰

论遇到了很大的挑战。另一方面，在数值计算上要考虑多轨道、库仑相互作用与

温度效应。不仅传统的能带论面临严峻的问题，而且一些强关联数值计算方法本

身由于计算量的原因也存在诸多限制。

在 20世纪末，动力学平均场方法发展起来了。相比传统能带论中的单电子

近似，动力学平均场考虑进了轨道自由度并可以处理多体态。因而，它在 Mott

金属-绝缘转变问题中首先取得了成功。但是早期的动力学平均场方法基本都仅

局限在理论模型的研究中。如果要将该方法应用于丰富的具体材料中，最直接的

想法就是将第一性原理计算的密度泛函理论与动力学平均场理论相结合。本论

文就是介绍密度泛函理论与动力学平均场方法结合的相关理论，以及将该方法

应用到实际的强关联电子材料计算中去，从而探索其物理性质。

在本论文中，我们研究了几个典型的强关联材料。第一个是Mn基非常规超

导体 MnP。由于该体系存在非共线磁有序，且超导出现在高压非共线磁性序的

边缘。因此，非共线磁涨落可能与超导配对对称性有关。我们研究了该体系的磁

性基态以及压力下的磁转变，发现了与实验一致的磁转变区间，并用磁相互作用

随结构的变化统一解释了磁相变的机理。我们同时研究了该材料的电子结构与

输运性质，发现了准一维与准三维的两种类型费米面，并将其与光电导测量的不

同寿命的载流子对应。长寿命的载流子与准三维的费米面对应，贡献体系的输运

性质。短寿命的载流子与准一维的费米面对应，贡献体系的磁性质。这种类似两

流体的行为就为超导的电子配对提供了理论基础。第二我们研究了重费米子自

旋三重态配对超导材料 UTe2。我们通过磁性计算发现该体系是一个由磁相互作
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用耦合出来的两腿的梯子形体系。并从电子结构的计算中发现了该体系中存在

准二维的费米面。准二维的费米面形成可能与梯子形的结构有关。最后，我们从

该材料的对称性分析了超导能隙结构为点节点而且认为该体系是一个拓扑平庸

的超导体。

关键词：强关联电子体系，重费米子，非常规超导体，密度泛函理论，动力学平

均场
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Abstract

Abstract

Strongly correlated electronic systems are often element or compounds consist-

ing of d or f-local orbital electrons. In such a system, due to the coupling of multiple

degrees of freedom, such as degrees of multi-orbitals, spin-orbit coupling caused by

relativistic effects, crystal field effects, etc., the system often exhibit many complex and

novel properties. The most common examples are the colossal magnetoresistance ef-

fect, the heavy fermion phenomenon and unconventional superconductivity. Many of

these novel quantum states, such as the local-itinerant duality in heavy fermion mate-

rials and the pairing mechanism of electrons in unconventional superconductors, have

not been well studied. On the one hand, due to the large Coulomb interaction between

electrons, often compared with the kinetic energy, the traditional perturbation theory in

theoretical approach has encountered great challenges. On the other hand, we should

consider the multi-orbitals, Coulomb interaction and temperature effects in numerical

calculations. Not only the conventional energy band theory facing severe problems, but

also most of strongly correlated numerical calculation methods themselves have many

limitations due to the large amount of calculation.

At the end of the 20th century, the dynamical mean field theory began to develop.

Compared with the single electron approximation in the traditional energy band theory,

the dynamical mean field theory takes into account the orbital degree of freedom and

can handle many body states. Thus, it was the first to succeeded inMott metal-insulation

transition. However, the early study of dynamical mean field theory was limited to few

theoretical models. If the method is to be applied to a rich set of specific materials, the

most straightforward idea is to combine the density functional theory of first-principles

calculations with the dynamical mean field theory. This thesis introduces the related

theory of density functional theory and dynamical mean field method, and applies it to

the actual material calculations of strongly correlated electronic systems to explore its

physical properties.

In this thesis, we have studied several typical strongly correlated materials. The
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first one is the Mn-based unconventional superconductor MnP, because of the non-

collinear magnetic order of this system and the superconductivity emerging at the edge

of non-collinear magnetic order at high pressure. Therefore, the non-collinear magnetic

fluctuation may relate to the superconducting pairing symmetry. We studied the mag-

netic ground state of the system and the magnetic transition under pressure. We found

the magnetic transition consistent with the experiment and explained the mechanism

of magnetic phase transition by magnetic interaction with the change of crystal struc-

ture. We also studied the electronic structure and transport properties of this material

and found two types of Fermi surfaces with quasi-one and quasi-three dimensionality,

corresponding to carriers with very different lifetime measured by optical conductiv-

ity, respectively. The long lifetime carriers correspond to the quasi-three dimensional

Fermi surface, contributing to the transport properties and the short lifetime carriers cor-

respond to the quasi-one dimensional Fermi surface, contributing to the magnetic prop-

erties. The two-fluid like behavior provides a theoretical basis for the superconducting

pairing. Secondly, we studied the heavy fermion spin triplet superconducting material

UTe2. Through magnetic calculation, we found that the system is a two-leg ladder sys-

tem coupled by magnetic interaction. From the calculation from electronic structure,

it is found that there are two quasi-two dimensional Fermi surfaces in the system. The

formation of quasi-two dimensional Fermi surfaces may be related to the structure of

ladder type. Finally, we analyze the superconducting energy gap nodal structure as point

nodes from the symmetry of the material and it is a topologically trivial superconductor.

Keywords: Strongly correlated system, Heavy fermion electron, Unconventional su-

perconductor, Density functional theory, Dynamical mean field theory
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第 1章 引言

第 1章 引言

在本章中，我们先简要介绍强关联电子体系中的一些基本概念与模型。由于

关联效应的影响，体系将会出现非常多的奇异量子现象。这里将着重介绍了强关

联电子体系中的非常规超导现象与重费米子物理。非常规超导由于配对机制的

复杂多样，目前还没有很好的研究清楚。同时重费米子体系中的近藤物理、磁性

相互作用、局域与巡游电子间相互作用和非常规超导等问题涵盖了强关联电子

体系的大多热门与基础问题，因此一直都是大家研究的对象。最后我们将给出本

论文的结构与安排。

1.1 强关联电子体系

1.1.1 强关联电子体系概述

强关联电子体系指的就是存在很强电子关联的体系。这样的体系往往都具

有非常局域的电子轨道。强关联元素在周期表中处在过渡族金属以及镧系或者

锕系元素当中。所以强关联电子体系往往是包含 d电子以及 f电子镧系或者锕系

元素的单质或者其化合物。在这样的体系中，存在多种多样复杂的自由度以及它

们之间的相互耦合。首先就是轨道自由度，一般来说，d电子和 f电子的轨道自

由度可以达到 10和 14。其次是自旋轨道耦合效应。特别是镧系和锕系的电子往

往由于相对论效应存在很大的自旋轨道耦合，电子的轨道在自旋轨道耦合 (SOC)

下将发生劈裂 [1,2]。另外，在实际材料中，由于晶体的对称性限制，轨道将在晶

体场效应 (CFE)下发生进一步的劈裂，这就又引入一个晶体场的自由度 [3]。最为

重要的是在强关联电子体系中，电子的动能与势能之间的竞争也是一个不可或

缺方面。这在Mott金属-绝缘体转变中表现的尤为重要。在早期，根据传统的能

带理论，当电子为半填充的状态下，费米能级穿过能带，体系应该是无能隙的金

属行为。但是在很多过渡族化合物中，“半填充”能带的电子体系表现出了绝缘

体的行为。这在当时是一件让人非常疑惑的问题。后来通过对模型的研究发现，

如图1.1所示，当库仑相互作用大到一定的程度时，同一个轨道上，根据洪特规

则，上下自旋间的库仑排斥作用将使原来的能级发生劈裂，形成两个子带。而之

前认为半填充的电子恰好落在能量较低的下一个子带上且恰好填满。而上下子

1
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图 1.1 Mott绝缘体形成示意图 [5]。半满时当同一个格点上占据两个电子时，由于电子间库仑

相互作用，将会产生很高的能量阻止电子的跃迁，从而形成Mott绝缘体。

Figure 1.1 Schematic diagram of Mott insulator formation [5]. At half-filling, we can get Mott

insulator due to big Coulomb interaction between electrons to prevent the electrons mov-

ing between the sites when there are two electrons at the same site.

带间的能隙基本上就是库仑相互作用 U的量级，这样就形成了Mott绝缘体 [4,5]。

Mott的观点非常重要，比如在超导的研究中，由于很多超导的母体是Mott绝缘

体，因此很多人在解释超导现象上往往直接和Mott联系起来。

正是由于这种多自由度的耦合，强关联电子体系中的这些诸多因素将会导

致体系的物理性质发生巨大的变化，表现出复杂多样的奇异物理现象。庞磁阻效

应（CMR）[6–8]、重费米子现象 [9]、强关联材料中的拓扑性质 [10–18]、关联体系的

超晶格生长 [19–22]、非常规超导电性 [23]都是非常重要的领域。

1.1.2 研究模型

对强关联电子体系的研究，如果直接去求解成千上万个耦合电子的原初哈

密顿量是不可能做到的。除了第一性原理计算方法之外，我们往往还需要一些能

反映物理本质的简洁哈密顿量。一方面它形式上足够简单直观，便于处理；另一

方面，它又抓住了问题的物理本质，可以反应出体系中最基本几种相互作用的耦

合和竞争。在强关联领域就存在一些形式直观却又能反应出物理的一些哈密顿

量，下面我们将简要介绍几个我们工作中常用的模型哈密顿量。

• Single Impurity Anderson Model

单杂质安德森模型描述的是将单个磁性离子放在一个导带衬底上的模型，最

早在稀磁合金中有重要的应用。当时人们发现，将稀疏的具有磁性的离子放在一

个无磁性的导带衬底上时，有些体系的局域磁性依然保留，但是还有一些体系的

局域磁性消失了。单杂质安德森模型就可以很好的描述这样的过程，它的哈密顿

2
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量将写成如下的形式：

𝐻 = ∑
𝑖𝑗𝜎

𝑡𝑖𝑗𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + ∑

𝑖𝑗𝜎
(𝑉𝑖𝜎𝑐†

𝑖𝜎𝑑𝜎 + 𝑉 ∗
𝑖 𝑑†

𝜎𝑐𝑖𝜎) + 𝜖𝑑 ∑𝜎
𝑑†

𝜎𝑑𝜎 + 𝑈𝑛𝑑
↑𝑛𝑑

↓ , (1.1)

第一项为导带电子的动能项，只是有关局域电子的算符缺少格点指标的依赖，仅

为单个杂质。因此第二、三项依然是导带电子与杂质电子的杂化项，第四项为杂

质的在位能量，最有一项为杂质格点上电子的库仑排斥。单杂质安德森最早被用

在量子点领域，但是后来做为动力学平均场 (DMFT)映射的一部分就变得更加重

要。

• Hubbard Model

Hubbard模型是强关联物理里面使用最早且形式最为简洁的晶格模型之一。

在磁性、铜氧化物超导等方面都有着大量的应用。但是对于这样一个模型，直

到现在并不是里面包含的所有重要物理都很清楚。下面我们将简要介绍 Hubbard

模型。

我们将电子的动能和势能写在二次量子化的形式下，引入算符：

𝑐†
𝑗𝜎 = ∫ 𝑑3𝑥𝜓†

𝜎 (𝑥)𝜙(𝑥 − 𝑅𝑗), (1.2)

这样多电子体系的哈密顿量就可以写成下面的形式：

𝐻 = ∑
𝑖,𝑗

⟨𝑖|𝐻0|𝑗⟩𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + 1

2 ∑
𝑙𝑚𝑛𝑝

⟨𝑙𝑚|𝑉 |𝑝𝑛⟩𝑐†
𝑙𝜎𝑐†

𝑚𝜎′𝑐𝑛𝜎′𝑐𝑝𝜎 . (1.3)

其中 H0是原哈密顿量的动能部分，V是原哈密顿量的势能部分。一般而言，如

图1.2所示，局域电子的轨道都比较局域，波函数的展宽是比较小的，也就是说

波函数随空间的衰减非常的快。这样的话，我们很多时候只要考虑到最近邻的情

况就足够了，在这样的情况下，上式中的第一项矩阵元就可以简化成：

⟨𝑖|𝐻0|𝑗⟩ = −𝑡, (1.4)

其中 i，j为最近邻。对于第二项两粒子相互作用项而言，同样由于局域轨道

的局域性，我们可以认为，只有当 𝑙 = 𝑚 = 𝑝 = 𝑛时，相互作用项才有较大的作

用，这样相互作用的系数矩阵：

⟨𝑙𝑚|𝑉 |𝑃 𝑁⟩ = ∫ 𝑑3𝑥𝑑3𝑥′𝜙∗
𝑙 (𝑥)𝜙𝑝(𝑥)𝜙∗

𝑚(𝑥′)𝜙𝑛(𝑥′)𝑉 (𝑥 − 𝑥′), (1.5)

3
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图 1.2 Hubbard模型介绍。当两个电子占据同一个格点时，会产生库仑排斥 U。电子的跃迁

幅度由 t给出 [24]。

Figure 1.2 The illustrating of Hubbard model. When two electrons at the same site, this gives

to a Coulomb interaction U. The amplitude of electronic hopping is t [24].

就可以简写成：

⟨𝑙𝑚|𝑉 |𝑃 𝑁⟩ = 𝑈, (1.6)

最后，我们将得到 Hubbard模型哈密顿量：

𝐻 = −𝑡 ∑
𝑖,𝑗𝜎

𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + 𝑈 ∑

𝑖
𝑛𝑖↑𝑛𝑖↓. (1.7)

通过傅里叶变换 𝑐𝑗𝜎 = 1
√𝑁

∑𝐤 𝑐𝐤𝜎𝑒𝑖𝐤⋅𝐑𝐣，我们将 Hubbard模型哈密顿量写在更常

见的动量空间：

𝐻 = ∑
𝐤

𝜖𝐤𝑐†
𝐤𝜎𝑐𝐤𝜎 + 𝑈 ∑

𝑖
𝑛𝑖↑𝑛𝑖↓. (1.8)

从物理上看，第一项代表电子的动能项，表示电子在晶格上跃迁的强度。第二项

为相互库仑势项，代表同一个轨道上不同自旋电子之间存在的库仑排斥。

• Periodic Anderson Model(PAM)

Hubbard模型并没有区分体系中不同类型的电子。但是实际的体系中，有时

候是可以明显的将哈密顿量分成两个大类的电子。一种是局域的电子，往往是 d

电子或者是 f电子。另一类就是巡游性较好的导带电子，如 s电子或者是 p电子。

而且在晶体中晶格具有周期性，在这样的情况下，周期性安德森模型也是一种广

泛使用的模型，周期性安德森模型的研究比 Hubbard模型要更为困难。周期性安

德森模型可以写成如下的形式：

𝐻 = ∑
𝑖𝑗𝜎

𝑡𝑖𝑗𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + 𝜖𝑑 ∑

𝑖𝜎
𝑛𝑑

𝑖𝜎 + 𝑈 ∑
𝑖

𝑛𝑑
𝑖↑𝑛𝑑

𝑖↓ + ∑
𝑖𝑗𝜎

(𝑉𝑖𝑗𝑐†
𝑖𝜎𝑑𝑗𝜎 + 𝑉 ∗

𝑖𝑗 𝑑†
𝑗𝜎𝑐𝑖𝜎). (1.9)
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从哈密顿量中可以看出，体系中存在两种类型的电子，分别为巡游性的 𝑐 电子，

通常也叫做导带电子。另一类电子在此哈密顿量中为 𝑑 算符表示，为局域电子。

第一项为电子的动能项，第二项为局域电子的在位能量项，第三项为相同格点占

据电子间存在的库仑排斥项，最后两项为局域电子与导带之间的杂化项。由于它

包含了局域电子与导带电子相互作用的图像，周期性安德森模型主要用在重费

米子领域的研究中。

最后我们指出，虽然三个哈密顿量最开始分别用在了不同的物理体系，但是

自动力学平均场理论发展开始，在将晶格问题映射为量子杂质模型之后，单杂质

安德森模型就成为了求解量子杂质模型的哈密顿量。这样在动力学平均场中，单

杂质模型的哈密顿量与晶格模型的哈密顿量之间就存在密切的联系。如何找到

二者的对应，就是动力学平均场的核心内容之一。

1.2 非常规超导体

1.2.1 强关联效应与超导

19世纪末，随着昂尼斯将氦气液化，在 4.2 K之下发现了汞的零电阻现象，

这就为超导的研究打开了新篇章。后来 BCS理论出现，认为超导是在电声子耦

合下产生出的一种等效的电子间吸引势，形成超导库珀对 [26]。形成库珀对后，配

对的电子就可以在导体中无阻力的运用。与超导零电阻现象同时产生的还有迈

斯纳效应。即进入超导态后，表现出完全的抗磁性。在这种传统的 BCS理论框

架下，将会给出 BCS超导转变温度 T𝐶 的上限为 40 K，称为麦克米兰极限。从

超导的发展图1.3可以看出，在超导电性被发现之后，一直过了很久的探索新材

料都没有突破麦克米兰极限。直到后来 1986年左右，Ba掺杂的 La2CuO4 标榜

的铜基超导出现时，才掀起了又一波研究高温超导的热潮。因为在铜基超导中，

超导转变温度可高达 100 K以上，远远的突破了麦克米兰极限。关于 Cu基超导

的配对机制也一直被研究，其中里面还是有些问题没有弄清楚 [27]。但是可以确

定的是 Cu基超导由于不能用传统的 BCS理论描述，因此把它称为非常规超导。

我们注意到铜基超导的母体是一个Mott绝缘体。因此它是一个强关联电子体系，

且可以很好的用 Hubbard模型或 t-J模型描述。在掺杂下发生超导转变，同时母

体的反铁磁性序逐渐消失。一般传统的观点认为库仑排斥是会抑制超导转变温

度的，但是在 Cu基超导体中却恰恰相反。由于强关联效应的复杂性，一部分理
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图 1.3各类超导体的发现与临界温度随年份的变化。铜基与铁基超导的转变温度已经高于麦

克米兰极限 [25]。

Figure 1.3 The different superconductor and its critical temperature with years. The critical

temperature of Cu- and Fe-based superconductor has broken through the MacMillan

limit [25].

论认为它的超导在掺杂的 Mott绝缘-金属转变附近，超导机理由 Mott的物理控

制。之后在此基础上又进行了很多超导的理论研究计算。

由于强关联电子体系所具有的的共性，因此超导应该也会在其他类似的过

渡族金属中找到。确实后来在 2006年左右，以 Fe为代表的 Fe基超导家族被发

现，典型的有 LaFeAsO、BaFe2As2以及 FeSe等等。铁基中也有与传统观点非常

不同的地方。一般认为磁性会破坏超导配对对称性。但是在铁基材料中，磁性可

以和超导相共存。铁基超导的配对机制到现在也是热门的研究问题。其中有很大

一部分解释还是基于自旋密度波 (SDW)。因为在铁基中的费米能附近往往存在

多个轨道。轨道间的散射会导致体系出现某些不稳定性，这些不稳定性有可能是

超导配对的原因。所以总的来看，非常规超导必定是和关联效应密切关联。要探

索更高转变温度的超导体以及弄清楚超导的机理，我们首先需要做的就是研究
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(a) (b)

图 1.4 (a)铁基超导体 LiFeAs的费米面。(b) BaFe2As2 的费米面。费米面的拓扑形状决定了

费米面间存在很强的嵌套结构 [28]。

Figure 1.4 (a) The fermi surface of LiFeAs. (b) The fermi surface of BaFe2As2. The topology

of the Fermi surfaces determine the strong nesting in these systems [28].

清楚更多的强关联问题。特别是找到一些新的材料与第一性原理的材料计算分

析结合，来探讨具体的材料性质。

1.2.2 超导、磁性与电子结构

在铜基超导和铁基超导化合物中，它们的结构基本上都是二维的层状结构。

所以它们的费米面往往显示准二维的性质，如图1.4所示。不论是 LiFeAs 还是

BaFe2As2 它们的费米面都表现出柱状的结构。特别是在铁基超导中，费米面的

结构与理解超导的配对对称性之间有着重要的关系。在铁基超导中，往往有多个

费米面，存在电子型的费米面与空穴型的费米面。它们的准二维的费米面导致由

某些 𝐐连接的区域出现很强的 nesting。这样两费米面间就会存在很强的磁关联

涨落。由于它们是一个强关联体系，在此基础上，关联效应会进一步扩大磁涨落

的影响，形成非常明显的 nesting 𝐐矢量。因此在铁基超导中，SDW被认为是超

导配对的原因。在理论上，第一性原理材料计算就为研究不同类型的超导提供了

很大的便利。这样就不仅仅是从纯的理论模型角度研究出发，还可以通过第一性

的计算结果，把重点放在费米面附近的局域轨道成分能带。在此基础上，对于简

单的体系可以构建低能有效模型，通过与材料有关的低能有效模型去进一步研

究体系的磁化率以及超导配对对称性等等。这样通过第一性原理材料计算，就可

以得到具体的费米面形式与轨道特征，为后续的工作提供了基础。

有趣的是在这些强关联非常规超导体中，不论是哪类超导体系，超导往往出

现在磁性序消失的边缘。因此从材料的磁性与电子结构的研究对超导配对对称
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性的理解也有着很大的意义。无论是铁磁的母体、反铁磁的母体以及非共线磁基

态，我们都可以在低温下磁性序的边缘观测到超导相。这就说明它们磁性与超导

必然存在某些联系，并且由于磁性的不同导致超导配对的机制也会不同。如何研

究材料的基态磁性，第一性原理计算同样是一种强有力的研究手段。

最后我们指出，尽管非常规超导已经发现了很多不同的体系，从铜基到铁

基。但是人们一直没有放弃更多超导体的寻找以及超导物理的研究。因此，后来

人们相继在 Cr基 [29]、Mn基材料中也发现了非常规超导电性 [30]。

1.3 重费米子物理

1.3.1 重费米子物理基本概念

在本节最后，我们将简要介绍一下重费米子体系。重电子体系是强关联体系

中的一个最为典型的体系，一般是包含 f电子的镧系或者锕系元素的单质或者是

化合物。在最近的几年中，人们也陆续发现了一些包含 d电子的重费米子体系的

化合物，如 LiV2O3
[31–35]以及 CaCu3Ir4O12

[36,37]。最早发现的重电子金属化合物

为 CeAl3 [38]，它的低温电阻表现为电阻平方的费米液体行为。比热 𝐶
𝑇 与 T2的关

系，表现为线性的行为。且在低温时，比热系数可以达到 1 J/mol K2，为 Cu电子

比热 1 mJ/mol K2的上千倍。在朗道费米液体的框架下，如果我们继续用准粒子

的概念，这样由于重费米中某些集体量子效应，演生出的准粒子的有效质量 𝑚∗

就正比于比热系数，因此也比自由电子质量大几个量级,这就是重电子名字的由

来。

重电子之所以特殊是因为它们的特征能量尺度都很低，因此在实验上可以

用很多手段去调控。特别是极端条件物理的很多实验方法发展出来之后，低温、

高压、磁性、掺杂都可以容易的调控重费米子体系的基态，因此重费米子成了研

究量子相变、磁性与超导的关系、电子局域巡游转变等量子调控与竞争序问题的

直接平台。重费米子的产生的机理一直都是研究的问题，直到现在它的微观机制

的具体形式还是不清楚。但是可以确定的是在重费米子体系中，如 CeCoIn5，将

稀土元素 Ce替换成没有 f电子的 La元素之后，重费米子现象消失。说明重费米

子现象是由局域磁矩与导带电子的相互作用导致。一般人们认为，重费米子是近

藤效应在晶格体系中的相干耦合产生，而磁性序则与巡游电子传导局域磁矩间

的 RKKY相互作用有关。因此，我们下面就简要介绍下近藤效应与 RKKY相互
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(a) (b)

(c)

图 1.5 (a)电阻极小示意图 [39]。(b)在近藤温度之上的局域磁矩与巡游电子海。(c)在近藤温

度之下形成近藤屏蔽 [40]。

Figure 1.5 (a) Diagram of resistance minimal [39]。(b) The local magnetic and the sea of con-

duction above Kondo temperature. (c) Formation of Kondo screening below Kondo tem-

perature [40].

作用。

• 近藤效应

说起近藤效应，首先就得谈起电阻极小值问题 [39]。在稀磁合金系统的研究

中发现，一旦稀磁合金的体系中存在局域磁矩，电阻随温度的极小值现象就会

伴随出现，如图1.5(a)所示。所以人们认为局域磁矩的产生和电阻极小现象是联

系在一起的。电阻极小一方面是在温度效应中，有声子对电子的散射作用。当温

度下降时，晶格振动会逐渐减弱，对电子的散射减小，电阻随温度的下降逐渐降

低。另一方面，由于磁性杂质的原因，从某种可能性上导致电阻在更低的温度下

发生了上升。且实验上给出了电阻扣除声子贡献的部分后，低温电阻上升为对

数的行为。这个问题最早由日本物理学家 Kondo解决 [41]。他采用 s-d交换模型，

对散射项做微扰展开。其中 s-d交换模型可写成：

𝐻 = ∑
𝑘𝜎

𝜖𝑘𝑐†
𝑘𝜎𝑐𝑘𝜎 − (

𝐽
𝑁 ) ∑

𝑘𝑘′ ∑
𝜎𝜎′

𝑆 ⋅ 𝜎𝜎𝜎′𝑐†
𝑘𝜎𝑐𝑘′𝜎′ . (1.10)

其中后一项即为 s-d交换项。对于一阶散射跃迁，我们可以得到：

𝑇 (1)
𝜎′𝛼′,𝜎𝛼 = − (

𝐽
𝑁 ) 𝜎𝜎′𝜎 ⋅ 𝑆𝛼′𝛼, (1.11)

可见这一项与温度无关，只是贡献一个常数项，𝑅0 = 𝐴𝐽 2𝑆(𝑆 + 1)。对于二阶散

射振幅，如果我们还考虑自旋倒逆过程，即杂质自旋与导带电子自旋在散射时各
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图 1.6局域磁矩与导电电子之间的 RKKY相互作用 [24]。它是一种由巡游电子传递局域磁矩

之间的间接相互作用。

Figure 1.6 The RKKY interaction between local magnetic and conductive electron [24]. It is a

indirect interaction between local moment modulate by the the conduction band.

自反转了符号，这样我们可以求得散射振幅为：

𝑇 (2)
𝜎′𝛼′,𝜎𝛼 = (

𝐽
𝑁 )

2

∑
𝑘′ {

(𝑆𝑧)
2 + 𝑆+𝑆−

𝜖 − 𝜖𝑘″
− [𝑆+, 𝑆−]

𝑓𝑘″

𝜖 − 𝜖𝑘″ }
. (1.12)

从二阶微扰项可以看出，对于包含倒逆过程的项，是一个与温度有关的项。且只

有在磁性耦合为反铁磁型时，即 𝐽 < 0，可以得到杂质的电阻为：

𝑅𝑖𝑚𝑝𝑢𝑟𝑖𝑡𝑦 = 𝑅0 [1 + 4𝐽𝜌𝐹 ln (
𝑘𝐵𝑇

𝐷 )] , (1.13)

是一个随温度降低的对数发散项。

但是近藤做的毕竟是一个微扰论的结果，实际上电阻随温度的下降也不是

一直上升的。到某一个温度之下，从实验上看局域磁矩倾向于饱和的趋势。从

理论上看，由于局域磁矩与传导电子之间存在的是反铁磁相互作用，在温度很

低的时候，传导电子的自旋会屏蔽局域电子的自旋，形成所谓的近藤单态，如

图1.5(c)所示。被屏蔽的局域磁矩与周围的传导电子形成表现出不显磁矩的近藤

云，这就叫做近藤效应。开始发生近藤屏蔽的能标和温度我们一般就叫做近藤温

度 𝑇𝐾。这也是近藤求解二阶微扰论失效的温度。其实可以发现在低温时，传导

电子与局域磁矩相互作用其实是一个多体问题，这个问题的解决要到Wilson用

重整化群的方法才得到更加清楚的说明。这里就不将具体介绍，但是可以肯定的

是，近藤机制是强关联体系中的一个重要机制，对理解强关联体系的磁性与杂化

有着重要的作用。

• RKKY相互作用

RKKY相互作用，一般和体系磁性的形成联系在一起 [42–44]。它的物理图像

是当周期性的晶格上存在局域磁矩时，传导电子的运动会传递局域磁矩之间的
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图 1.7局域电子平带与导带电子巡游能带的杂化示意图。杂化后形成的重准粒子能带将打开

杂化能隙。

Figure 1.7 The schematic diagram of the hybridizaiton between the flat band and conduction

band. The heavy quasi-particle energy band will open a gap after hybridization.

相互作用，这样就等效的将所有的局域磁矩联系起来，如图1.6所示。RKKY相

互作用可以简化的写成如下的形式：

𝐻𝑅𝐾𝐾𝑌 = ∑
𝑛,𝑚′

𝑆𝑛 ⋅ 𝑆𝑚𝐽 (|𝑅𝑛 − 𝑅𝑚|) , (1.14)

其中

𝐽(𝑅) = 9𝜋
2 (

𝐽 2

𝐸𝐹 ) {
𝑐𝑜𝑠2𝑘𝐹 𝑅

(2𝑘𝐹 𝑅)
3 − 𝑠𝑖𝑛2𝑘𝐹 𝑅

(2𝑘𝐹 𝑅)
4 }

. (1.15)

可以看出，RKKY相互作用是一个衰减且振荡会变号的相互作用。在晶格体

系中 RKKY会形成一个能标 T𝑅𝐾𝐾𝑌，它的大小一般为：

T𝑅𝐾𝐾𝑌 ∼ 𝐽 2𝜌, (1.16)

RKKY能标 T𝑅𝐾𝐾𝑌 是标度磁性的，而近藤温标 𝑇𝐾 是屏蔽磁性的，一般认为两

者之间相互竞争，导致重费米子 Doniach相图 [45,46]。当 𝑇𝐾 小于 T𝑅𝐾𝐾𝑌 时，体

系表现出反铁磁基态；当 𝑇𝐾 大于 T𝑅𝐾𝐾𝑌 时，体系表现出顺磁基态。

最后我们指出，RKKY能标在重费米子体系中非常重要。在重费米子材料

中，很多体系都是由局域磁矩和导带原子组成的层状结构。一层磁性原子和几

层导带原子构成结构单元。这样就天然的为 RKKY相互作用提供了通道。因此

在常压下，很多重费米子材料都表现出磁性，如常见的有反铁磁磁性基态。在压

力下，反铁磁基态的磁性边缘往往存在很强的自旋涨落，这种涨落就会导致重电

子中出现超导行为。区别于传统的电声子耦合配对方式，我们称它为非常规超
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图 1.8两流体模型示意图 [47]。红色的局域磁矩形在低温时形成自旋液体，而局域磁矩与导带

电子杂化之后将形成重电子近藤液体。

Figure 1.8 Illustration of the two-fluid model [47]. The local moment represented by red color

will form spin liquid at low temperature and the local moment hybridize with conduction

electrons will form heavy electron Kondo liquid.

导 [23]。从另一个角度来考虑，在低温时局域自旋与导电电子的杂化会形成整个

晶格的集体杂化，形成重电子准粒子。如图1.7所示，重费米子中局域电子的较

平的能带与导带电子杂化之后，将打开杂化能隙。能带的杂化往往伴随着费米面

的变化，且当费米能级落在杂化能隙当中时，体系表现出绝缘性，如 SmB6。当

费米面穿过杂化能带时，体系表现为金属行为。

1.3.2 重费米子两流体理论

重费米子的微观模型目前还在探索之中，但是重费米的唯象两流体理论已经

取得了较大的突破并开始得到较为广泛的应用 [47–50]。早在 2002年时，Nakatsu-ji

等人就通过 Ce1−𝑥La𝑥CoIn5的掺杂，发现从单杂质近藤模型到晶格近藤过渡，体

系会连续的从单杂质的能标 𝑇𝐾 过渡到一种新的能标 𝑇 ∗ [51]。但是 𝑇 ∗是什么，那

时候还不清楚。后来在 2004年，Nakatsuji，Pines和 Fisk第一次提出重费米子材

料中的两流体理论 [52]。明确的将体系随温度的变化分成了通过导带互相关联的

局域磁矩构成的自旋液体和局域自旋与导带杂化形成重的准粒子近藤液体，如

图1.8所示，可以将两种组分写成如下的形式：

𝜒 = 𝑓(𝑇 )𝜒𝐾𝐿 + [1 − 𝑓(𝑇 )]𝜒𝑆𝐿. (1.17)

后来 Pines等人又进一步分析 𝑇 ∗的物理起源的问题。在 2008年，Yang等人提
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图 1.9两流体理论下的 T-P相图 [54]。当 𝑓0 < 1时，杂化不完全，体系形成磁性区。当 𝑓0 = 1

时，只在零温时杂化是完全的，对应量子临界区。当 𝑓0 > 1时，有限温也存在杂化完

全的区域，形成费米液体。

Figure 1.9 The proposed T-P phase diagram using two-fluid model [54]. When 𝑓0 < 1, due to

the complete hybridization, the system formmagnetic region. When 𝑓0 = 1, the complete

hybridization only occur at zero temperature, the system correspond to quantum critical

region. When 𝑓0 > 1, the complete hybridization occur at finite temperature, the system

correspond to Fermi liquid region.

出 𝑇 ∗是与 RKKY相联系的 [53]。之前我们已经给出 RKKY的能标 𝑇𝑅𝐾𝐾𝑌 ∼ 𝐽 2𝜌，

所以若 𝑇 ∗ 与 RKKY有关，我们假设它们之间差一个系数：𝑇 ∗ = 𝑐𝐽 2𝜌，且近藤

温标也存在关系 𝑇𝐾 = 𝜌−1𝑒
−1
𝐽𝜌，这样就得到：

𝐽𝜌 = −1/ ln(𝑇𝐾𝜌) = √𝑐−1𝑇 ∗𝜌. (1.18)

确实，通过大量材料的归类，Yang等人发现上面的关系成立。这样就从物

理上给出了一种可能的解释，即认为 𝑇 ∗的起源可能来自 RKKY相互作用。之后

Yang等人又继续在此基础上进一步发展，引入杂化效率 𝑓0的概念
[54]。如图1.9所

示，当 𝑓0 < 1时，杂化是不完全的，这样体系中局域磁矩就可能表现出磁性，因

此会形成一个磁性区。当 𝑓0 = 1时，只有在零温的时候，杂化才是完全的，对应

量子临界区。当 𝑓0 > 1时，在有限温也存在杂化完全的区域，可以形成费米液

体。这样可以得到非常丰富的重费米子相图，这里就不再详细叙述了。从相图中

13
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（a） （b） （c）

图 1.10几种重费米子超导相图 [55]。(a) CeIn3与 CeRhIn5超导相图，超导出现在反铁磁序边

缘。(b) CeCu2Si2 压力下的两个超导相。（c）铁磁重费米子超导体 UGe2 的超导相图，

超导相与铁磁序共存。

Figure 1.10 The superconductivity phase diagram of some heavy fermion systems [55]. (a) The

phase diagram of CeIn3 与 CeRhIn5. The superconductivity emergy at the border of

anti-ferromagnetic order. (b) The two different superconductivity phase of CeCu2Si2 at

different pressure. (c) The ferromagentic heavy fermion superconductor UGe2. There

exist ferromagnetic and superconductivity at the same time.

我们可以看到，重费米子体系中存在各种各样的能标。这完全来源于电子的强关

联效应。而且重费米两流体理论也给出了超导相图，同样超导与磁性之间也存在

着竞争。

1.3.3 重费米子超导与磁性

重费米子材料中的 CeCu2Si2是第一个发现的重费米子超导体 [56]。不同于传

统的 BCS电声子耦合形成库珀对 [26]，重费米子超导的机理一直不是很清楚。类

似 Cu基和铁基中的磁涨落诱导的超导配对机制。在重电子中现在也有很多人沿

用并解释了很多实验现象 [55]。但这依然不能解释所有的非常规超导现象。因为

把它作为非常规超导的统一范式也是存在问题的。重费米子化合物的超导转变

温度往往不是很高，大到 20 K小到 2 mK，这也为实验带来了难度。有趣的是，

在重费米子超导中存在各式各样的超导能隙结构与配对对称性。p波、d以及 s

波等等都可以出现。

重费米子超导的种类非常多，有 Ce的反铁磁基态材料 CeM2X2体系，U基

的反铁磁材料 UX2Al3 以及可能存在拓扑激发的自旋三重态铁磁基态超导配对，

如 UGe2。如图1.10所示，CeIn3与 CeCu2Si2超导与反铁磁性相联系，而 UGe2的

14
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超导则能与铁磁性共存。这种丰富的磁性与超导的关系为探索超导增添了新的

内容。这样重电子体系就为我们提供了大量材料的实验平台。

1.4 论文结构

本论文引言主要介绍强关联的基本概念。重点介绍了强关联电子体系中的

关联效应、非常规超导现象以及重费米子物理。

第二章本论文将给出强关联电子体系的数值计算方法。分别介绍了与实际

材料计算有关的密度泛函理论以及推广以及能处理近藤问题的动力学平均场一

些推导与理论流程，并介绍两种经常使用的杂质求解器。最后给出了动力学平均

场方法与密度泛函理论结合的技术。

第三章本论文对强关联MnP非常规超导材料进行研究，揭示了它的磁性与

压力下的电子结构，解决了实验上有争议的有关压力下磁性的讨论，并为超导的

研究提供相关线索。

第四章本论文将介绍重费米子自旋三重态配对的非常规超导体 UTe2。研究

了它的能带结构与费米面特征，通过对称性分析研究了能隙结构与拓扑的有关

特征。

第五章本论文将总结展望作者博士期间的工作，为后续的工作提供进一步

的想法。
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第 2章 强关联电子体系数值计算方法

本章将首先介绍与实际材料计算有关的密度泛函理论 (DFT)以及它的相关

扩展方法 DFT+U。但是不论 DFT还是 DFT+U都不能处理近藤问题，因此该方

法在处理强关联问题时，很多时候都得不到正确的物理。在此前提下，本章将继

续介绍可以处理近藤物理的动力学平均场 (DMFT)有关知识，并介绍动力学平均

场中的核心量子杂质求解器。本章将简单介绍两类量子杂质求解器，一类是现在

通用的连续时间量子蒙特卡罗 (CTQMC)，另一类则是工作在实频域的单交叉近

似 (OCA)。最后，本章将给出结合密度泛函理论和动力学平均场 (DFT+DMFT)

处理强关联问题的一般步骤。

2.1 密度泛函理论介绍

自然界中具体的材料有很多，如何争对具体的材料做一些实际计算也是一个

重大的突破口。第一性原理计算是现在凝聚态领域实际材料研究的重要手段 [57]。

它是一种从头计算的方法，只要给出晶格结构的有关参数，它就可以得到体系

的能带结构与电子性质。虽然在处理强关联问题时它并没有那么准确，但是作

为一种计算手段它往往也能够给出一些关键的物理线索。通过该方法的一些改

进与扩展，如 DFT+U 在处理强关联问题上有时也能得到与实验吻合的电子结

构 [1,58]。因此经常用它作为材料探索的前期手段。在本节中，就将介绍密度泛函

理论的相关知识以及它在强关联领域的扩展。

2.1.1 密度泛函理论

密度泛函理论是在材料计算中最为广泛使用的方法。一个多电子体系的原

初哈密顿量可以写成如下的形式：

𝐻 = −ℏ2

2 ∑
𝑖

∇2
𝑅𝑖

𝑀𝑖
− ℏ2

2 ∑
𝑖

∇2
𝑟𝑖

𝑚𝑒
− ∑

𝑖𝑗

𝑒2𝑍𝑖
|𝑅𝑖 − 𝑟𝑗| + 1

2 ∑
𝑖≠𝑗

𝑒2

|𝑟𝑖 − 𝑟𝑗| + 1
2 ∑

𝑖≠𝑗

𝑒2𝑍𝑖𝑍𝑗
|𝑅𝑖 − 𝑅𝑗| .

(2.1)

对于直接求解这样一个哈密顿量是不可能的。下面将从绝热近似、密度泛函的引

入和单电子近似依次对该哈密顿量进行处理。

• 绝热近似
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第一个引入的近似就是绝热近似，也称为波恩-奥本海默近似。由于原子核

相对于电子要重很多，因此可以认为电子在原子核运动的每个瞬间都足够快的

运动到了新的平衡态。也就是说原子核运动的很慢，电子运动的足够快。因此就

将电子和原子核解耦合。这样体系的复杂度至少减少了一半。在此近似下，我们

只考虑电子的部分，而将原子核的作用当做一个外场，上式中的第一项消失了，

最后一项也成为一个常数。因此体系的哈密顿量可以简写为：

𝐻̂ = ̂𝑇 + ̂𝑉 + ̂𝑉𝑒𝑥𝑡, (2.2)

其中第一项为电子的动能项，第二项为电子的势能项，第三项为电子在原子核外

场中的作用势。这样我们只要研究电子的运动就可以了。

• 密度泛函理论

将密度泛函引入第一性计算最早是 1927年的 Thomas-Fermi近似。他们认为

体系的性质与标量电荷密度唯一对应。后来这一想法才具体的推广和应用，精炼

出就是 Hohenberg-Kohn两个定理 [59]。

HK第一定理：体系的基态性质与体系的密度函数唯一对应。也就是体系的外势

场 𝑉𝑒𝑥𝑡 与电荷密度 𝜌(𝑟)一一对应。也就是任意一个可观测量的平均值由体系的

密度决定：

⟨𝜓|𝑂|𝜓⟩ = 𝑂[𝜌]. (2.3)

HK第二定理：体系的能量对电荷密度的变分极小即为体系的基态能量。

我们将体系的能量随密度的泛函写成如下形式：

𝐸[𝜌] = 𝐸𝐻𝐾 [𝜌] + ∫ 𝜌(𝑟)𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟)𝑑𝑟

= 𝑇 [𝜌] + +𝐸𝑖𝑛𝑡[𝜌] + ∫ 𝜌(𝑟)𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟)𝑑𝑟.
(2.4)

这样电子的动能依旧是多个电子动能之和，电子的相互作用势依然是很多耦合

的多电子相互作用。

• 单电子近似

单电子近似其实也只是一种假设，并且大家认为这种假设是合理的，并没有

严格的理论证明。在密度泛函理论中，单电子近似的思想主要基于以下两点：一

是决定多电子体系的基态电荷密度 𝜌(𝑟) 与一组无相互作用体系的 𝜌0(𝑟) 相对应，

一般我们把这称为“non-interaction-V-representability”[61]；第二个出发点是明确
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(a)

(b)

图 2.1单电子近似示意图。(a)将一个多电子相互作用体系看成是用电荷密度表征的电子在

势场中的运动。（b）电子的波函数是写成单电子波函数的乘积 [60]。

Figure 2.1 Illustration of one eletron approximation. (a) Describe a many body system to a

individual electrons moving in a effect field, only related to the charge density. (b) The

total electronwave function can be as the product ofmany one-electronwave functions [60].

这样额外的体系中，体系能量由单电子动能与等效势场 𝑉𝑒𝑓𝑓 (𝑟)构成。这样体系

的电荷密度就可以写成一堆无相互作用波函数密度的和，正如图2.1所示。唯一

要保证的就是体系对应的粒子数需要相等。具体可以写成这样的形式：

𝜌(𝑟) =
𝑁

∑
𝑖=1

|𝜙𝑖(𝑟)|2. (2.5)

在这样的思想下，将电子的动能用单电子近似下的动能代替，这样没有考虑

电子体系波函数由于泡利不相容原理导致的反对称性，少了一个交换项能量。同

样的对相互作用部分可以采用哈特里平均场近似，这样相互作用势就少了一个

关联项。最后把近似的两项在新添的一项中进行补充，这样的变化在形式上就是

严格的，体系的能量具体写成如下的形式：

𝐸[𝜌] = 𝑇0[𝜌] + 𝑉𝐻 [𝜌] + 𝑉𝑒𝑥𝑡[𝜌] + 𝑉𝑥𝑐[𝜌]. (2.6)
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图 2.2局域密度近似示意图。采用均匀电子气形式，每个位点的交换关联能仅仅与该位点的

密度有关。图片来源于网络。

Figure 2.2 Illustration of local density approximation. Using the homogenous electron gas

model, we let the exchange-correlation energy only related to the charge density of this

point. The picture comes from the internet.

对应的 Kohn-Sham方程的哈密顿量可以写成：

𝐻𝐾𝑆 = − ℏ
2𝑚𝑒

∇2
𝑖 + 𝑒2

4𝜋𝜖0 ∫
𝜌(𝑟′)

|𝑟 − 𝑟′|𝑑𝑟′ + 𝑉𝑒𝑥𝑡 + 𝑉𝑥𝑐 . (2.7)

• 局域密度近似 (LDA)

虽然密度泛函理论把所有不确定的项都扔进了 𝑉𝑥𝑐 中，但这一项并不严格可

解。往往借助一些简单的模型给出一些常用的形式。密度泛函理论的一个重要核

心就是不断发展交换关联项的形式，使得在计算中，计算结果更为可靠。局域密

度近似还是基于均匀电子气而言，即交换关联的能量每一点仅仅与此位置的电

荷密度有关，如图2.2所示。具体表达式如下：

𝐸𝑥𝑐[𝜌] = ∫ 𝜌(𝑟)𝜖𝑥𝑐(𝜌(𝑟))𝑑𝑟. (2.8)

这就是局域密度近似。因为局域密度近似还是基于均匀电子气模型，因为对于电

子势在空间变化很剧烈的情况，该方法给出的结果就不准备。后来又陆续发展了

广义梯度近似 (GGA) [62]、mbj势 [63–65]等等。
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图 2.3 LAPW基底选取，在原子核附近的波函数采用类原子轨道展开，在远离原子核的间隙

区采用平面波 [66]。

Figure 2.3 The basis in LAPW。We use atomic-like functions near the center of atoms and use

plane waves in the interstitial [66].

最后给出求解此 Kohn-Sham方程的一般步骤，如果将波函数在一组基底下

展开，就可以得到：

|𝜙𝑖 >= ∑𝑛
𝑎𝑖

𝑛|𝜑𝑛 > . (2.9)

对于哈密顿量本征值方程，有：

𝐻|𝜙𝑖 >= 𝜖𝑖|𝜙𝑖 >, (2.10)

将上式代入，将得到：

∑𝑛
𝐻𝑛′𝑛𝑎′

𝑛 = 𝜖𝑖 ∑𝑛
𝑂𝑛′𝑛𝑎′

𝑛. (2.11)

其中𝐻𝑛′𝑛为哈密顿量在这组基下的矩阵元，𝑂𝑛′𝑛 = ⟨𝜑𝑛′|𝜑𝑛⟩为交叠矩阵。

对于上述基底的选取原则上说只要满足完备性即可。但是实际上由于计算

条件的限制，对基底的选取往往存在一个截断。因此采取符合体系性质的基就可

以大大的缩小基底的阶数，从而大大缩小了计算量。目前在第一性原理计算中存

在各式各样的展开基，它们各有利弊。这里将只简要介绍 WIEN2k程序中常用

的基，即线性缀加平面波 (LAPW) [66,67]。如图2.3所示，LAPW的策略是在远离

原子核位置的地方，认为波函数是较为平缓的，因此用平面波展开就足够了。但

是在接近原子核位置的地方，其实势场的变化是非常剧烈的，如果还采用平面波

展开，展开阶数将会变得非常大。因此，在原子核附近区域划定了一个范围，一
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图 2.4 DFT算法的一般自洽流程。红色字体表示WIEN2k程序对应的部分。

Figure 2.4 The general self-consistent of DFT program. The red color test means the corre-

sponding part in WIEN2k.

般为一个球，称为 Muffin-tin球。在 Muffin-tin球内直接采用球谐函数展开。线

性缀加平面波的具体形式如下：

𝜙𝑘
𝐾 = ∑

𝑙𝑚
(𝐴𝛼,𝑘+𝐾

𝑙𝑚 𝑢𝛼
𝑙 (𝑟′, 𝐸𝛼

𝑙 ) + 𝐵𝛼,𝑘+𝐾
𝑙𝑚 ̇𝑢𝛼

𝑙 (𝑟′, 𝐸𝛼
𝑙 ))𝑌𝑙𝑚(𝑟′). (2.12)

相比于缀加平面波，可以不用自洽的去求径向波函数对应的能量 E，只是任

意给一个初始的 𝐸0，偏离 E的效应通过一阶项补充回来，大大的减小了计算量。

DFT的一般计算自洽流程简易的表示为图2.4所示。首先我们根据初始晶格

和自定义参数计算出初始的电荷密度。通过此电荷密度计算出 DFT的等效外势

场 (WIEN2k程序中对应 lapw0，下同)；通过定义之后的势求解单电子近似的薛

定谔方程 (lapw1)，得到本征值与本征矢；之后我们用本征值和本征矢计算体系

的费米能和新的电荷密度 (lapw2)；判断新旧电荷密度是否收敛。若不收敛，混
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合新旧电荷密度 (mixer)，得到新的电荷密度重复循环。若收敛，则退出循环。

2.1.2 密度泛函理论扩展

虽然密度泛函理论在材料计算中取得了很大的进步，但是在强关联电子系

统中，由于库仑相互作用在交换关联能中低估的原因，计算的结果很多时候都会

出错。为了将此方法拓展到强关联电子体系中，在它的基础上出现了一些简单

的改进，使它可以更好地处理关联效应。但是这种简单改进缺陷也是十分突出

的。这里本小节仅仅简要介绍用的比较广泛的 LDA+U方法 [68,69]。无论直接对

哈密顿量的相互作用项做平均场近似或者还是从泛函的那套出发，均可以得到

LDA+U的相互作用形式。首先相互作用项的定义如下所示：

𝐻𝑈 = ∑
𝑚𝑚″𝑚′𝑚‴

𝑈𝑚𝑚″𝑚′𝑚‴𝑎†
𝑚𝜎𝑎†

𝑚″𝜎′𝑎𝑚‴𝜎′𝑎𝑚′𝜎 . (2.13)

其中 U的定义为：

𝑈𝑚𝑚″𝑚′𝑚‴ = 1
2 ∫ 𝑑𝑟3𝑑𝑟′3𝜓𝑚(𝑟)∗𝜓𝑚′(𝑟)𝑉 (𝑟 − 𝑟′)𝜓∗

𝑚″(𝑟′)𝜓𝑚‴(𝑟′)

= 1
2 ⟨𝑚, 𝑚″|𝑉𝑒𝑒|𝑚′𝑚‴⟩ .

(2.14)

将体系分成一般弱关联部分用 𝜌表示其性质，而强关联部分则用粒子数密度 𝑛表

示其性质，将泛函写成如下的形式：

𝐸𝐿𝐷𝐴+𝑈 [𝜌, 𝑛] = 𝐸𝐿𝐷𝐴[𝜌] + 𝐸𝑈 [𝑛] − 𝐸𝑑𝑐[𝑛]. (2.15)

其中 𝐸𝑑𝑐 为双计数项，表示新添的相互作用项与之前 LDA部分已经包含的关联

能部分的重叠部分。其实双计数项一直是大家研究的对象，目前并没有严格的形

式，一般简单的取成：

𝐸𝑑𝑐[𝑛] = 1
2𝑈𝑛𝑑(𝑛𝑑 − 1). (2.16)

最后，库仑相互作用项写成：

𝐸𝑈 [𝑛] = 1
2 ∑

{𝑚}𝜎
{⟨𝑚, 𝑚″|𝑉𝑒𝑒|𝑚′, 𝑚‴⟩ 𝑛𝜎

𝑚𝑚′𝑛−𝜎
𝑚″𝑚‴

+ (⟨𝑚, 𝑚″|𝑉𝑒𝑒|𝑚′, 𝑚‴⟩ − ⟨𝑚, 𝑚″|𝑉𝑒𝑒|𝑚‴, 𝑚′⟩) 𝑛𝜎
𝑚𝑚′𝑛𝜎

𝑚″𝑚‴ ,
(2.17)

其中 𝑛𝜎
𝑚𝑚′ 为粒子数，定义为 𝑛𝜎

𝑚𝑚′ = ⟨𝑐†
𝑖𝑙𝑚𝜎𝑐𝑖𝑙𝑚′𝜎⟩，粒子数直接通过格林函数就

可计算得到，因为格林函数的虚部与态密度有关，对虚部进行积分后就直接得到
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图 2.5 LDA+U方法与 LDA及 DMFT对比 [70]。LDA+U强制性的将局域电子能带平移，费

米面附近相比于 DFT+DMFT得不到近藤的物理。

Figure 2.5 The comparison of LDA+U with LDA and DMFT methods [70]. Due to LDA+U

method force to shift the local orbitals, we can’t get the Kondo physic near the Fermi

level compared to DFT+DMFT.

粒子数且粒子数在 LDA+U自洽过程中会一直更新。

𝑛𝜎
𝑚𝑚′ = − 1

𝜋 ∫
𝐸𝐹

− inf
ℑ𝐺𝜎

𝑖𝑙𝑚,𝑖𝑙𝑚′(𝐸)𝑑𝐸. (2.18)

虽然 LDA+U对 LDA进行了发展，但是如图2.5所示，这样加入的相互作用

实际为静态的相互作用，往往会过高估计相互作用的效应，且没有考虑材料中电

子之间存在的屏蔽效应，因此也具有较大的局限性。更为重要的是，在传统平均

场的意义下，强关联电子体系中的近藤物理并不能通过 LDA+U的手段得到。因

此，为了得到真正意义上的强关联数值结果，处理多体量子问题的数值计算方法

就变得尤为重要。

2.2 动力学平均场

正是由于传统密度泛函理论的诸多限制，多体量子的强关联算法逐渐发展

起来。现在处理强关联的算法非常之多并且在不断的发展当中，动力学平均场就

是其中之一。在这一节中，将简要介绍一些真正意义上的强关联数值计算结果。

之后将重点放在近几十年来发展出的动力学平均场上以及介绍动力学平均场是

如何进行晶格与杂质的映射并做相应的计算。
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2.2.1 强关联数值计算方法发展简介

• 常见数值计算方法

精确对角化是强关联计算中比较直接的方法之一 [71]。它的求解最终都是落

在了常规的矩阵本征值求解问题。它的自然基底为每个格点上电子占据态的直

积。精确对角化本身可以把问题求解的很精确，唯一的问题在于对矩阵对角化的

操作时矩阵的大小就限制了要计算体系的大小。特别是在多体问题中，计算复杂

度随着格点的增大呈现指数的上升。因此一般情况下，精确对角化计算的格点数

也就 10的量级。开销大，计算体系小就成了限制精确对角化应用的一个重要因

素。

Wilson的数值重整化群方法，背后的物理思想其实就是重整化群 [72]。在实

际的计算当中，它把单杂质安德森模型逐渐映射到一个半无限长的链。在逐渐加

链长的过程中，将高能部分的效应积分掉，重整化到能量更低的部分。这样就通

过截断维持体系的空间大小，迭代进行求解。最终就可以得到低能的重要部分的

物理。重整化群因为解决了单格点的近藤问题而著名。但是 NRG本身也存在缺

陷。随着多杂质多轨道的引入，计算的复杂度也是快速的上升。因此在处理多轨

道的体系时，也面临着严峻的挑战。

现在用重整化思想作为数值指导思想的强关联数值方法越来越多。密度矩

阵重整化群就是其中最为知名的方法之一 [73]。它首先将体系分为系统和环境两

个部分。同样的也是在体系中增加格点。每次增加格点后，计算体系的基态并积

掉环境的部分，对得到系统的密度矩阵对角化，之后仅保留下具有最大本征值的

态作为系统的基底。这种做法在每一步相当于保留了体系中权重最大的 M个态

作为新的态空间，把系统中最重要的物理提取出来。但是密度矩阵重整化群也存

在自己的问题，它处理的体系目前是一维的体系，因此在处理激发态和高维的体

系存在很大的困难。在很多情况下，该方法都是作为模型计算来探究低维体系的

物理问题。

量子蒙卡的方法有很多种，常见的可分为离散时间量子蒙特卡罗和连续时

间量子蒙特卡罗。离散时间量子蒙特卡罗有 Hirsch-Fye方法 [74]和行列式蒙特卡

罗方法 [75]。它们中的一个重要思想是将虚时间分片，通过 Hubbard-Stratonovich

变换，将一个多电子的格点问题转换为一个经典的 Ising场。之后的抽样仅仅在

这个经典的辅助场下抽样即可。这样的方法的计算复杂度与分离的时间片密度
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有关。所以在温度很低的时候，需要分离的时间片越多，给该方法带来了困难。

连续时间量子蒙特卡罗直接是在量子的体系中做的，一般来说可以对相互作用

项或者是杂化项进行微扰展开 [76]。将一个量子力学的抽样问题与一些图形对应，

计算起来也是十分的简便。但是蒙特卡罗都面临随温度降低抽样概率下降，由于

费米子的反对易关系，会出现负几率问题，因此也存在很多的限制。

最后简要提一下其他的技术。最为常见的还是基于微扰论的费曼图展开技

术。我们去算体系的格林函数就直接计算一些低阶的费曼图。一般来说低阶的费

曼图形式还不算很复杂，因此可以直接的数值求解。与此技术对应的有迭代微扰

法（IPT），无相交近似法 (NCA)以及在此基础上的单相交近似 (OCA)。NCA计

算了低阶的无交叉图，但是计算的结果表明得到的近藤温度往往比正常值低几

个量级，因此严重错估了近藤物理 [77]。OCA比 NCA要更精确一些，可以得到

较为准确的自能和近藤温度。而原则上，QMC算法并没有对计算的自能有阶数

的限制，我们认为可以得到更加正确的物理。

• 动力学平均场出现

因此从上面的介绍中我们可以看出，每个方法都有较大的局限性。更为重要

的是每个方法所能处理的问题更多的在理论模型层面。动力学平均场的出现就

开始改变了这样的局面。传统的平均场理论是大家熟知的，在那样的单电子近似

下，往往把单个电子等效在一个有效的势场中运动。上一节所说的 DFT其实就

是这样的思想。动力学平均场相比于平均场要更为深刻，不仅仅是简单的一个电

子在势场中的概念，而是引入了杂质与轨道的概念，将一个晶格模型映射为一个

杂质模型。所以量子杂质问题的具体求解本质上来说并不会因为你的实际晶格

不同而发现形式上巨大的变化。这样的好处就是可以在动力学平均场的框架下

广泛处理不用的晶格问题并有可能与实际材料相结合。使得人们可研究的内容

大大增强。

最早在 1989年，人们在研究单带 Hubbard模型的时候，类似于传统的思想，

也希望看看在空间维度趋于无穷时，体系会有什么特殊的性质。因为在空间维度

很高的时候，对于晶格体系而言，空间涨落往往会变得很小。最早Metzner等人

发现，在空间维度趋于无穷的时候，若要保持态密度不发散，Hubbard模型动能

项的跃迁系数 𝑡就需要做相应的标度变换 [78]，变换关系为：

𝑡𝑖𝑗 = 𝑡
√2𝑑

. (2.19)
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图 2.6 𝑑 → ∞时的自能示意图。可以看出它们在高维空间只有纯的局域相互作用 [81]。

Figure 2.6 The schematic of self-energy in 𝑑 → ∞. We can see they only have purely local

interaction in high dimensional [81].

在此之后，Metzner发现 Hubbard模型在无穷维的时候 [79]，自能在格点空间中是

对角的，如图2.6所示。也就是说自能的空间的依赖已经完全消失，即没有 𝐤的

依赖性，这样就大大简化了晶格问题。动力学平均场在这样的近似下就发展出来

了 [80]。

2.2.2 动力学平均场中的格林函数

现在先不讨论如何从晶格模型映射成量子杂质模型，而是分别从晶格模型

和量子杂质模型两个角度，分别去求解体系的格林函数与对应的物理关系。之后

将在此基础上分析两者的对应。

• 晶格模型 (Lattice Model)

首先要去求解的是晶格模型，因为实际材料对应的理论模型往往是具有周

期性的晶格。最简单的就以单带 Hubbard模型举例。它的哈密顿量在第一章已经

介绍了，这里再写一次：

𝐻 = ∑
𝑖𝑗𝜎

𝑡𝑖𝑗𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + ∑

𝑖
𝑈𝑛𝑖↑𝑛𝑖↓. (2.20)

在这里引入单粒子格林函数的一般形式：

𝑔𝜎(𝑖1𝜏1, 𝑖2𝜏2) = − ⟨𝑇𝜏𝑐𝑖1𝜎(𝜏1)𝑐†
𝑖2𝜎(𝜏2)⟩ . (2.21)

对格林函数求偏导，可以求得：

− 𝜕
𝜕𝜏 𝑔𝜎(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 , 𝜏 − 𝜏′) − ⟨𝑇𝜏

𝜕
𝜏 𝑐𝑖(𝜏)𝑐†

𝑗 (𝜏′)⟩ = 𝛿(𝜏 − 𝜏′). (2.22)
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运用格林函数的运动方程法，可以得到：

𝜕
𝜕𝜏 𝑐𝑖𝜎(𝜏) = − ∑

𝑗
𝑡𝑖𝑗𝑐𝑗𝜎(𝜏) − 𝑈𝑛𝑖𝜎̄(𝜏)𝑐𝑖𝜎(𝜏). (2.23)

将此式代入上式中，有：

(− 𝜕
𝜕𝜏 − 𝜇) 𝑔𝜎(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 , 𝜏 − 𝜏′)− ∑

𝑗′
𝑡𝑖𝑗′𝑔𝜎(𝑥𝑗′ − 𝑥𝑗 , 𝜏 − 𝜏′)

+𝑈 ⟨𝑇𝜏𝑛𝑖𝜎̄𝑐𝑖𝜎(𝜏)𝑐†
𝑗𝜎(𝜏′)⟩ = 𝛿(𝜏 − 𝜏′).

(2.24)

利用傅里叶变换，将实空间和虚频变换到动量空间和松原频率上去，格林函数的

傅里叶展开为：

𝑔(𝑥 − 𝑥′, 𝜏 − 𝜏′) = 1
𝛽(2𝜋)3 ∑𝑛 ∫ 𝑑3𝑘𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑥′)−𝑖𝜔𝑛(𝜏−𝜏′)𝑔(𝑘, 𝑖𝜔𝑛). (2.25)

代入上式，有：

(𝑖𝜔𝑛−𝜇)𝑔𝜎(𝑥𝑖−𝑥𝑗 , 𝑖𝜔𝑛)−∑
𝑗′

𝑡𝑖𝑗′𝑔𝜎(𝑥𝑗′ −𝑥𝑗 , 𝑖𝜔𝑛)−Σ𝜎(𝑥𝑖−𝑥𝑗 , 𝑖𝜔𝑛)𝑔𝜎(𝑥𝑖−𝑥𝑗 , 𝑖𝜔𝑛) = 1,

(2.26)

进一步的，可以得到:

(𝑖𝜔𝑛 − 𝜇)𝑔𝜎(𝑘, 𝑖𝜔𝑛) − 𝜖(𝑘)𝑔𝜎(𝑘, 𝑖𝜔𝑛) − Σ𝜎(𝑘, 𝑖𝜔𝑛)𝑔𝜎(𝑘, 𝑖𝜔𝑛) = 1. (2.27)

整理得：

𝑔𝜎(𝑘, 𝑖𝜔𝑛) = 1
𝑖𝜔𝑛 − 𝜇 − 𝜖(𝑘) − Σ𝜎(𝑘, 𝑖𝜔𝑛) . (2.28)

这样就从晶格模型的角度，得到了晶格模型的格林函数。这样的格林函数

是一般化的，其中 𝜖(𝑘)是晶格的色散关系，不同的晶格对应的不同的色散。理

论上很多时候为了简单，可以用紧束缚模型写出一个简单的 tight-binding模型即

可。如果是实际材料的计算，通过密度泛函理论相关软件，就可以得到体系复杂

的色散关系。最后应该注意到，自能在不考虑任何的近似下，其实是一个动量依

赖的函数，简单看来就是不同的格点之间也存在某种关联。但是在空间维度区域

无穷时，自能在格点下是对角的，因此只保留了局域的自能。这是一种近似，且

只有在空间维度区域无穷大时才成立：

Σ(𝑘, 𝑖𝜔𝑛) = Σ(𝑖𝜔𝑛), (2.29)
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在这样的近似下，就可以把 k空间的指标求和掉，得到最后的晶格格林函数：

𝐺(𝑖𝜔𝑛) = 1
𝑁 ∑

𝑘

1
𝑖𝜔𝑛 − 𝜇 − 𝜖(𝑘) − Σ(𝑖𝜔𝑛) . (2.30)

可以看到，晶格模型的格林函数相比于自由电子的格林函数而言，多了一项

自能 Σ(𝑖𝜔𝑛)的修正。从物理上看，也是非常明确的。因为当格林函数分母上出

现自能的时候，自能的实部可以吸收到原来的色散 𝜖(𝑘)里面去，相当于把能带

重整化了一下。自能的虚部则是给格林函数的极点代表的激发谱一个展宽，表示

该体系下准粒子的寿命有关的量。

• 杂质模型 (Impurity Model)

这里先不给出如何从晶格模型对应到杂质模型，仅先给出杂质模型的一些

基本性质。首先杂质模型对应的哈密顿量有很多。Wolff模型就是非常简单的一

种杂质模型，定义如下：

𝐻𝑊 𝑀 = ∑
𝑙𝜎

𝜖𝑙𝜎𝑎†
𝑙𝜎𝑎𝑙𝜎 + 𝑈𝑛𝑜↑𝑛𝑜↓ . (2.31)

Wolff模型是由一个导电背景和一个杂质点构成。但是Wolff模型并不常用，

最常用的还是单杂质安德森模型。这个模型在上一章中也简单的进行了介绍，这

里把单杂质安德森模型的哈密顿量再写一次：

𝐻 = ∑
𝑖𝑗𝜎

𝑡𝑖𝑗𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + ∑

𝑖𝜎
[𝑉𝑖𝑐

†
𝑖𝜎𝑑𝜎 + 𝑉 †

𝑖 𝑑†
𝜎𝑐𝑖𝜎] + 𝜖𝑑 ∑𝜎

𝑑†
𝜎𝑑𝜎 + 𝑈𝑛𝑑↑𝑛𝑑↓. (2.32)

同样用格林函数的运动方程法，最终可以得到：

𝐺𝑑𝑑(𝑖𝜔𝑛) =
[

𝑖𝜔𝑛 − 𝜖𝑑 + 𝜇 − ∑
𝑘

|𝑉 (𝑘)|2

𝑖𝜔𝑛 − 𝜖𝑘 + 𝜇 − Σ𝑑𝑑(𝑖𝜔𝑛)
]

−1

. (2.33)

从结果可以看出，杂质模型的格林函数与杂质能级 𝜖𝑑 有关，与杂质的库仑

相互作用导致的自能 Σ𝑑𝑑(𝑖𝜔𝑛)有关。此外还有一项与 V有关的项，这一项的来

源其实是局域电子与导带电子相互作用产生的，因此也是某种类型的自能，只不

过它现在并不是表示库仑相互作用对无相互作用格林函数的修正，而是叫做杂

化函数。因此将此项定义为：

Δ(𝑖𝜔𝑛) = ∑
𝑘

|𝑉 (𝑘)|2

𝑖𝜔𝑛 − 𝜖𝑘 + 𝜇 . (2.34)

这样就可以把杂质模型的格林函数写成如下的形式：

𝐺𝑑𝑑(𝑖𝜔𝑛) = [𝑖𝜔𝑛 − 𝜖𝑑 + 𝜇 − Δ(𝑖𝜔𝑛) − Σ𝑑(𝑖𝜔𝑛)]
−1 . (2.35)
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图 2.7戴森方程表示全格林函数、自能与无相互作用格林函数之间的关系。

Figure 2.7 The Dyson equation represents the relationship among the full Green function, self-

energy and the non-interaction Green function.

类似于在晶格模型中分析的那样，晶格格林函数与自由电子格林函数之间

仅仅差一个自能，这就是 Dyson方程，如图2.7所示：

Σ(𝑖𝜔𝑛) = 𝒢−1
0 (𝑖𝜔𝑛) − 𝐺−1(𝑖𝜔𝑛). (2.36)

同样的在单杂质量子模型中，同样可以用 Dyson方程求出 𝒢0，它的形式如

下：

𝒢0(𝑖𝜔𝑛) = [𝑖𝜔𝑛 − 𝜖𝑑 + 𝜇 − Δ(𝑖𝜔𝑛)]
−1 . (2.37)

值得注意的是，在这种情况下，𝒢0(𝑖𝜔𝑛)是无库仑相互作用格林函数，但由于

包含了杂化的效应，因此不能与自由电子格林函数相混淆。这里特意求出 𝒢0(𝑖𝜔𝑛)

的具体形式是因为在动力学平均场中 𝒢0(𝑖𝜔𝑛)扮演着Wiess函数的作用。它就相

当于传统的平均场中等效的经典的外场。因此 𝒢0(𝑖𝜔𝑛)包含了所有其他格点电子

对该格点的相互作用。这就意味着，在杂质问题中，𝒢0(𝑖𝜔𝑛)一旦给定，杂质问

题就被确定下来了。这将在后来要介绍的 DMFT自洽流程中显得尤为重要。

2.2.3 晶格模型与杂质模型的对应

本节在上面讨论的基础上，将分析晶格模型与杂质模型的关系。其实在历史

上，晶格模型和杂质模型两者的发展也是同步的。晶格问题在固体理论中是一个

核心问题，而杂质问题是当时的热门量子点的核心。之所以动力学平均场能发展

出来，很显然离不开当时量子点相关方向的进步。

为了从晶格模型得到杂质模型，最直观的方式就是在晶格模型中取出周期

性格点中的一个，然后数学上利用路径积分的方式将其他的格点积分掉，最后从

格点模型可以得到有效的作用量为：

𝑆𝑒𝑓𝑓 = − ∑𝜎 ∫
𝛽

0
𝑑𝜏 ∫

𝛽

0
𝑑𝜏′

∑𝜎
𝑐†

𝑜𝜎(𝜏)𝒢−1
0 (𝜏 − 𝜏′)𝑐𝑜𝜎(𝜏′) + 𝑈 ∫

𝛽

0
𝑑𝜏𝑛𝑜↑(𝜏)𝑛𝑜↓(𝜏),

(2.38)
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图 2.8动力学平均场中晶格模型与杂质模型的对应示意图 [82]。晶格模型被映射成单点杂质

问题。杂质点上的电子通过Wiess场可以形成空态、单占态与双占态。

Figure 2.8 The schematic of the correspondance between lattice model and impurity model [82].

The lattice model map to a single impurity model. The electrons of impurity can form

empty, single occupy and double occupy state from the Wiess field.

对于单杂质安德森模型，它的作用量很容易写成如下形式：

𝑆𝑖𝑚𝑝 = − ∑𝜎 ∫
𝛽

0
𝑑𝜏 ∫

𝛽

0
𝑑𝜏′

∑𝜎
𝑑†

𝜎(𝜏)𝒢−1
0 (𝜏 − 𝜏′)𝑑𝜎(𝜏′) + 𝑈 ∫

𝛽

0
𝑑𝜏𝑛𝑑↑(𝜏)𝑛𝑑↓(𝜏),

(2.39)

其中的 𝒢0就对应 𝒢0(𝑖𝜔𝑛) = [𝑖𝜔𝑛 − 𝜖𝑑 + 𝜇 − Δ(𝑖𝜔𝑛)]
−1
在单杂质安德森模型中。

可以看到，它们有着相似的形式。如果映射存在，就要求两个体系格点上的

可观测量相等，且要求相互作用项对应相等。相互作用项对应相等就是要求杂质

与晶格的自能相等：

Σ𝑖𝑚𝑝(𝑖𝜔𝑛) = Σ𝑙𝑎𝑡𝑡𝑖𝑐𝑒(𝑖𝜔𝑛). (2.40)

这样唯一需要等价的是杂质模型中的 𝒢0如何确定，而杂质模型中的 𝒢0由杂

化函数中的色散关系 𝜖(𝑘)和杂化强度 V共同确定。需要强调的是，这里的 𝜖(𝑘)

和杂化强度 V是杂质模型哈密顿量的参数，不能和晶格模型哈密顿量中的参数

混淆。在杂质模型中，这些参数事先是未知的。因此必须采用自洽的方式将晶格

模型与单杂质模型联系起来。自洽过程中 𝒢0 表现为Wiess有效场的作用，虽然

不能具体确定杂质求解器中 𝜖(𝑘)与 V的具体值，但是可以得到自洽的杂化函数

Δ(𝑖𝜔𝑛)。

从图2.8中可以看出，在动力学平均场的框架下，只要空间维度足够高，原

来晶格问题中的相关物理量就转化为了杂质问题的求解。在杂质问题中，可以看
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DMFT LOOP

图 2.9动力学平均场自洽流程图。

Figure 2.9 The schematic of DMFT self-consistent.

到，电子是可以在杂质点与库之间来回跃迁的，可以在轨道上产生空态、单态与

双占据态。因此杂质问题本质上是一个多体的问题。从涨落的角度上看，虽然动

力学平均场理论冻结了体系的空间涨落，但是电子随着时间依然存在组态的涨

落，这就是动力学平均场的核心所在。

下面将有关晶格格林函数与求解杂质问题的相关公式整理，就给出了DMFT

自洽方程组：

⎧⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

𝑆𝑖𝑚𝑝 = − ∑𝜎 ∫𝛽
0 𝑑𝜏 ∫𝛽

0 𝑑𝜏′ ∑𝜎 𝑐†
𝑜𝜎(𝜏)𝒢−1

0 (𝜏 − 𝜏′)𝑐𝑜𝜎(𝜏′) + 𝑈 ∫𝛽
0 𝑑𝜏𝑛𝑜↑(𝜏)𝑛𝑜↓(𝜏)

𝐺𝜎(𝜏 − 𝜏′) = − ⟨𝑇𝜏𝑐𝜎(𝜏)𝑐†
𝜎(𝜏′)⟩𝑆𝑖𝑚𝑝

Σ(𝑖𝜔𝑛) = 𝒢−1
0 (𝑖𝜔𝑛) − 𝐺−1(𝑖𝜔𝑛)

𝐺(𝑖𝜔𝑛) = 1
𝑁 ∑𝑘

1
𝑖𝜔𝑛+𝜇−𝜖𝑘−Σ(𝑖𝜔𝑛) .

(2.41)

最后将给出 DMFT的自洽流程。有些时候特殊的晶格可能会简化 DMFT的

自洽方程，比如在 Bethe晶格中，DMFT自洽方程就可以得到简化，但是这里就

给出一般的通用形式。自洽流程图如2.9所示：

1. 给定一个初始的Wiess函数 𝒢0(𝑖𝜔𝑛)，一般给定了这个 𝒢0(𝑖𝜔𝑛)，就可以利

用 𝒢0(𝑖𝜔𝑛)与杂化函数 Δ(𝑖𝜔𝑛)的关系，得到杂化函数。这就相当于确定了杂质模

型的参数。
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2. 调用杂质求解器对杂质模型进行求解，这样一般就可以得到杂质的自能

Σ𝑖𝑚𝑝(𝑖𝜔𝑛)。

3. 对于自洽来说，最后要让杂质求解器的自能和晶格格点的自能相等，因

此就在自洽过程中认为：

Σ𝑙𝑎𝑡𝑡𝑖𝑐𝑒(𝑖𝜔𝑛) = Σ𝑖𝑚𝑝(𝑖𝜔𝑛). (2.42)

将自能代入晶格模型的格林函数，得到晶格格点的格林函数 𝐺(𝑖𝜔𝑛)。

4. 将晶格的格林函数 𝐺(𝑖𝜔𝑛)与晶格的自能 Σ𝑙𝑎𝑡𝑡𝑖𝑐𝑒(𝑖𝜔𝑛)利用 Dyson方程，就

可以得到新的 Wiess函数 𝒢0(𝑖𝜔𝑛)。这样一个自洽就完成了。判断新旧 Wiess函

数是否收敛，如果不收敛，程序就返回步骤 1。

2.2.4 量子杂质求解器

在 DMFT理论中，求解杂质问题是该方法的核心所在。对于杂质问题，发展

出来了很多种求解器。其中工作在虚频上的连续时间蒙特卡罗是近年来用的较为

广泛的求解器之一 [76,83–85]。不过虚频的求解器要对结果做解析延拓才能得到实

频有关的物理量，对于一些特别定性的对比有时候也存在一定的不确定性 [86,87]。

本论文采用的另一种求解器工作在实频上，且相对于一般的最低阶自能又精度

稍高一些，这就是所用的 OCA近似 [77,88]。下面就将简要介绍下两种计算方法。

• 连续时间蒙特卡罗（CTQMC）

蒙特卡罗方法的核心思想就是将一个统计系综下的物理量的期望值用统计

抽样的方法进行抽样计算。具体来说，对于一个物理量 A，我们可以通过抽样遍

历整个相空间得到相空间中某个位形 x的权重 p(x)以及该位形 x处物理量 A(x)

的值即可，写成如下形式：

⟨𝐴⟩ = 1
𝑍 ∫𝐶

𝑑𝑥𝐴(𝑥)𝑝(𝑥). (2.43)

那么如何得到满足实际统计分布的足够多的有效位形，一般可以通过马尔科夫

链（Markov chain）生成足够多的位形，就需要做到以下两点：

1. 各态历经（Ergodicity）：通过某种规则，一定可以从有限次的马尔科夫过

程中，从一个任意位形运动到另一个任意位形，从而遍历整个相空间。

2. 细致平衡（Detailed balence）：所研究的是一个处于平衡态的系统，因此

为了保证体系的稳定，从一个位形出去的概率密度应该和进入的概率密度相等。
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这里细致平衡条件如下：
𝑊𝑥𝑦
𝑊𝑦𝑥

= 𝑝(𝑦)
𝑝(𝑥) . (2.44)

最后可以采用Metropolis算法，来决定新的位形如何演化，接受概率在这种算法

下为：min[1,R𝑥𝑦]，其中：

𝑅𝑥𝑦 =
𝑝(𝑦)𝑊 𝑝𝑟𝑜𝑝

𝑦𝑥

𝑝(𝑥)𝑊 𝑝𝑟𝑜𝑝
𝑥𝑦

. (2.45)

下面就给出杂化展开量子蒙特卡罗的基本思路，首先将作用量分成一般部

分和需要做微扰展开的部分:

𝑆 = 𝑆0 + Δ𝑆, (2.46)

这样该体系下的可观测量就可以表示为：

⟨𝐴⟩ = 1
𝑍 ∫ 𝒟 [𝜓†𝜓] 𝑒−𝑆0−Δ𝑆𝐴. (2.47)

对 Δ𝑆 做展开，可以得到一系列类费曼图，写成如下形式：

𝑍 = ∫ 𝒟 [𝜓†𝜓] 𝑒−𝑆0−Δ𝑆

= ∑
𝑘 ∫ 𝒟 [𝜓†𝜓] 𝑒−𝑆0 (−1)𝑘

𝑘! (Δ𝑆)𝑘.
(2.48)

在这里并没有做时间离散化，因此把这种展开方法叫做连续时间量子蒙特

卡罗。最后实际上抽样的马科夫过程也不是在 Hubbard-Stratonovich变换的伊辛

自旋上做的，而是直接对这些图展开上做的。对于单杂质安德森模型，为了方便，

对比之前这里重新标记下符号，写成如下形式：

𝐻 = ∑𝜎
𝜖𝑜𝑐†

𝑜𝜎𝑐𝑜𝜎 + 𝑈𝑛𝑜↑𝑛𝑜↓ + ∑𝑝𝜎
[𝑉𝑜𝑝𝑐†

𝑜𝜎𝑐𝑝𝜎 + 𝑉 ∗
𝑜𝑝𝑐†

𝑝𝜎𝑐𝑜𝜎] + ∑𝑝𝜎
𝜖𝑝𝑐†

𝑝𝜎𝑐𝑝𝜎 . (2.49)

因此，对于此杂质模型的哈密顿量，有：

𝑆0 = ∫
𝛽

0
𝑑𝜏

[∑𝜎
𝜓†

𝜎 (𝜏) (
𝜕

𝜕𝜏 − 𝜇 + 𝜖0) 𝜓𝜎(𝜏) + 𝑈𝜓†
↑ (𝜏)𝜓↑(𝜏)𝜓†

↓ 𝜓↓(𝜏)
]

. (2.50)

以及杂化项与导带项：

Δ𝑆 = ∫
𝛽

0
𝑑𝜏 ∑𝑝𝜎

[𝑐†
𝑝𝜎 (

𝜕
𝜕𝜏 − 𝜇 + 𝜖𝑝) 𝑐𝑝𝜎 + 𝑉𝑜𝑝𝜓†

𝜎𝑐𝑝𝜎 + 𝑉 ∗
𝑜𝑝𝑐†

𝑝𝜎𝜓𝜎] . (2.51)

利用积分路径的反周期性，对积分路径做傅里叶变换：

𝑐𝑝(𝜏) = 1
𝛽 ∑𝜔𝑛

𝑒−𝑖𝜔𝑛𝜏𝑐𝑝(𝜔𝑛), (2.52)
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并将 𝑐𝑝(𝑖𝜔𝑛)简写成 𝑐𝑝𝑛，可以得到：

Δ𝑆 = ∑𝑝𝜎,𝜔𝑛
[𝑐†

𝑝𝑛𝜎 (−𝑖𝜔𝑛 − 𝜇 + 𝜖𝑝) 𝑐𝑝𝑛𝜎 + 𝑉𝑜𝑝𝜓†
𝑛𝜎𝑐𝑝𝑛𝜎 + 𝑉 ∗

𝑜𝑝𝑐†
𝑝𝑛𝜎𝜓𝑛𝜎] . (2.53)

将上式化简，可以得到一个常数项与一个与定义的杂化函数有关的项，杂化函数

定义为:

Δ(𝑖𝜔𝑛) = ∑𝑝

𝑉 ∗
𝑜𝑝𝑉𝑜𝑝

𝑖𝜔 + 𝜇 − 𝜖𝑝
. (2.54)

因此，可以得到：

Δ𝑆 = ∑𝑝𝜎,𝜔𝑛

𝜓†
𝑛𝜎

𝑉 ∗
𝑜𝑝𝑉𝑜𝑝

𝑖𝜔 + 𝜇 − 𝜖𝑝
𝜓𝑛𝜎

= ∫
𝛽

0
𝑑𝜏 ∫

𝛽

0
𝑑𝜏′

∑𝜎
𝜓†

𝜎 (𝜏)Δ(𝜏 − 𝜏′)𝜓𝜎(𝜏′).
(2.55)

最终，就得到将杂化项作为展开的配分函数为：

𝑍 = ∫ 𝒟 [𝜓†𝜓] 𝑒−𝑆0 ∑
𝑘

1
𝑘! [∑

𝛼𝛼′ ∫
𝛽

0
𝑑𝜏 ∫

𝛽

0
𝑑𝜏′𝜓𝛼′(𝜏′)𝜓†

𝛼 (𝜏)Δ𝛼𝛼′(𝜏 − 𝜏′)
]

𝑘

= ∫ 𝒟 [𝜓†𝜓] 𝑒−𝑆0 ∑
𝑘

1
𝑘! ∫

𝛽

0

𝑘

∏
𝑖=1

𝑑𝜏𝑖 ∫
𝛽

0

𝑘

∏
𝑖=1

𝑑𝜏′
𝑖 𝑇𝜏 ∑

𝛼𝛼′

𝑘

∏
𝑖=1

[𝜓𝛼′
𝑖
(𝜏′

𝑖 )𝜓†
𝛼𝑖(𝜏𝑖)]

×
𝑘

∏
𝑖=1

Δ𝛼𝑖𝛼′
𝑖
(𝜏𝑖, 𝜏′

𝑖 ).

(2.56)

这样就把配分函数分成了两个部分，一项与杂质相关，这里用与 𝜓 有关的量来

表示。另一项与导带相关，这里用杂化函数 Δ来表示。最后给出更一般的形式，

交换上式中的时序，由于费米子的反对易关系，可以把交换时序产生的符号吸收

到行列式当中，最后就可以得到连续时间蒙特卡罗方法的最为核心的公式：

𝑍 =𝑍0 ∑
𝑘

1
𝑘! ∫

𝛽

0
𝑑𝜏1 ∫

𝛽

0
𝑑𝜏′

1 ⋯ ∫
𝛽

0
𝑑𝜏𝑘 ∫

𝛽

0
𝑑𝜏′

𝑘 ∑
𝛼1𝛼′

1 ,⋯,𝛼𝑘𝛼′
𝑘

× ⟨𝑇𝜏𝜓𝛼′
1
(𝜏′

1)𝜓†
𝛼1(𝜏1) ⋯ 𝜓𝛼′

𝑘
(𝜏′

𝑘)𝜓†
𝛼𝑘(𝜏𝑘)⟩𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙

× 1
𝑘!𝑑𝑒𝑡

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

Δ𝛼1𝛼′
1
(𝜏1, 𝜏′

1) Δ𝛼1𝛼′
2
(𝜏1, 𝜏′

2) ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

Δ𝛼𝑘𝛼′
1
(𝜏𝑘, 𝜏′

1) ⋯ ⋯ Δ𝛼𝑘𝛼′
𝑘
(𝜏𝑘, 𝜏′

𝑘)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

(2.57)
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(a)

(b) (c)

图 2.10 (a)单带安德森模型杂化展开段表示示意图。(b)删除、插入段的示意图。（c）其他抽

样方式，如移动段、加入 anti-segment [76]。

Figure 2.10 (a) The segment configuration in hybridization expansion of the single-orbital An-

dersonmodel. (b) The schematic of insert or remove a segment. (c) Some other algorithm,

such as move a segment of insert of anti-segment [76].

本节仅仅以段表示为例，如图2.10所示。将一个自旋指标记为一个 flavor，这

样将产生湮灭算符按时序排列在段上，产生湮灭算符之间的粗黑线表示有电子

在该虚时时间段内有占据，称为一个段（segment），如图2.10(a)所示。两个不

同自旋之间，如果相同的虚时时间段内有电子占据，就会产生库仑排斥相互作

用，为图中的橘黄色部分。因此，可以根据这套简单的对应来计算不同位形的权

重与演化的接受概率。此外，还可以进行插入一个段或者删除一个段的操作，如

图2.10(b)所示。此外为了加速抽样，也会进行一些其他的操作。比如移动段，插

入与删除 anti-segment等，如图2.10(c)所示。这里仅给出两种最基本操作的接受

概率：

1. 插入一个段：

𝑃𝑎𝑑𝑑 = min [
𝐷𝑘+1
𝐷𝑘

𝛽𝑙𝑚𝑎𝑥
𝑘 + 1 𝑒 ̄𝑙𝜇−𝛿𝑜𝑣𝑒𝑟𝑙𝑎𝑝𝑈 , 1] . (2.58)
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2. 删除一个段：

𝑃𝑟𝑒𝑚𝑜𝑣𝑒 = min [
𝐷𝑘−1
𝐷𝑘

𝑘
𝛽𝑙𝑚𝑎𝑥

𝑒− ̄𝑙𝜇+𝛿𝑜𝑣𝑒𝑟𝑙𝑎𝑝𝑈 , 1] . (2.59)

其中 𝐷𝑘为导带部分的行列式，𝑙𝑚𝑎𝑥表示产生算符的位置确定之后，湮灭算符可

以插入的范围。 ̄𝑙为插入段的长度。

这样就通过这样一些基本的操作，改变空间的位形。通过对位形的抽样方法

得到格林函数：

𝐺(𝜏) =
⟨

1
𝛽

𝑘

∑
𝑖=1

𝑘

∑
𝑗=1

𝑀𝑗,𝑖Δ(𝜏, 𝜏𝑒
𝑖 − 𝜏𝑠

𝑗 )
⟩

, (2.60)

其中：

Δ(𝜏, 𝜏′) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛿(𝜏 − 𝜏′) 𝜏′ > 0

−𝛿(𝜏 − 𝜏′ − 𝛽) 𝜏′ < 0
(2.61)

• OCA方法

相比于连续时间量子蒙特卡罗，自能图计算从数值精度上看对于某些窄带

体系还是非常实惠的技术。不管是更加简单的无交叉近似（NCA）还是这里所说

的单交叉近似（OCA），其实原理非常的相似。若将 NCA与 CTQMC对比，类似

二阶的微扰杂化展开。OCA更像是四阶的微扰杂化展开。NCA无法得到低温的

费米液体行为，且预测得到的 T𝐾 要远小于实际值
[77]。若只考虑高一阶的图形

即得到 OCA，OCA相比于 NCA对近藤温度的估计大有改善。下面就简要的介

绍一下 NCA与 OCA的基本概念。

首先引入辅助粒子，一个对应大 U情况下的单占据情况，记为 𝑓 †
𝜎，这是一

个费米子算符。另外两个记为 𝑏†，记为空占据情况，为玻色子算符。以及 𝑎†，表

示双占据情况，也是玻色子算符。对与一个局域的物理电子，它的产生算符定义

为：𝑑†
𝜎 = 𝑓 †

𝜎 𝑏 + 𝜎𝑎†𝑓−𝜎。此外赝粒子的占据数必须满足以下关系：

𝑄 = 𝑎†𝑎 + 𝑏†𝑏 + Σ𝜎𝑓 †
𝜎 𝑓𝜎 = 1, (2.62)

表示在任意一个时刻，单占据、空占据以及双占据的和必须严格为一。这样单杂

质安德森模型的哈密顿量就可以改写为下面的形式：

𝐻 = ∑
𝑘𝜎

𝜖𝑘𝑐†
𝑘𝜎𝑐𝑘𝜎 + 𝐸𝑑 (

2𝑎†𝑎 + ∑𝜎
𝑓 †

𝜎 𝑓𝜎)
+ 𝑈𝑎†𝑎

+ ∑
𝑘𝜎

𝑉 (𝑐†
𝑘𝜎𝑏†𝑓𝜎 + 𝜎𝑐†

𝑘𝜎𝑓 †
−𝜎𝑎 + ℎ.𝑐.) .

(2.63)
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图 2.11 NCA与 OCA的图表示。[89]。

Figure 2.11 Diagrammatic representation of the NCA and OCA [89].

对于物理量，需要把空间限制在 𝑄 = 1当中，因此引入辅助化学势 𝜆，令

𝐻 = 𝐻0 + 𝜆𝑄。这样当 𝜆 → ∞时，就把 Q投影到了 Q=1的子空间。这样任意一

个物理量的值就可以表示为：

⟨𝐴⟩ = lim𝜆→∞
⟨𝐴⟩
⟨𝑄⟩. (2.64)

这样引入赝粒子之后，就可以分别写出各个辅助粒子的格林函数，可以看出

方程形式统一，非常类似常见的格林函数的形式：

𝐺𝑓𝜎(𝑖𝜔𝑛) = [𝑖𝜔𝑛 − 𝜆 − 𝐸𝑑 − Σ𝑓 (𝑖𝜔𝑛)]
−1

𝐺𝑏(𝑖𝜔𝑛) = [𝑖𝜔𝑛 − 𝜆 − Σ𝑏(𝑖𝜔𝑛)]
−1

𝐺𝑎(𝑖𝜔𝑛) = [𝑖𝜔𝑛 − 𝜆 − 2𝐸𝑑 − 𝑈 − Σ𝑎(𝑖𝜔𝑛)]
−1

𝐺𝑐𝜎(𝑖𝜔𝑛) = [𝐺0
𝑐𝜎(𝑖𝜔𝑛)−1 − Σ𝑐𝜎(𝑖𝜔𝑛)]

−1 .

(2.65)

对于一个真实的物理体系的局域电子的格林函数，它正比于单粒子导带电

子的 𝑡矩阵，因此有：

𝐺𝑑𝜎(𝑖𝜔𝑛) = 1
𝑉 2 lim𝜆→∞𝑒𝛽𝜆Σ𝑐𝜎(𝑖𝜔𝑛, 𝜆), (2.66)

其中 𝛽 为反温度，最后局域格林函数与导带自能之间存在如下的关系：

Σ𝑐𝜎(𝑖𝜔𝑛) = 𝑉 2𝐺𝑑𝜎(𝑖𝜔𝑛)
1 + 𝑉 2𝐺0

𝑐𝜎(𝑖𝜔𝑛)𝐺𝑑𝜎(𝑖𝜔𝑛)
. (2.67)

其中，最核心的问题就落到自能如何选择。我们用 Luttinger-Ward生成泛函

的语言来说，泛函 Φ是一些闭合骨架图的和。当我们对泛函 Φ对格林函数求导，
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就可以得到相应的自能：

Σ𝜇 = 𝛿Φ
𝛿𝐺𝜇

. (2.68)

因此，从最低阶入手就得到了 NCA的自能。加上一阶图，就能够得到 OCA的自

能，如图2.11所示。利用自能和上述的格林函数关系，通过自洽求解，最终就能

得到杂质的格林函数。

2.3 密度泛函理论结合动力学平均场方法

在前面几个章节，分别介绍了密度泛函理论与动力学平均场方法。从密度泛

函理论可以看到，它是求解实际材料方向的重要方法，但是处理强关联问题时

又遇到困难。从动力学平均场的角度来看，它较好的处理了关联效应，但是大部

分又局限于模型计算。因此将两种方案结合起来是一种自然的想法。之前提到

了强关联材料中的一些基本模型，后来对应相应的模型先先后后出现了各式各

样的数值计算方法。但是从另一个方面来说，模型计算始终也有不完善的地方。

近年来，首先在数值计算方面，动力学平均场是一种较为先进的新方法，并取得

了大量的成果 [80,90]。另一方动力学平均场与传统密度泛函理论 (DFT)的结合也

取得了长足的进步，并开始对强关联领域的大量材料做了计算研究 [70,81,82,89,91]。

下面本节就分别从实际材料计算的密度泛函理论与模型计算的数值模拟方法两

方面做一个简要的叙述。

2.3.1 WANNIER函数接口

DFT结合 DMFT的核心并不是程序各自内部的问题，而是接口的统一。我

们知道，DFT工作的基底有很多种。但是无论哪种方法，处理巡游电子时必然会

用到类似于平面波等展宽较大的波函数形式。而且 DFT的结果最终是在布洛赫

空间给出，这组空间是一个明显的动量依赖的空间。因此本质上说 DFT是可以

用来较好描述巡游性电子的问题。而另一方面，强关联效应必须在局域的空间才

能看的清楚。因此要处理DMFT的相关问题就必须在局域轨道上完成。在早期的

工作中，很自然的会想到很多 DFT+DMFT所用的Wannier函数 [92–94]。Wannier

函数与布洛赫函数的变换关系如图2.12(a) 所示，可以知道 Wannier 函数的定义

为：

𝒲𝑚𝑅(𝑟) = 𝑉
(2𝜋)3 ∫𝐵𝑍

𝑑𝑘𝑒−𝑖𝑘⋅𝑅
(∑𝑛

𝑈 (𝑘)
𝑛𝑚 𝜓𝑛𝑘(𝑟)

)
. (2.69)
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(a) (b)

Si

GaAs

图 2.12 (a) Bloch函数到Wannier函数的变换。(b) Si与 GaAs的最局域化Wannier函数 [94]。

Figure 2.12 (a) Transformation fromBloch functions toWannier functions. (b) TheMaximally

localized Wannier functions of Si and GaAs. [94].

对于WIEN2k程序 [66]，有相应的Wien2wannier的接口程序 [95]与Wannier90

程序来实现 Wannier 函数的构建 [96]。Wannier 函数构建的不确定性在于存在的

𝑈 (𝑘)
𝑛𝑚 规范不变矩阵。Wannier90采用最局域Wannier函数展宽：

Ω = ∑𝑛
[⟨𝒲𝑛𝑜(𝑟)|𝑟2|𝑤𝑛𝑜(𝑟)⟩ − | ⟨𝒲𝑛𝑜(𝑟)|𝑟|𝑤𝑛𝑜(𝑟)⟩ |2] . (2.70)

的原则进行计算，这里就不在赘述。通过 Wannier 函数就可以将哈密顿量写在

Wannier函数空间。在做 DMFT时，库仑相互作用就加在局域的Wannier函数轨

道上，得到局域轨道的自能，进而求出局域轨道的格林函数。

但是这种方法存在几个问题，一是通过Wannier函数并不是真正意义上的局

域轨道。当材料中的两个原子之间成键很强时，Wannier函数的中心往往会落在

成键的键上，而不是落在原子上。这样的函数其实已经偏离了真正的局域轨道。

如图2.12(b)所示，在 Si与 GaAs的测试中，我们发现 Wannier函数的中心由于

轨道间的杂化已经位于成键的中心。另一方面，采用Wannier90计算Wannier函

数操作比较复杂，需要手动挑选投影的原子轨道，并根据实际的能带情况选择解

纠缠的窗口与冻结窗口。因此要做电荷全自洽的 DFT+DMFT还是有一定的技术

问题需要解决。尽管如此，近年来 K. Held课题组等人在Wannier的基础上，还

是发展了一套较为成熟的W2dynamics计算软件 [97,98]。
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2.3.2 eDMFT泛函理论

G. Kotliar与 K. Haule等人采用 Luttiger-Ward泛函的语言，将 DFT与 DMFT

联系在了一起 [89,99]。在 Haule的方法中，导带依然采用 LAPW来处理。通过投

影的方式将局域轨道提取出来。因此在整个过程中并没有丢弃任何的导带，这些

导带还可以与局域轨道之间进行杂化。所以 Haule将该方法叫做 DFT+embedded

DMFT funcional（eDMFT functional）。采用该方案，不仅可以做全自洽的DFT+DMF

T计算，且能量的计算精度可以达到电荷密度的二阶小量，自由能的计算精度可

以达到局域格林函数的二阶小量 [100]。从而可以在能量的基础上进行原子力的计

算 [101]。此外，近年来 Haule还在 eDMFT框架的基础上，对长期以来大家较为

困扰的双计数项进行了研究，给出了一套较为复杂的依赖于具体材料的精确双

计数项形式，并与实验的对比上取得了不错的效果 [102]。

这里写出 Littinger-Ward泛函的一般形式：

Γ[𝐺] = Trlog[𝐺] − Tr((𝐺−1
0 − 𝐺−1)𝐺) + Φ𝑉 [𝐺], (2.71)

其中，无相互作用的格林函数 𝐺0的定义如下：

𝐺0(𝑟, 𝑟′)−1 = 𝛿(𝑟 − 𝑟′)(𝜔 + 𝜇 + ∇2 − 𝑉𝑁−𝑁 (𝑟)). (2.72)

这个泛函是存在定态解的，它的定态条件 𝛿Γ
𝛿𝐺 = 0给出体系的自由能。自能通过

泛函 Φ对格林函数 G的求导即可求出：

Σ = 𝛿Φ[𝐺]
𝛿𝐺 . (2.73)

对于 DFT 而言，相当于将相互作用项 Φ𝑉 [𝐺] 替换成 Hatree 项与交换关联

项，具体表示如下：

Φ[𝐺] = 𝐸𝐻 (𝜌) + 𝐸𝑥𝑐[𝜌]. (2.74)

通过对该泛函求定态解即可得到 KS方程的形式：

𝐺−1 − 𝐺−1
0 = (𝑉𝐻 [𝜌] + 𝑉𝑥𝑐[𝜌])𝛿(𝑟 − 𝑟′)𝛿(𝜏 − 𝜏′). (2.75)

对于 DMFT而言，将相互作用项用局域格林函数与库仑屏蔽相互作用势 U

来确定：

Φ[𝐺] → Φ𝐷𝑀𝐹 𝑇
𝑈 [𝐺𝑅

𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙]. (2.76)
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因此在 DMFT近似下，Littinger-Ward泛函可写成：

Γ[𝐺] = Trlog[𝐺] − Tr((𝐺−1
0 − 𝐺−1)𝐺) + ∑

𝑅∈𝑎𝑡𝑜𝑚
Φ𝐷𝑀𝐹 𝑇

𝑈 [𝐺𝑅
𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙]. (2.77)

其中 Φ𝐷𝑀𝐹 𝑇
𝑈 [𝐺𝑅

𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙]的形式与 Φ𝑉 [𝐺]相同，依然是对所有骨架图求和。只不过

在 DMFT中，𝐺𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙 为：

𝐺𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙 = 𝑃 𝑅𝐺, (2.78)

是一个投影到局域轨道空间的一个物理量。这样求解Φ𝐷𝑀𝐹 𝑇
𝑈 [𝐺𝑅

𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙]就等效成一

个附加杂质点求解的问题，利用杂质求解器求解杂质问题即可。

当考虑 DFT+DMFT时，只需要将相互作用泛函 Φ[𝐺]，替换成：

Φ𝑉 [𝐺] → Φ𝐿𝐷𝐴[𝐺] + Φ𝐷𝑀𝐹 𝑇 [𝐺] − Φ𝐷𝐶 [𝐺]. (2.79)

得到最终的泛函形式为：

Γ[𝐺] =Trlog[𝐺] − Tr((𝐺−1
0 − 𝐺−1)𝐺) + 𝐸𝐻 [𝜌] + 𝐸𝑋𝐶 [𝜌]

+ ∑
𝑅∈𝑎𝑡𝑜𝑚

Φ𝐷𝑀𝐹 𝑇
𝑈 [𝐺𝑅

𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙] − Φ𝐷𝐶
𝑈 [𝜌𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙].

(2.80)

在这套方法的基础上，K. Haule等人先后继续进行了自由能的计算、力的计

算以及精确的双计数项的计算并最终将该方法用于结构预测，强关联电子相变

等的研究中。

最后，本节将再简要叙述下该方法中最重要的一个环节，即如何将格林函数

从一个表象投影到另一个表象。在 eDMFT方法中，通过投影算符 ̂𝑃 将格林函数

从布洛赫空间投影到局域轨道空间，并在处理晶格问题时，又重新将自能从局域

轨道空间 embedded到布洛赫空间。这种投影与重新嵌入的过程用示意图2.13表

示。举例来说全格林函数 𝐺(𝑟, 𝑟′)可以写成如下形式：

𝐺(𝑟, 𝑟′; 𝜔) = ⟨𝑟|[𝜔 + 𝜇 − 𝐻̂𝐿𝐷𝐴 − Σ̄(𝜔)]−1|𝑟′⟩. (2.81)

最简单的投影算符就可以由局域原子轨道构成 |𝜙𝑚⟩：

𝑃 (𝐫𝐫′, 𝜏𝑚𝑚′) = ⟨𝑟′|𝜙𝜏
𝑚′⟩⟨𝜙𝜏

𝑚|𝑟⟩. (2.82)

投影算符 𝑃 (𝐫𝐫′, 𝜏𝑚𝑚′)就给出了从实空间到关联轨道的变换 (𝐫, 𝐫′) → (𝑚, 𝑚′)。投

42



第 2章 强关联电子体系数值计算方法

图 2.13 eDMFT的投影与嵌入示意图 [99]。将全格林函数投影到局域轨道空间之后，才能进

行杂质求解器的计算。在处理晶格问题时，又将局域自能嵌入到布洛赫空间。

Figure 2.13 The schematic of the projection-embedding step in eDMFT [99]. We can only solve

the impurity problem after projecting the full Green function to the local orbitals. When

solving the lattice problem, we also should embed the local self-energy to the bloch space.

影算符 ̂𝑃 作用到全格林函数 𝐺(𝑟, 𝑟′)就给出了关联局域格林函数 𝒢𝜏
𝑚𝑚′ .

𝒢𝜏
𝑚𝑚′ = ∫ 𝑑𝐫𝑑𝐫′𝑃 (𝐫𝐫′, 𝜏𝑚𝑚′)𝐺(𝑟𝑟′)

= ∫ 𝑑𝐫𝑑𝐫′⟨𝑟′|𝜙𝑚′⟩⟨𝜙𝑚|𝑟⟩⟨𝑟|[𝜔 + 𝜇 − 𝐻̂𝐿𝐷𝐴 − Σ̄(𝜔)]−1|𝑟′⟩

= ∫ 𝑑𝐫𝑑𝐫′⟨𝜙𝑚|𝑟⟩⟨𝑟|[𝜔 + 𝜇 − 𝐻̂𝐿𝐷𝐴 − Σ̄(𝜔)]−1|𝑟′⟩⟨𝑟′|𝜙𝑚′⟩

=⟨𝜙𝑚|[𝜔 + 𝜇 − 𝐻̂𝐿𝐷𝐴 − Σ̄(𝜔)]−1|𝜙𝑚′⟩.

(2.83)

投影的反过程叫做 embedding，用算符 ̂𝐸 表示。对于自能，利用反过程有：

Σ(𝐫, 𝐫′) = ∑
𝜏𝑚𝑚′∈𝐻

𝐸(𝐫′𝐫, 𝜏𝑚′𝑚)Σ𝜏
𝑚𝑚′ . (2.84)

一个好的投影算符需要满足以下几种条件：

• 能够得到正确的谱权重：

𝜌𝐿(𝜔) = 1
2𝜋𝑖[𝒢†

𝐿𝐿(𝜔) − 𝒢𝐿𝐿(𝜔)] = 𝜌𝐿𝐷𝐴
𝐿 (𝜔). (2.85)

• DMFT方程满足因果律：

1
𝜔 − 𝐸𝑖𝑚𝑝 − Σ − Δ = ∑

𝑘
𝑃𝑘[𝜔 + 𝜇 − 𝐻𝐷𝐹 𝑇

𝑘 − 𝐸𝑘Σ)−1]. (2.86)
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对于任意一个正确的自能，通过自洽可以得到满足因果律的杂化函数。

图 2.14 eDMFT程序计算自洽流程图。红色线的部分表示 DMFT的自洽 loop，而绿色线的

部分表示 DFT的自洽 loop。一个大的 DFT+DMFT的自洽 loop可以由若干个 DFT和

DMFT的 loop组合而成。

Figure 2.14 The schematic of the self-consistant calculation in eDMFT code. The red line part

represents the DMFT self-consistant loop and the green line part represents the DFT

self-consistant loop. The one whole DFT+DMFT loop usually contains of several DFT

and DMFT loop.

• 杂化函数足够精确：

Δ(𝜔) = 𝜔 − 𝐸𝑖𝑚𝑝 − (𝑃 𝐺0)−1. (2.87)

DMFT得到的杂化函数应与在该投影算符作用下的 DFT结果一致。

• 可以足够好的将动能与电荷密度表示出来。因为 eDMFT使用的是WIEN2k

本身的基函数，因此该条件自然满足。
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实际的投影的算符很复杂，它是基于：

𝑃 (𝐫𝐫′, 𝜏𝐿𝐿′) = 𝑌𝐿(𝑟𝜏)𝑢0
𝑙 (𝑟𝜏)𝑢0

𝑙′(𝑟′
𝜏)𝑌 ∗

𝐿′(𝑟′
𝜏). (2.88)

考虑了角度球谐部分并加上了求解定态薛定谔方程的径向波函数部分。最后数

值上考虑Muffin-tin间隙部分的修正，进行归一化所得。

eDMFT的自洽流程如图2.14所示。首先通过初始的电荷密度，在 DFT的层

面上计算得到 DFT的本征值与波函数。在此基础上我们采用投影，得到局域轨

道下的杂质能级与杂化函数。并通过杂质求解器进行求解得到自能。再利用该自

能得到新的 DMFT中的格林函数与有自能修正的电荷密度。整体上可分为 DFT

的循环与 DMFT的循环。最终电荷密度的收敛作为体系计算结束的标志。

2.4 本章小结

本章首先介绍了密度泛函理论以及扩展。然后介绍了处理强关联问题更有

力的动力学平均场方法基本思想以及其中最为核心的部件杂质求解器。CTQMC

在动力学平均场的广泛应用提供了有力的武器。同时 OCA做为比较精确的费曼

图计算也能在实频空间得到较为稳定的结果。最后本章介绍了密度泛函理论结

合动力学平均场的核心步骤，使得该方法可以更加广泛的应用到各个强关联材

料计算当中去。
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第 3章 非常规超导体MnP研究

本章将对超导材料MnP的磁性与能带结构进行研究。希望通过MnP材料电

子结构与磁性分析，对其低温下的超导配对对称性的探索起到一定的指导作用。

本论文解释了该材料中特殊磁性质的起源以及磁转变的原因。此外本章还结合

光电导的实验与第一性计算的结果进行对比分析。最后通过实验与理论的对比

发现了该材料中电子存在类似两流体的行为，可能对超导配对机制的探索起到

指导作用。

3.1 研究背景

3.1.1 磁性探索

MnP是一个很早前就被广泛研究的材料，早在 20世纪 60年代它就开始被

研究，主要在于它有着非常复杂的磁性相图 [103–106]。如图3.1所示，在常压下随

着温度的降低，它就存在很多个磁性相变。首先在高温时，它是顺磁的。在 292

K附近发生顺磁到铁磁相的相变。随着温度的进一步降低，在温度 47 K附近发

生从铁磁到所谓螺旋磁性序的相变 [107,108]。

在后来的中子散射实验中，Felcher组对磁性又进行了更详细的测量 [109]。如

图3.2，在铁磁相中该材料中的Mn原子上的磁矩沿着 b方向排列。这里我们采用

a=5.236 Å, b=3.181 Å, c=5.986 Å。后来 Yamazaki课题组更精确的中子实验还发

现中间温度的铁磁相不是严格沿着 b方向的 [110]。由于体系存在 Dzyaloshinsky-

Moriya(DM) 相互作用，导致磁序沿着 b 方向有个微小的倾角。在低温的螺旋

磁有序相下，Mn 的自旋在 ab 平面内转动，并且沿着 c 方向传播，传播矢量

𝐐 = (0, 0, 0.117)。沿着传播轴方向，间隔 0.4个晶格长度的两个平面内的Mn原

子自旋方向基本保持一致，而间隔 0.1个晶格长度两个平面内的Mn原子自旋方

向转动夹角约为 20度。这样一个自旋周期大概在 8.5个晶格周期左右。常压下

的低温螺旋序在早期的研究中已经比较确定了，并不存在很大的争议。

在高场下，MnP的磁相图也非常有趣 [108]。在低温高场下，MnP表现出一种

扇形结构的磁性，如图3.1所示。早期理论上对磁性考虑的出发点一般为具有各

向异性的海森堡模型，并在这样各向异性哈密顿量的基础上对磁性进行了相关
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图 3.1 MnP在外场下的磁相图 [108]。在常压无外场时，随着温度的降低，体系经历顺磁-铁磁

转变以及铁磁-螺旋磁序的转变。

Figure 3.1 Magnetic phase diagram of MnP in the external field [108]. At ambient pressure

and no external field, the system undergo para-ferromagnetic phase transition and ferro-

screw magnetic phase transition with decreasing temperature.

的研究。然而局域的模型在该材料中的使用还是存在一定的争议。因为在该材料

中，Mn的磁矩在低温时也只有 1.7𝜇𝐵左右，因此表现出的更具有巡游铁磁性的

特征。且最早的第一性原理计算工作发现，在费米面附近MnP材料可能存在很

多个 van Hove奇点 [111]。如图3.3(a)所示，费米面附近态密度有一个比较大的尖

峰，表现出一些类似重电子的特性。但不管怎么样，大部分的观点还是基于该体

系中的各种磁相互作用的复杂作用。因此后来的弹性中子散射实验通过拟合Mn

原子之间的磁相互作用 [112–114]。通过对选取的磁相互作用进行拟合，如图3.3(b)

所示，Yano等人得到了最近邻为铁磁、一些其它近邻为反铁磁型磁相互作用。所

有铁磁型相互作用与反铁磁相互作用间的竞争可能是螺旋序产生的原因。

3.1.2 超导电性的发现

在超导体的探索当中，在元素周期表的过渡族中 Cu基、Fe基的超导体都相

继被实验组发现。在 2014年，程金光课题组又发现了 Cr基超导体 [29,115]。至此

4d族中Mn基是唯一没有被发现超导的系列。在 2015年，程金光课题组通过对

MnP材料施加高压，在 7-8 GPa附近发现了该材料的超导电性，超导转变温度

在 1 K附近，如图3.4所示 [30]。因此这个材料超导配对机制的问题就变得非常有
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图 3.2 MnP的自旋排布在铁磁相与螺旋下 (a>b>c) [109]。在螺旋序中，自旋传播矢量沿着 a

方向传播，自旋在 bc平面内转动。

Figure 3.2 The spin configuration under ferro or spiral magnetic state in MnP [109]. In spiral

case, the spin propagate vector along the a-axis and the spin rotates in the bc-plane.

趣 [116]。

与大多数非常规超导体的相图非常类似，MnP的超导相依然存在于长程磁

有序消失的边缘。因此磁性涨落的配对机制很自然的就成为一种可能的方式。但

是与其他超导体不同的是，与MnP超导相相邻的磁有序态并不是简单的铁磁和

反铁磁，而是螺旋磁序。虽然对该高压下螺旋磁序的具体磁性还存在争议，但是

螺旋磁序对超导配对的影响依然是大家希望去研究的问题。从相图上看，超导区

域更像是在量子临界点上。输运性质给出在低温下，该体系表现出非费米液体的

行为。但是 2016年 Chong组的一篇第一性原理计算通过传统的 BCS理论基于

电声子耦合机制也得到了与实验一致的 T𝐶 随压力的变化曲线
[117]。因此有关该

材料超导配对对称性的研究显得更加的重要。

3.1.3 高压磁性的争议

早期的磁性研究仅仅局限在常压。在高压下发现超导工作之后，人们把目光

又集中到了高压下的磁性序上。因为本身是什么机理导致磁性序随压力有着复

杂的变化本身就是一个需要解决的问题。另一方面，弄清楚高压下的磁性序对研

究超导配对机制也非常的重要。
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(a)

(b)

图 3.3 (a) MnP在常压下的态密度，费米面附近主要为Mn的 d轨道权重 [111]。(b) Mn的近

邻相互作用值，体系同时存在铁磁与反铁磁型的相互作用 [112]。

Figure 3.3 (a) The density of states for MnP at ambient pressure. The weight near the Fermi

level is mainly Mn d-orbital [111]. (b) The magnetic interaction of Mn neighbor which

there exsit ferro- and anti-ferromagnetic interaction at the same time [112].

通过 MnP的 T-P相图，如图3.4可以看到，在低温时常压下为螺旋轴朝着 c

方向传播的螺旋序。在 1.2 GPa附近出现了一个区域很小的铁磁相区域。随着压

力的进一步增大，出现了一个类似反铁磁序的区间。但是具体的这种类似反铁磁

序是怎么样的？在MnP刚发现的工作中并没有明确的给出。随着压力的进一步

增大，在 7-8 GPa附近，磁性序被压制，新的顺磁相出现。

后来的磁性 X射线衍射实验中，测量结果认为高压下的类反铁磁磁序依然

是一个沿着 c方向传播的螺旋序，只不过螺旋序的周期变得更短了 [118]。并且进

一步的测量表示，在高压下螺旋传播矢量从原来的 𝐐 = (0, 0, 0.117)变成了现在

的𝐐 = (0, 0, 0.25)。但是中子散射实验与 𝜇SR的实验则表明高压下的这个区间为
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图 3.4 MnP的 T-P相图 [30]。在 7 GPa附近出现了超导相，高压下是一个类反铁磁相，具体

的磁性序还不确定。

Figure 3.4 The T-P phase diagram of MnP [30]. There is a superconductivity phase at 7 GPa

and there is an anti-ferromagnetic like phase at high pressure which the detail magnetic

order is not confirm.

另外一种螺旋序 [119,120]。中子实验发现MnP的螺旋传播矢量由原来的 c方向改

变为了 b方向，且传播矢量的周期随着压力会不断的变化。中子散射的实验给出

的常压与高压下螺旋磁序的排列如图3.5(b)所示。核磁共振的实验只是表明体系

在 2 GPa时是一个螺旋序，但无法辨别出螺旋序的具体形式 [121]。这样不同的实

验本身就存在着争议，为后续理论的研究带来了不确定性。如何从第一性计算得

到该体系压力下真正的磁基态以及是否可以从第一性原理的计算当中给出系统

的磁相变的分析就变得尤为重要。

对于为什么高压下会产生磁相变的原因也不是很清楚。但是从晶格结构的

角度上，虽然体系的空间群在压力下没有发生任何改变，但是晶格参数在压力

下确有着不同的改变 [118,122]。如图3.5(a)所示，他们定义的晶格参数为 (a>b>c)。

在压力下 a轴和 c轴晶格参数只有略微的改变且是非单调的。但是 b轴随着压

力的增大有着大幅下降的行为。说明该体系在压力下晶体有着很强的各向异性。

这中晶格变化的各向异性也就为该材料磁性的转变提供了可能的解释。一种最
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(a) (b)

图 3.5 (a)MnP 压力下晶格参数的变化 (a>b>c) [118]。(b) 中子实验中的不同压力下的螺旋

序 [119]。

Figure 3.5 (a) The change of crystal parameter under pressure. [118] (b) The different spiral

order under pressure [119].

直接的想法就是因为晶格参数的特殊变化导致了该材料中的磁相互作用的竞争

发生改变，进而导致磁序的进一步变化。这也为我们从第一性原理研究该材料的

磁性提供了一个重要的线索。

3.2 非共线磁性

非共线磁性产生的原因有很多，机理也各不相同。最常见的解释一般为体

系中存在磁相互作用阻挫。当磁性离子之间为反铁磁相互作用时，且晶格存在

阻挫，这时反铁磁相互作用的竞争就会导致非共线磁性序。或者体系中磁性离

子之间存在大小相当的铁磁作用与反铁磁作用相互竞争，也可以导致非共线磁

性 [123–125]。这在钙钛矿材料、烧绿石结构中可以经常看见 [126]。对于稀土化合

物，RKKY相互作用也被认为是非共线磁序产生的重要原因。因为 RKKY相互
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(a) (b)

图 3.6 (a)几种主要磁相互作用的定义。(b)磁性与磁相互作用相图 [127]。体系中磁基态与体

系三个磁相互作用的相对大小有关。

Figure 3.6 (a) The defination of some important mangetic interactions. (b) The phase diagram

of magnetic state and magnetic interaction [127]. The magnetic ground state of this system

is determined by the relative magnitude of three magnetic interactions.

作用表现出铁磁或是反铁磁与离子之间的距离有关。当体系中存在多种磁性离

子时，就会产生不同种类的磁相互作用。对于巡游磁性，一种观点认为，当费米

面附近同时存在自旋向上和向下的能带时，且它们对应的费米面之间存在很强

的 nesting，这种磁涨落也会导致非共线磁性的形成。

3.2.1 理论模型

对于MnP具体的晶体结构，Bertaut和 Kallel等人通过以一个Mn原子为中

心，考虑 4个各向同性的磁相互作用，利用矩阵法得到有关磁相互作用大小与磁

基态的相图 [103,127]。通过磁相图可以看到，这种体系的磁基态的确定仅仅与其中

三个磁相互作用的比值有关。在矩阵法中，可以构造一个厄米的矩阵 𝜁(𝑞),

𝜁𝑖𝑗(𝑞) = ∑ 𝐽𝑖𝑗exp [𝑖𝐪 ⋅ (𝐫𝐢𝐨 − 𝐫𝐣)] , (3.1)

其中 𝐫𝑖𝑜是一个固定的参考点，求和对所有的相同布拉维各自求和。通过求解其

本征值方程：

[𝜁(𝐪) − 𝝀]𝐓 = 0. (3.2)

就可以得到该构型的能量以及对应构型的本征矢。通过比较本征矢的能量大小，

就可以知道体系对应的磁基态磁构型排列。
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3.2.2 计算方法

在螺旋序的计算当中，波函数除了在实空间满足平移不变性之外，在自旋空

间由于也具有周期性，所以自旋部分也应该满足相应的平移不变形。在这样的情

况下，可以得到：

𝐻(𝑟 + 𝑅𝑛) = 𝑈(𝑞 ⋅ 𝑅𝑛)𝐻(𝑟)𝑈 †(𝑞 ⋅ 𝑅𝑛), (3.3)

最简单的情况是将自旋转动轴定位 z轴，这样：

𝑈(𝑞 ⋅ 𝑅𝑛) =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑒−𝑖𝑞⋅𝑅𝑛 0

0 𝑒𝑖𝑞⋅𝑅𝑛

⎞
⎟
⎟
⎠

, (3.4)

这样平移算符 𝑇𝑛满足于哈密顿量的对易性，

𝑇𝑛𝐻(𝑟)𝜓(𝑟) =𝑈(−𝑞 ⋅ 𝑅𝑛)𝐻(𝑟 + 𝑅𝑛)𝜓(𝑟 + 𝑅𝑛)

=𝑈(−𝑞 ⋅ 𝑅𝑛)𝐻(𝑟 + 𝑅𝑛)𝑈 †(−𝑞 ⋅ 𝑅𝑛)𝑈(−𝑞 ⋅ 𝑅𝑛)𝜓(𝑟 + 𝑅𝑛)

=𝐻(𝑟)𝑈(−𝑞 ⋅ 𝑅𝑛)𝜓(𝑟 + 𝑅𝑛)

=𝐻(𝑟)𝑇𝑛𝜓(𝑟).

(3.5)

此外，𝑇𝑛算符构成阿贝尔群：

𝑇𝑛𝑇𝑚 = 𝑇𝑚𝑇𝑛 = 𝑇𝑛+𝑚, (3.6)

这样 𝑇𝑛就具有一维表示，

𝑇𝑛𝜓𝑘(𝑟) = 𝑈(−𝑞 ⋅ 𝑅𝑛)𝜓𝑘(𝑟 + 𝑅𝑛) = 𝑒𝑖𝑘⋅𝑅𝑛𝜓𝑘(𝑟). (3.7)

因此，就可以将螺旋序下的波函数写成如下的形式：

𝜓𝑘(𝑟) = 𝑒𝑖𝑘 cot 𝑟
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑒
−𝑖𝑞⋅𝑟

2 𝑢↑
𝑘(𝑟)

𝑒
𝑖𝑞⋅𝑟

2 𝑢↓
𝑘(𝑟)

⎞
⎟
⎟
⎠

(3.8)

其中 𝑢𝜎
𝑘(𝑟)为波函数的周期部分。这螺旋序的计算当中，就不用建构超晶格去设

置磁构型，只要采用这里“广义布洛赫定理”下的波函数形式保证空间与自旋部

分的周期性即可。

3.3 MnP相关计算结果

从之前的实验可以看出，MnP材料的主要困惑还是在它压力下磁性的确定

问题以及是否可以找到MnP压力下磁相变的原因。另一个方面是从它的电子结
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图 3.7 (a)磁相互作用 J的示意图。(b)理论计算中的 R-R’相图。(c)计算结果在 R-R’相图

上的展示。随着压力增大，计算得到螺旋序到铁磁再到螺旋序的相变。

Figure 3.7 (a) Illustration of ome important exchange interactionns. (b)The theoretical R-R’

phase diagram. (c) Our results in the R-R’ phase diagram. With increasing pressure, we

can get spiral-ferr-spiral magnetic phase transition in our calculations.

构方面分析看看是否能找到超导配对的相关证据。当时对于MnP材料的第一性

原理计算的不系统，特别是还没有高压下的第一性原理计算。下面本节将给出我

们的一系列结果。

3.3.1 MnP磁性计算结果

首先本论文进行了常规的共线计算。通过设置不同的磁构型，利用海森堡方

程：

𝐻 = − ∑
𝑖,𝑗

𝐽𝑖S𝑖 ⋅ S𝑗 , (3.9)
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求解出不用的磁相互作用。将得到不同压力下的磁相互作用代入到通过矩阵法

求得的相图当中，就可以确定不同压力下的磁构型。

通过计算的相图可以看到，如图3.7(c)所示。在低压下得到了螺旋磁序基态。

在 1-1.5 GPa时，体系恰好落在了铁磁相中，且非常靠近铁磁与螺旋序的相边界。

由于该点在相图位置中非常靠近螺旋序与铁磁序的相边界。因此正好对应压力

的实验只能看到很窄的铁磁区间。并且 𝜇SR的实验也给出该体系在压力下存在

螺旋序与铁磁相的共存 [120]。在 2 GPa之后，螺旋序的能量又变为最低。因此体

系又进入了一个新的螺旋态相。在更大的压力下，第一性原理计算给出Mn的磁

矩迅速下降，在 6 GPa附近磁矩基本降为零，体系进入顺磁基态。从共线的第一

性原理计算结果来看，理论的计算相图与实验吻合的非常好。说明磁相互作用的

改变确实很可能是体系发生磁相变的真正原因。

既然认为磁相变与磁相互作用有关，下面就详细研究磁相互作用在压力下

的系统变化。我们将不同磁相互作用随压力变化的情况展示如下：

表 3.1磁相互作用随压力变化表。

Table 3.1 The table of magnetic interactions vary with pressure.

P (GPa) Order 𝐽1(meV) 𝐽 ′
1(meV) 𝐽2(meV)

0.0 Spiral 83.664 -14.022 66.311

0.5 Spiral 84.855 -13.929 66.249

1.0 FM 86.620 -13.783 65.790

1.5 FM 88.290 -13.606 65.245

2.0 Spiral 92.099 -15.269 59.515

2.5 Spiral 94.045 -15.128 58.899

3.0 Spiral 96.250 -15.306 63.791

4.0 Spiral 102.568 -13.628 60.899

5.0 Spiral 109.868 -14.139 57.675

6.0 Spiral 85.068 -16.684 44.559

可以看到，𝐽1 和 𝐽2 都是铁磁型的相互作用，只有 𝐽 ′
1 为反铁磁型的相互作

用。在该材料中，我们首次提出磁相互作用与材料中对应的Mn-P-Mn的键角有

关，并且满足 Goodenough-Kanamori规则 [128,129]。铁磁型的 𝐽1和 𝐽2相互作用在
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压力下对应的Mn-P-Mn键角范围分别为 73.4∘-74.0∘和 69.6∘-70.8∘，均小于 90度。

而反铁磁相互作用 𝐽 ′
1 对应的键角范围为 111.6∘-112.9∘，都大于 90∘。这种铁磁型

的双交换相互作用于反铁型的超交换作用由 P原子的 p轨道进行调制。我们将

磁相互作用强度随压力变化的情况与计算的磁性相图对应起来看，可以发现磁

相互作用 𝐽 ′
1 对相变的形成可能起到敏感的调制作用。这也是合理的，因为该体

系中 𝐽 ′
1 是唯一的反铁磁作用，螺旋序的产生只能通过它的竞争出现。并且铁磁

相的出现是在反铁磁 𝐽 ′
1 强度最小的时候。

图 3.8 (a)-(e)在不同压力下，不同方向螺旋序能量与铁磁能量之差随 q的变化。(f)计算得到

的基态 q随压力的变化。

Figure 3.8 (a)-(e) The energy differences between three spiral states and the ferromagnetic

state as a function of propagation vector q. (f) The calculted pressure-dependent q for

the ground state.
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虽然共线的磁性计算可以得到与实验一致的相变，但它还是无法给出螺旋

序的具体排列情况以及对应的 𝐐矢量。因此，在共线计算的基础上还进一步地

进行了非共线第一性原理的计算。从非共线计算的结果可以看出，如图3.8(a)所

示，在低压区，我们得到了 c方向的螺旋序 Spi-c。从计算可以看到，Mn1和Mn2

之间自旋的螺旋转动角度为 21∘，Mn2和Mn3的自旋转动为 2∘。这与中子的实验

相符合。说明了在非共线的计算中，理论计算的结果是可靠的。并且进一步可以

看到，在压力下螺旋序的𝐐矢量随压力的进一步上升而减小。当压力达到 1 GPa

附近时如图3.8(c)，铁磁序成为了体系的基态，此时可以认为 𝐐 = (0, 0, 0)。当压

力进一步上升，新的螺旋序基态重新出现，如图3.8(d)和 (e)。并且高压下的螺旋

序的传播矢量变成了 b方向传播的 𝐐矢量。这与中子以及 𝜇SR的实验一致。且

随着压力的进一步上升，𝐐矢量的值不断增大。这种趋势也与中子散射的实验一

致。

通过系统的分析计算，我们就从理论计算的角度第一次给出了高压下的磁

有序基态，并确认为 Spi-b基态。且在计算中，传播 𝐐矢量连续变化，与磁相互

作用随压力的连续变化一致。并且我们明确提出了磁相互作用的转变与磁相变

之间的关系。而磁相互作用的确定又是与晶格结构密切联系的，特别是表现在晶

格长度随压力的变化当中。

3.3.2 MnP电子结构计算

作为对比，又分别计算了人为设定的螺旋序与铁磁序的能带结构并作为对

比来分析磁性对能带结构的影响。如图3.9(a)所示，从常压的能带上看，铁磁序

时自旋向上与自旋向下的两条能带分别穿过费米面，且在 Y-S路径附近相交。它

们的交点正好在费米能级附近。但是在螺旋磁序下，图3.9(b)给出螺旋序下的能

带，可以看到由于磁性散射或者其它的原因，原本在 Y-S路径上交叉的能带在费

米面附近打开了一个很小能隙。从铁磁能带和螺旋序能带对比上看，两者并没有

很大的差别。唯一的区别只是因为在螺旋序中，由于磁性耦合的原因，自旋向上

与自旋向下的分量耦合在了一起。这种耦合的效果与 SOC对自旋分量的耦合有

点类似。在 SOC的作用下，也可以看到 SOC会将原本自旋上下分量交叉的能带

劈裂开，从而产生很多的拓扑现象。压力下的能带的特征变化依然存在，且能带

本身就没有巨大的变化。

螺旋序下这种能隙的打开可能与非共线的不稳定性有着密切的联系 [130]。由
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图 3.9 (a)-(b)常压下铁磁与 Spi-c的能带。(c)-(d) 6 PGa高压下铁磁与 Spi-b的能带。

Figure 3.9 (a)-(b) The band structures for ferromagnetic and Spi-c state at 0 PGa. (c)-(d)The

band structures for ferromagnetic and Spi-b state at 6 PGa.

于 Y-S路径上费米面附近能带电子的权重为 Mn-𝑑𝑦2 特征，可以从3.11(b)看出。

所以可以认为Mn-𝑑𝑦2 与螺旋磁序的不稳定性有关。对于小 q的情形，杂化能隙

的大小与两个自旋分量之间的关系如下：

Δ = √( ̄𝐯𝐤 ⋅ 𝐐)
2 + 4𝑉 2, (3.10)

其中 ̄𝐯𝐤 为两个自旋分量的电子群速度，V是两个自旋分量之间的耦合强度。结

合费米面的计算，Y-S 路径上的费米面为一个准一维的费米面，如图3.10所示。

在 Y-S路径上，对于 Spi-c，我们有 ̄𝐯𝐤 ⋅ 𝐐 ≈ 0。这时杂化能隙的大小由 2V决定。

因此，可以估算出杂化强度的大小约为 𝑉 ∼ 0.14 eV。通过计算发现，杂化强度

的大小与磁相互作用的大小量级相当。在高压下 6 GPa的 Spi-b能带从3.9(c)和

(d)可以看出，它们仅打开了一个更小的能隙，且能隙交点在费米面之上，并且

Z-T-Y路径上。我们对比铁磁和 Spi-b的能带可以看到，Spi-b的能带在此路径上

有一个整体的移动。这个移动的效应与杂化效应有关，因为能带移动了约 0.2 eV

与杂化强度 V的大小相当。
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图 3.10 (a)-(b)常压下不同自旋的铁磁费米面。(c )常压下 Spi-c的费米面。(d)-(e) 6 GPa下

不同自旋的铁磁费米面。(f) 6 GPa下 Spi-b的费米面。

Figure 3.10 (a)-(b) The two spin component of ferromagnetic Fermi surfaces at 0 GPa. (c) The

Spi-c Fermi surfaces at 0 GPa. (d)-(e) The two spin component of ferromagnetic Fermi

surfaces at 6 GPa. (f) The Spi-b Fermi surfaces at 0 GPa.

图3.10给出了计算中不同磁性在不同压力下的费米面。通过分析费米面，发

现了一个有趣的现象。该体系的费米面表现出了两种不同的特征。其中一种是片

状的费米面，该费米面与 y方向垂直。另一种为类柱状的的费米面。通过费米面

的拓扑形状可以看出，该体系存在准一维的电子特征以及各向异性很强的准三

维的电子特征。并且值得注意的是，在螺旋磁序下，准一维的费米面由于能隙的

打开基本消失。通过轨道特征的分析我们可以看到，准一维费米面的电子主要是

𝑑𝑦2 的轨道特征。说明在 y方向上存在电子的导电通道。确实在MnP材料中，总

体上它是一个体材料，但是我们从 y方向看去，如图3.11(a)所示那样，Mn原子

确实可以构成一个链状结构，该链状结构构成该材料的一个导电通道。

在磁性计算中，得到Mn原子的磁矩常压下为 1.4 𝜇𝐵。这样我们推测Mn的自
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旋结构可能为 d4↑2↓，意味着MnP中的价态情况可能是Mn1+P1−。可能并不是之

前的解释为Mn3+P3− [131]。理论计算的结果与 X-ray光电谱的结果非常吻合 [132]。

在这种情况下，P原子应该被视为一个 zigzag型的 P-P团簇链。由于很强的 P-P

相互作用，该团簇的最小单元为 [𝑃2]2−，而不是之前预测的独立的 P3+离子。从

能带上看到，P-P的反键态与Mn-Mn的成键态之间沿着 b方向有着很强的杂化。

这样就从轨道成键的化学分析得到了一维费米面的起源。

图 3.11 (a)从晶格结构上看MnP常压下的链状结构。（b）MnP能带的轨道特征。

Figure 3.11 (a) The Mn chain at ambient pressure from cystal structure. (b) The orbital char-

acter of band structure in MnP.

3.3.3 结合MnP光电导测量分析

为了更好的理解该材料的电子结构，Zheng课题组在该材料中也做了光电导

的测量。通过对比高温铁磁相与低温螺旋相的数据，实验采用多分量的 Drude和

Lorentz公式拟合光电导：

𝜎(𝜔) = ∑
𝑖

𝜔2
𝑝,𝑖

4𝜋
𝛾𝑖

𝜔2 + 𝛾2
𝑖

+ ∑
𝑗

Ω2
𝑗

4𝜋
𝜔2Γ𝑗

(𝜔2 − 𝜔2
0,𝑗)2 + Γ2

𝑗 𝜔2
, (3.11)

其中第一项为 Drude的贡献，一般由巡游的载流子贡献，𝜔𝑝,𝑖为等离子振荡频率，

𝛾𝑖 为电子的散射率。第二项为 Lorentz项，表示带间电子的跃迁，𝜔0,𝑗 表示直接

带隙，Γ𝑗 为衰减因子。
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Zheng 等人的测量中发现光电导在垂直 b 以及平行 b 的方向表现出非常不

同的随温度变化行为。随着温度的降低，只有平行于 b方向的光电导测量展示

了能隙的形成。通过光电导的拟合可以发现，在低频率区间，铁磁相时需要两个

Drude型的峰去拟合。但是到低温螺旋磁序时，其中的一个 Drude分量需要变为

一个 Lorentz型的分量。这就说明随着温度从高到低变化时，在体系发生铁磁到

螺旋序的磁转变的同时，有一部分载流子消失了，一个新的带间跃迁产生。这就

通过光电导的实验首次发现了该体系中存在两种不同寿命的载流子。

既然存在两种不同寿命的载流子，就需要问它们在体系中分别对体系的性

质有什么影响。因此，Zheng等人进一步分析了载流子的寿命。在铁磁相时，体

系存在两种不同寿命的载流子，一种载流子的是寿命较长，而另一种载流子的

寿命较。长寿命载流子的寿命从高温 300 K时的 3.5 × 10−14𝑠增加到 10 K时的

2.2×10−11𝑠。而短寿命的载流子寿命几乎随温度没有什么变换，基本在 9×10−15𝑠

的量级。这种短寿命的载流子与准一维的体系如 TaS3 和 NbSe3 类似
[133]。从他

们的拟合公式结果可以看出，长载流子寿命的变化与体系的直流电导随温度的

变化非常吻合。从这一点上看，说明体系的输运性质与长寿命的载流子息息相

关。且在螺旋磁序下发现短寿命的载流子消失，并且被 gap掉的 Drude峰的振

荡频率 𝜔2
𝑝,2与新产生的洛伦兹峰的频率 Ω2

0一致。说明它们确实来源于同一种电

子。这就说明能隙的打开很可能与短寿命的载流子密切相关。通过实验结果的分

析，在该材料中认为长寿命的载流子与体系的输运性质相关，而短寿命的载流子

与体系的磁涨落有关。因此两种不同寿命的载流子的变化很可能与超导的配对

对称性有关。

以上光电导的测量分析结果和我们第一性原理计算的能带结果十分吻合。首

先我们的能带计算表明在螺旋序下 Y-S路径上一部分能隙的打开。这很好对应

磁相变下新的洛伦兹型激发的出现。此外，我们的费米面在 Y-S路径上表现为准

一维的特征，与光电导短寿命的载流子寿命的行为吻合。在螺旋序下，我们短寿

命电子构成的准一维平的费米面消失，只在第一布里渊区的边缘留下一些很小

的剩余电子口袋，对应短寿命载流子的消失。而准三维的费米面依然存在，这就

对应体系的输运性质随磁性转变的变化不明显。最后，我们就得到费米面附近由

的Mn-𝑑𝑦2 特征构成的准一维费米面贡献体系的磁性性质，与超导配对的磁涨落

的形成有关。而准三维的各向异性的费米面贡献体系的输运性质。这种长短寿命
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载流子的行为非常类似于重费米子中的两流体理论，为下一步继续研究该体系

的超导提供了思路。特别是短寿命载流子与磁性相的转变有关，说明可能在相变

点附近，短寿命的载流子存在非常大的不稳定性，为超导的配对提供了可能的胶

水。

3.4 本章小结

在本章中，作者研究了非常规超导体MnP的磁性与电子结构。从第一性原

理计算的角度分析了磁性随压力变化的原因，认为是不同磁相互作用的竞争。而

压力下磁相互的改变与体系的结构密切相关，主要表现为晶格参数 b随压力剧

烈的变化，而这种变化是非常敏感的。另外确定了高压下的螺旋磁序是沿着 b方

向的螺旋序与最近的 NPD与 𝜇SR实验定量一致。此外分析了该材料的电子结构

并将其与实验的光电导测量结合起来，认为该体系存在两种寿命的载流子，长寿

命的载流子贡献体系的输运性质并与各向异性的类三维费米面对应。而短寿命

的载流子与磁相关有关，与体系片状一维费米面相关。这也与体系的Mn的链状

结构有关。最后作者认为长短寿命载流子的变化可能与该材料超导配对的机制

有关，需要进一步的研究。
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第 4章 重费米子材料 UTe2超导电性研究

本章将用 DFT+DMFT方法研究重费米子超导材料 UTe2。UTe2含有 5f电子

的稀土元素 U，且低温下表现出重电子性质，因此是一个典型的强关联材料。作

者通过该方法的研究发现该体系是一个磁耦合的且存在磁相互作用阻挫的梯子

(ladder)结构。而且在该体系中存在准二维的费米面。在此基础上，通过 UTe2点

群的对称性分析，分析了该体系的能隙结构与拓扑性质。认为该体系是一个点节

点的 unitary的自旋三重态非常规重费米子超导体。

4.1 研究背景

4.1.1 早期研究

UTe2在上个世纪 60年代就开始被合成研究 [134]。早期的研究主要集中在正

常态的结构以及输运性质方面。最开始由于是多晶样品，且晶体的体系不纯，里

面存在 Te缺陷。因此早期 Haneveld等人测量的结构为四方相，因此并不是真正

后来研究的结构 [134]。后来，Ellert等人认为这是一个正交结构，但是他们定下

来的空间群可能为 𝑃 𝑛𝑛𝑛。直到后来 1970年时，X射线衍射实验才明确 UTe2是

一个体心正交的结构，且空间群为 𝐼𝑚𝑚𝑚 [135,136]。2006年，日本科学家 Ikeda等

人合成较好品质的单晶，并对此体系做了较为详细的磁性质的测量 [137]。

UTe2是一个很强的各向异性的材料，这与它的结构也是密切相关。UTe2的

晶格边上为 𝑎 = 4.16 Å, 𝑏 = 6.12 Å以及 𝑐 = 13.96 Å。如图4.1所示，每一个 U原

子都被六个 Te原子包围，形成所谓的“trigonal prism”的结构。直到现在人们对

材料结构的分析并不深入，只是简单的进行了分析。他们经常将该体系描述为 U

原子沿着 a方向形成链状结构。另外，其中的一个 Te原子 Te1 沿着 b方向也形

成无限长的链 [135,137]。

从磁化率的结果来看，如图4.2(a)所示，a方向的磁化率在温度降低时迅速

上升，称为易磁化方向。这是可能因为 a方向的晶格长度最短，体系沿着该方向

容易被磁化。相反的，b和 c方向的磁化率则没有表现出快速的明显上升，但随

着温度降低也出现了磁化率曲线的上身。此外在低温区 40K附近，只有 b方向的

磁化率出现极大值点。这与典型的重费米子现象 T∗之下，重电子液体开始形成，

65



强关联材料的第一性原理计算

图 4.1 UTe2 的样品与晶体结构
[137]。UTe2 是一个正交结构，且 a<b<c。

Figure 4.1 The sample and crytal structure of UTe2
[137]. UTe2 is orthorhombic structure with

a<b<c.

磁化率出现极大值一致。说明该体系在低温下可能是重费米子材料。这种磁化率

的极大值点在所测量的温度区间只出现在 b轴，说明该体系可能存在各向异性

的杂化。这种各项异性的杂化在之前的 Ce基材料中也有着相关的研究 [138,139]。

最为奇怪的是该材料的Weiss温度 𝜃𝑃 ,在三个方向的测量上均匀负值，如表4.1所

示。说明该体系中存在某种反铁磁型的磁相互作用。有关重电子的描述另一方面

从电阻上看也是最为直接的 [140]。在整个温度区间，UTe2 表现出类似半金属的

行为。在 47 K左右，电阻出现了极大值的行为。高温区间电阻的上升对应近藤

散射，而低温区间电阻的下降对应相干重电子液体的形成。因此，从早期的研究

可以看出，该体系是一个有很强的各向异性的重电子体系。

表 4.1 UTe2 有效磁矩与Wiess温度实验测量 [137]。

Table 4.1 The effect moment and Wiess temperature of UTe2 from experiment [137].

H//[100] H//[010] H//[01]

𝜇𝑒𝑓𝑓 (𝜇B) 3.46 3.66 3.27

𝜃𝑃 (𝐾) -78.0 -107.4 -126.3
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(a) (b)

图 4.2 (a) UTe2 磁化率的温度依赖。(b)磁化率倒数随温度变化关系 [137]。

Figure 4.2 (a) The temperature dependence of magnetic susceptibility of UTe2. (b) The recip-

rocal susceptibility with temperature of UTe2
[137].

4.1.2 超导电性的发现

2019 年，Ran、Aoki 等人进行了该材料的低温测量 [141,142]。他们发现，在

温度达到 1.6 K左右，该体系出现了零电阻现象，如图4.3(b)所示。这是人们首

次在该体系中发现了超导电性。从图4.3(a)可以看出，与之前 UGe2、URhGe和

UCoGe等不同的是，即便到了很低的温度该体系也一直不存在磁性 [143–146]。这

就说明，该体系是一个顺磁基态超导体。之后分析认为该体系存在铁磁涨落，因

此认为 UTe2 是处在铁磁超导系列材料的边界上。并且如图4.3(c)所示，该体系

在低温下有着非常大的上临界场 𝐻𝑐2。可以看到，沿着 b方向的 𝐻𝑐2 可以达到

40 T以上。这就已经超出了泡利极限以及轨道极限。与 UGe2、URhGe和 UCoGe

的行为类似，说明该体系是一个自旋三重态配对的超导体 [147–149]。NMR实验在

超导态下奈特位移没有明显的变化就说明了这点，如图4.3(d)所示。人们研究发

现的自旋三重态配对的超导体并不常见。而且在这种三重态的配对下可能存在

一些拓扑的激发，因此也是凝聚态物理领域研究的热门问题 [150,151]。这也就让

UTe2成为继 UGe2，URhGe和 UCoGe之后的又一个自旋三重态配对超导体。

由于 UTe2本身并没有磁性，因此不存在直接的由磁有序形成导致的时间反

演对称性破缺。UTe2的磁化率在低温 10 K时，a方向的磁化率既不满足传统的

顺磁体系也不满足铁磁体系。通过对磁化率的拟合发现 UTe2的磁化率很好的符

合 Belitz-Kirkpatrick-Vojta (BKV)公式。BKV公式一般用于金属的铁磁量子临界
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(a) (b)

(c) (d)

图 4.3 (a) UTe2的超导相图。(b)电阻随温度的变化。(c)上临界场随温度变化。(d)在超导相

下的 NMR实验 [141]。

Figure 4.3 (a) The superconductor phase diagram of UTe2. (b) The resistivity at low tempera-

tures. (c) The H𝐶2 value as function T. (d) The Knight shift below T𝐶
[141].

区，说明这 UTe2是一个量子铁磁体。BKV公式意味着 UTe2存在很强的磁涨落，

但是 BKV公式主要还是用在无序金属体系，对于 UTe2 可能并不完全适用。所

以有关它的超导配对对称性还是一件不清楚的事情。在 Ran的实验中，他们测

量的比热在超导温度附近满足 𝑛 ∼ 3.2的幂率，表示该体系是一个点节点的体系。

且比热系数在超导态之下还保留了一半的值，意味着该体系在超导态之后，大概

只有一半的电子被 gap掉。并且比热系数随不同的样品变化很小，可能是体系本

身的特性。因此结合该体系的自旋三重态配对以及存在一半未配对电子的情况，

它就很可能是 non-unitary超导配对。在这种情况下，三重态的不同分量就可以

有不同的超导能隙。但是他们也指出对于顺磁正交结构的强自旋轨道耦合超导

系统 UTe2而言，non-unitary超导配对解释并不自然。
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图 4.4 UTe2 在低温下的电子热导，可以看到低温下载流子浓度趋于零。
[153]。

Figure 4.4 Low temperature electronic thermal conductivity of UTe2 and we can see the carrier

density tend to zero at low temperature [153].

后来又有很多的实验涌现出来，尽管 BKV公式使用是否合适，但是 𝜇SR的

实验验证了该体系在超导附近存在弱的铁磁涨落 [152]。并且在超导区间存在弱的

铁磁涨落与超导态的共存。Metz等人后来做了比热、热导以及伦敦穿透深度的

实验 [153]。在他们的实验中，发现比热与热导的 T3以及穿透深的 T2行为。这些

幂率表示体系更像是一个点节点结构的能隙函数。不过在Metz的实验中，他们

发现比热系数在更低的温度，如 300 mK下出现上翘。这种在低温下的上翘可能

与体系的所受到的量子临界效应有关。在他们热导的实验中，如图4.4所示，与

之前超导态之下比热系数减小为正常态的一半不同的情况非常不同。低温热导

的实验表示在温度趋于零的时候，载流子的数目也趋于零。这样热导的实验就与

比热的实验相矛盾。他们认为在低温时，可能存在某种强烈的电子散射机制。通

过输运性质的测量，他们得出该体系应该为点节点结构的结论。通过伦敦穿透深

度的测量并与体系的 𝐷2ℎ群对应，该节点只能存在 ab平面内。

最后，还需要指出 UTe2在磁场下也出现了非常有趣的行为
[154]。一般而言，

外加磁场是会破坏超导配对的。因此当磁场大于上临界场时，超导彻底消失。但

是也有一些体系在更高的磁场下会进入新的超导态。如图4.5所示，磁场的作用

将会影响费米面的劈裂以及能级的移动。由于费米面的不稳定性等其他原因，出

现了新的超导相。从该实验可以看出，在 UTe2中出现了两个新的超导相。其中
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的一个高场下的超导相 SC𝐹 𝑃 完全落在了高场的自旋极化相中。对于自旋三重态

的奇宇称，且自旋极化相破缺了时间反演对称性。因此在 SC𝐹 𝑃 相中，很可能会

存在自旋三重态的拓扑超导。这与零场下的拓扑研究有着区别。因为在零场下，

体系处在顺磁态。最为重要的区别就是体系没有直接的内部自旋极化磁场导致

的时间反演对称性破缺。但是高场的超导相本身就已经落在了自旋极化相中，时

间反演对称性自然被破缺，出现拓扑相的概率就要大很多。

图 4.5磁场诱导的 UTe2 超导以及极化态相图
[154]。

Figure 4.5 Magnetic field-induced superconducting and polarized phase of UTe2
[154].

4.2 计算结果

相比于大量的实验测量，关于 UTe2的理论计算目前却很少。现在存在一些

有关 UTe2的第一性原理计算，但是他们没有正确的考虑关联效应，甚至有些就

没有考虑关联效应进行计算。因此他们得到的是一个半导体的绝缘基态。这明

显与实验是不相符 [142]。UTe2本身在低温下有着重电子行为。因此 f电子在低温

的时候会与导带电子集体杂化。这时它将出现局域-巡游二重性。近藤的物理在

里面也是主要因素之一，近藤效应会让晶格出现相干的近藤共振。而近藤的作用

是可以体现在 DMFT中的杂质模型当中。因此 DMFT可以得到更加准确的结果。

因此，为了正确处理关联效应，我们有必要进行 DFT+DMFT的计算。此外，对

于自旋三重态的超导配对，超导配对对称性与费米面的性质密切相关。因此，为
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了得到正确的电子结构，我们采用 DFT+U以及 DFT+DMFT方法，从磁性、能

带结构以及费米面特征进行分析。

4.2.1 磁性计算

图 4.6 (a) UTe2 的晶格结构示意图。展示了由面共享的 Te棱柱构成两腿结构的 U梯子结构。

(b)四种选择的磁构型用于磁相互作用 J𝑖 的计算。(c)计算得到 U的磁矩和不同磁构型

的相对能量随库仑相互作用的变化。(d)计算得到的 J𝑖 随库仑相互作用的变化。

Figure 4.6 (a) The crystal structure of UTe2 with two-leg U-ladder surrounded by face-shared

Te-prisms. (b) Four chosen magnetic configuration for calculations of the exchange in-

teraction J𝑖. (c) The calculated magnetic moment of U-ion and the relative energy of

different magnetic configuration with U. (d) The derived values of J𝑖 with interaction U.

通过前面介绍的实验结果我们知道，该体系在低温时没有磁性，但又是一个
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铁磁量子临界的超导体，并且磁化率的Wiess温度是一个反铁磁型的负温度。从

这里来看，体系中可能同时存在铁磁型的相互作用和反铁磁型的磁相互作用。但

是它们对体系的基态与超导有什么贡献，这是值得我们思考的问题。因此，探讨

该体系的磁相互作用就变得尤为重要。

UTe2 的结构如图4.6(a)所示。其中 Te原子是没有磁性的，因此我们只需要

考虑 U原子的磁性即可。为了计算磁性原子 U之间的最近邻 𝐽1，次近邻 𝐽2 以

及第三近邻 𝐽3 磁相互作用，我们相应的设置了不同的四种磁构型 FM、AFM1、

AFM2以及 AFM3，如图4.6(b)所示。通过计算我们发现，体系的四种磁构型磁

矩随着库仑相互作用 U的增大也逐渐增大，并最终趋于饱和。如图4.6(c)所示，

整体上磁矩的变化范围在 2.0 𝜇𝐵 到 2.5 𝜇𝐵 左右。从图4.6(d)可以看出，最近邻

𝐽1一直都是铁磁型的，且随着库仑相互作用 U的增大，𝐽1的值不断增加。然而，

𝐽2和 𝐽3在小 U时是铁磁的。但随着库仑相互作用的增大，它们逐渐从铁磁型变

成了反铁磁型的相互作用。从数值上看，𝐽1的绝对值相对 𝐽2和 𝐽3要更大。这就

说明磁相互作用随着离子之间距离的不断增大而快速减小。说明我们计算的结

果是合理的。

通过计算的磁相互作用，以及结合晶格结构的分析我们发现该体系并不是

像之前文献所说的那样是一些简单的 U 链和 Te 链。我们首次提出该材料是一

个 ladder型的结构。发现这种 ladder型结构本身就具有重大的意义。因为这种

ladder 型的体系在铜氧化物超导体以及铁基超导体的研究中已经研究的比较广

泛 [155–159]。它们经常被视为一种新型的平台去研究超导配对对称性。但是这种

ladder结果在重费米非常规超导领域却不多见。因此 UTe2 这种梯形体系就提供

了重费米子材料中一个研究超导配对与磁性基态调控的平台。

在这样的 ladder结构中，沿着 a方向面共享的“trigonal prism”中的两个 U

原子链形成 ladder的两个腿。而 c方向面共享的“trigonal prism”中的两个 U之

间形成 ladder的“rung”。由于 𝐽2和 𝐽3在适度 U值的时候就已经变成了反铁磁。

所以我们从磁化率的实验上看，如果要得到与实验一致的反铁磁型 Wiess 温度

𝜃𝑃，我们必须采用大 U的结果。这样 𝐽2和 𝐽3就应该是稳定的反铁磁相互作用。

此时，两个 ladder之间沿 a方向平移 0.5个晶格单位，正好构成一个三角形磁相

互作用阻挫体系，如图4.6(d)中插图所示。由于体系中阻挫的存在，我们的计算

就为该体系为什么低温下不存在长程磁有序提供了一种可能的解释。并且由于
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图 4.7 (a)-(b) DFT+SOC的能带和态密度图。(c)-(d)考虑了相互作用 DFT+SOC+U的能带

与态密度图 (U=7 eV)。

Figure 4.7 (a)-(b) The band structure and density of states with DFT+SOC calculation. (c)-(d)

The band structure and density of states with DFT+SOC+U calculation (U=7 eV).

阻挫导致的磁涨落很可能会为超导的电子配对提供媒介。

4.2.2 电子结构计算

• DFT+U计算

通过计算我们可以发现，在不加库仑相互作用时我们得到了与之前文献一

致的错误结果。如图4.7(a)-(b)所示，为一个窄带隙的半导体。其中费米能级附近

主要都是 U的 f电子的权重。f电子的平带位于费米能级的两侧，在费米能级附

近形成尖锐的峰。由于自旋轨道耦合的作用，f电子能级劈裂为 J=5/2与 J=7/2

两个主要分量。表现在态密度上存在两个主要的 f 电子尖峰。费米面附近的是

J=5/2的权重，而 J=7/2分量则在费米面之上较远的地方。从这里我们可以看出，
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该体系中自旋轨道耦合的强度大概在 1.0 eV附近。正好对应着两个不同 J分量

态密度的峰值距离。

通过加入库仑相互作用，我们发现能带结构发生改变。如图4.7(c)-(d)所示，

通过能带的轨道投影权重我们可以看到，费米能级附近主要是 U的 f电子平带

与导带电子 Te的杂化，并在费米面附近形成杂化能隙。但是费米能级穿过杂化

能带，这时体系表现为金属的特征。我们通过计算发现，只有在加上库仑相互作

用之后，体系才会出现金属态。这就说明在该体系中，强关联效应扮演着非常重

要的角色。最后我们指出，在 U=7eV时我们可以看到有着明显 f电子权重的两

条非简并能带穿过费米面。在 R-X点附近是一个空穴型的能带，在 Y-S点附近

则是一个电子型的能带。这与之前文献所说该体系有类似半金属特征的输运性

质一致 [140]。

• DFT+DMFT计算

为了更好的考虑进关联效应，我们也做了 DFT+DMFT的计算。这里我们采

用连续时间量子蒙特卡罗杂质求解器。得到虚频的自能后，我们通过解析延拓，

将虚频的自能延拓到实频去。得到实频的自能后，我们就利用实频的自能进行谱

函数与态密度的计算。

如图4.8(a)所示，我们可以看到费米面处的态密度在温度很低的时候快速上

升。这是重费米子物理中的典型现象，标志着重的近藤液体的出现。在高温时，

费米面处只有很少的导带的成分。由于库仑相互作用的原因，体系 f电子的能带

将在费米面上、下分别形成上下Hubbard峰。我们从态密度可以看到，上Hubbard

峰在我们的计算中非常明显。低温时，在相干温度之下，由于 f电子开始退局域，

重整杂化到费米面附近。往往表现在谱函数上费米面附近存在很平的准粒子能

带。如图4.8(c)-(d)对比我们可以清楚的看到，10 K的时候费米面附近存在相干

的平带。在 1 eV附近，由于库仑相互作用，存在非相干的上 Hubbard带。在那

里的激发谱由于自能虚部的展宽，将会使能带变得非常的模糊。这正是电子非相

干的体现。图4.8(b)中，我们展示了费米面出准粒子峰高随温度的变化。根据两

流体理论，准粒子峰的上升随着温度应该对数的变化。这在之前的理论与实验研

究中已经给出 [160]。我们也给出了自能虚部随温度的变化。通过们的计算，我们

发现相干温度在 50 K附近，且通过散射率给出的温度曲线与实验电阻随温度的

曲线变换十分吻合。这就说明在我们的计算中，库仑相互作用的 U值选取是非
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图 4.8 (a) DFT+DMFT在高温 200 K与低温 10 K时的态密度。(b)随温度演化的费米能级

处态密度峰高、零频自能虚部以及它的温度导数。(c)-(d)分别为高温 200 K与低温 10

K的谱函数。

Figure 4.8 (a) The density of states with DFT+DMFT at 200 K and 10 K. (b) Temperature

evolution of the peak height, the imaginary part of the self-energy and its temperature

derivation. (c)-(d) The spectral function at 200 K and 10 K.

常合理的。而之前的第一性原理计算只加很小的 U从物理上看也是不准确的。

最后我们需要强调的是，从谱函数上可以看出随着温度的降低，10 K的时

候费米面上出现了很平的重的准粒子平带。能带的特征与 DFT+U的能带特征一

致。在 Y-S点附近也是一个电子型的能带，在 R-X附近为空穴型的能带。

4.2.3 费米面的结构与超导对称性分析

我们继续计算了该体系的费米面，DFT+U的费米面结构与 DFT+DMFT的

费米面一致。如图4.9(a)所示，我们可以看出该体系存在两个准二维的柱状费米

面，它们沿着 z方向基本没有色散。这两个柱状的费米面分别对应于 Y-S附近电

子型的能带和 R-X附近空穴型的能带。从计算上看，沿着 x方向空穴型的费米

面具有更低的费米速度。费米面的特征可以通过 de Haas-van Alphen（dHvA）量
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图 4.9 (a)计算得到的准二维型的柱状费米面。(b)费米面的量子振荡计算。(c)费米面的RPA

磁化率计算的实部贡献。(d)强 SOC下配对态下的点节点性质示意图。

Figure 4.9 (a) The calculated Fermi surfaces with quasi-2D cylinders. (b) The predicted quan-

tum oscillation of the Fermi surfaces. (c) Real part of the RPA susceptibility. (d) Illus-

tration of the point nodal properties of the strong SOC pairing state.

子振荡实验给出。如图4.9(b)所示，这里我们做了数值的量子振荡计算。我们的

结果表示柱状的费米面在量子振荡中是一个类似抛物线的曲线。这里我们进一

步说明准二维柱状费米面的来源。我们认为它可能和体系的 ladder属性有关。同

样的在铁磁材料当中，它们与我们类似的 ladder结构同样可以给出柱状的费米

面 [159]。

此外我们通过计算得到的费米面进行了 RPA 磁化率的计算。RPA 的结果

显示在 x方向存在费米面的 nesting。这与铁磁自旋三重态超导体 UGe2 非常类

似 [161]。他们的观点认为，费米面的 nesting会导致磁的涨落增强进而诱发自旋

三重态的配对。这就为解释为什么该体系是一个铁磁型自旋三重态的配对提供

了可能性。
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对于超导配对对称性的分析依赖于费米面的拓扑结构，在我们计算得到的

费米面的基础上，我们对该体系进行了对称性的分析。对于我们的分析而言，时

表 4.2 𝐷2ℎ 群奇宇称的所有的不可约表示。

Table 4.2 The odd-parity pairing states for all irreducible representations of the point group

𝐷2ℎ

SOC reps 𝐝-vector node

weak

𝐴𝑢 𝑘𝑥𝑘𝑦𝑘𝑧𝐝0 lines

𝐵1𝑢 𝑘𝑧𝐝0 lines

𝐵2𝑢 𝑘𝑦𝐝0 lines

𝐵3𝑢 𝑘𝑥𝐝0 lines

strong

𝐴𝑢 𝜂1𝑘𝑥 ̂𝐱 + 𝜂2𝑘𝑦 ̂𝐲 + 𝜂3𝑘𝑧 ̂𝐳 none

𝐵1𝑢 𝜂1𝑘𝑦 ̂𝐱 + 𝜂2𝑘𝑥 ̂𝐲 + 𝜂3𝑘𝑥𝑘𝑦𝑘𝑧 ̂𝐳 none

𝐵2𝑢 𝜂1𝑘𝑧 ̂𝐱 + 𝜂2𝑘𝑥𝑘𝑦𝑘𝑧 ̂𝐲 + 𝜂3𝑘𝑥 ̂𝐳 points

𝐵3𝑢 𝜂1𝑘𝑥𝑘𝑦𝑘𝑧 ̂𝐱 + 𝜂2𝑘𝑧 ̂𝐲 + 𝜂3𝑘𝑦 ̂𝐳 points

间反演对称性如果不破坏的话，从强 SOC的情况可以看到，𝐵2𝑢 与 𝐵3𝑢 分别对

应点节点的情形。只有这种情况下才能得到与实验一致的能隙节点特征。所以在

我们计算的费米面下，我们的结果更倾向 unitary的自旋三重态配对。这里我们

给出了 𝐵2𝑢或者 𝐵3𝑢在费米面上节点的分布，如图4.9(d)所示。在我们的结果中，

我们支持因为较重所以对超导更重要的空穴型费米面上的节点，对应 𝐵3𝑢 表示。

在这种情况下，𝐵2𝑢或者 𝐵3𝑢对应的是拓扑平庸的结果。

4.3 本章小结

在本章中，我们对UTe2进行了DFT+DMFT的计算。通过计算我们发现：（1）

该体系是一个存在反铁磁阻挫的 ladder系统。（2）该体系存在两个二维的柱状

费米面。（3）通过对称性分析，我们得到了点节点的分布以及认为该体系是一个

unitary的自旋三重态超导配对。
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第 5章 总结与展望

5.1 总结

本论文在密度泛函理论结合动力学平均场方法的基础上，利用该方法对强

关联材料MnP与 UTe2分别进行了磁性、电子结构的分析，并分析了有关的超导

行为。

在本论文中，我们首先介绍了有关强关联电子体系的基本概念、历史发展以

及一些前沿问题。并在此基础上给出了现在绝大部分分析用到的常见的一些基

本模型。此外，我们还特别列举出强关联电子体系中的一个非常重要且有趣的方

向之一的重费米子物理。

之后，我们从整体上介绍了处理强关联电子体系的一些计算方法，分别从第

一性原理材料计算的角度与哈密顿量的模型两个角度出发，介绍了 LDA/LDA+U

以及强关联数值计算方法的优缺点与适用范围。以及着重介绍了近些年来发展

出来的动力学平均场方法。动力学平均场是将一个晶格问题映射成一个量子杂

质问题。我们给出了在空间维度足够大的情况下，该种映射是成立的。并从格林

函数运动方程法出发，给出了将两种模型结合起来的具体细节，以及 DMFT的

自洽流程。在此基础上，我们又介绍了 DMFT的核心量子杂质求解器。我们分

别给出了近些年来使用最为广泛的连续时间量子蒙特卡洛的基本原理以及费曼

图计算的实频 OCA方法。他们可以互相作为验证和补充。本章最后，我们给出

了密度泛函理论结合动力学平均场的不同中思路和方法，并具体介绍了我们使

用的 eDMFT泛函的基本理论。

用以上的方法我们先计算了非常规超导体 MnP 的磁性结构与电子结构。

MnP 是 Mn 基材料中发现的第一个超导体，因为它的超导出现在螺旋序的边

缘而激发人们对超导配对对称性的研究。首先我们从共线的第一性原理计算，得

到了与实验一致的高压相的相变。我们从磁相互作用竞争的角度，统一的解释了

随着压力晶格参数的变化，对磁相互作用的影响，进而影响着体系的相变。之后

采用非共线的第一性原理计算，具体分析了高压下螺旋序的具体排列，以及螺旋

序的传播矢量随压力的变化关系。最后我们从理论计算的角度得出了该材料在

高压下的螺旋序为沿着 b方向的螺旋序。最后我们将能带结构与磁性的散射联
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系起来，得到体系准一维的费米面以及磁性相下，片状费米面被能隙打开。并结

合实验光电导的测量，将不同类型的费米面与长短寿命的载流子对应。最后结合

输运性质，得到短寿命的载流子与磁涨落有关，长寿命的载流子与体系的输运性

质有关。类似于重费米子中的两流体理论，为将来MnP的超导机理提供了一种

可能猜测。

最后我们用 DFT+DMFT方法对重费米子超导体材料 UTe2 进行了磁性、电

子结构与超导配对对称性的分析。UTe2 是一个新发现的体系为顺磁态的自旋三

重态配对超导体。我们从磁性的角度分析得到，该材料是一个存在磁相互作用阻

挫的 ladder系统。并在此基础上分析了它的准二维的费米面。利用点群对称性，

在我们这样的费米面下，如果得到点节点的能隙结构，该体系应该是一个 unitary

的拓扑平庸的超导。

5.2 展望

DFT+DMFT的计算我们现在主要还是基于单杂质的电子结构分析。之后我

们在此基础上一方面需要做更深入的分析，进行更多物理量的计算，另一方面，

我们可以将该方法应用到更多的交叉领域。现在 DFT+DMFT在相变、超导、结

构预测以及拓扑领域都开始得到应用。

从另一个角度，有些体系中，非短程的电子关联也十分的重要。比如在量子

临界点附近的体系，它们的关联长度往往很大。因此单杂质的 DMFT往往得不

到精确的物理，这样我们就需要将杂质点间的关联也考虑进来。我们可以在单杂

质 DMFT的基础上进一步发展团簇动力学平均场方法并与密度泛函理论相结合。

这也是我们今后工作的一个方向。
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